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摘要 本文利用不变图给出临界有限分歧覆盖没有 Thurston 障碍的一个判定条件.
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1 引言

复动力系统领域的重要结果之一是 Thurston 给出的关于临界有限有理函数拓扑特征的刻画 [1].

在这项工作中, Thurston深刻地应用了 Teichmuller空间理论,证明了具有双曲 orbifold的临界有限分

歧覆盖 Thurston等价于有理函数的充要条件是没有 Thurston障碍. 这个结果被推广到次双曲有理函

数情形 [2, 3] 和几何有限有理函数的情形 [4].

1985 年, Levy [5] 在博士论文中引入了 Levy 循环的概念, 并且对二次临界有限分歧覆盖证明了

Thurston 障碍和 Levy 循环的等价性 (参见文献 [6]). 对于高次的情形, Shishikura 和 Tan [7] 给出了反

例, 构造了一族三次分歧覆盖,具有 Thurston障碍但是没有 Levy循环.对拓扑多项式, Thurston障碍

和 Levy 循环是等价的 [8]. 更多相关研究方法和结果可以参见文献 [7]. 一般而言, 对于给定的临界有

限分歧覆盖, 直接验证它是否存在 Thurston 障碍是困难的.

注意到 Thurston关于临界有限有理函数实现问题给出的是一个否定的判断准则, Dylan Thurston

在一定条件下给出了一个正面的判断方法 [9].

对于临界有限多项式, Douady 和 Hubbard [10] 构造了 Hubbard 树, 利用 Hubbard 树可以刻画临

界有限多项式 Julia 集的组合结构. 对于一般有理函数, 寻找类似于 Hubbard 树的不变图是一个公开

http://doi.org/10.1360/N012019-00156
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:gzcui@math.ac.cn,~wenjpeng@amss.ac.cn


崔贵珍等: 关于 Thurston 障碍的判定

问题 [11]. 对 Newton 迭代映射 [12–14]、McMullen 有理函数族 [15, 16]、Sierpiński 有理函数 [17, 18] 和一般

的临界有限有理函数 [19–21], 不变图的存在性都得到证明.

不变图为检查 Thurston障碍的存在性提供了有效的辅助手段. 例如,在对几何有限有理函数实现

问题的研究中利用了局部不变图 [4]. 在对通过多项式 Folding 得到的临界有限分歧覆盖的研究中, Cui

等 [22] 也利用了不变图的结构给出 Folding 没有 Thurston 障碍的判定条件.

本文将利用不变图 (参见下文定义 1.1) 给出临界有限分歧覆盖没有 Thurston 障碍的判定条件.

设 f 是 Riemann 球面 Ĉ 上的分歧覆盖, 且 deg f > 2. 记 Ωf 是 f 的分歧点的集合, 记 Pf =∪
n>0 f

n(Ωf ) 是 f 的临界集. 如果 Pf 是有限集, 则称 f 是临界有限分歧覆盖. 下面总假定 f : Ĉ → Ĉ
是临界有限分歧覆盖.

定义 1.1 一个有限连通图 G ⊂ Ĉ 称为 f 的一个组合不变图, 如果 Pf ⊂ G, 且存在同胚 ϕ : Ĉ
→ Ĉ, 使得 ϕ 相对于 Pf 同伦于恒等映射, 且 ϕ(G) ⊂ f−1(G).

进一步称组合不变图 G ⊂ Ĉ 为弱单的, 如果存在 k > 0 使得 f 在 (ϕ ◦ f)k(f−1(G)) 上是单射.

本文证明了下面的结果.

定理 1.1 设 f 是临界有限分歧覆盖. 如果存在 f 的一个弱单的组合不变图, 则 f Thurston 等

价于有理函数当且仅当 f 没有 Levy 循环.

关于 Thurston 障碍和 Levy 循环的定义参见第 2 节或者文献 [5].

注 1.1 临界有限多项式一定存在弱单的组合不变图. 例如, 从无穷远点出发, 通过外射线连接

每个 Pf 点, 这样构造的图为弱单的组合不变图.

2 Thurston 障碍

本节将回顾 Thurston 定理的相关内容.

两个临界有限分歧覆盖 f 和 g 称为是 Thurston 等价的, 如果存在同胚 ϕ, ψ : Ĉ → Ĉ, 使得 ϕ 相

对于 Pf 同伦于 ψ, 且 ϕ ◦ f ◦ ψ−1 = g.

设 f : Ĉ → Ĉ 是临界有限分歧覆盖. 一条若当曲线 γ ⊂ Ĉ\Pf 称为是平凡的, 如果 Ĉ\γ 有一个分
支不包含 Pf 的点;称为是 peripheral的,如果 Ĉ\γ 的一个分支恰好包含 Pf 的一个点;称为是 essential

的, 如果 Ĉ\γ 的每个分支都包含至少两个 Pf 点.

为简略起见, 称两条 essential 曲线同伦, 如果它们相对于临界集 Pf 同伦. 一个多重曲线族 Γ 是

由 Ĉ\Pf 中有限条互不相交的 essential 曲线组成的集合, 且任何两条曲线不同伦. 多重曲线族 Γ 称为

不变的, 如果对于每条曲线 γ ∈ Γ, f−1(γ) 的每个 essential 分支都同伦于 Γ 中的一条曲线.

多重曲线族 Γ 的转移矩阵 M(Γ) = (aβγ) (β, γ ∈ Γ) 定义为

aβγ =
∑
δ

1

deg(f : δ → γ)
,

其中和式对 f−1(γ) 同伦于 β 的所有分支 δ 取和. 令 λ(Γ) = λ(M(Γ)) 表示矩阵 M(Γ) 的谱半径. 多重

曲线族 Γ 称为 f 的 Thurston 障碍, 如果 λ(Γ) > 1.

关于下面的定理以及双曲 orbifold 的定义参见文献 [1, 23].

定理 2.1 设 f 是临界有限分歧覆盖, 且 f 具有双曲 orbifold, 则 f Thurston 等价于有理函数当

且仅当 f 没有 Thurston 障碍. 进一步, 这个有理函数在全纯共轭意义下是唯一的.
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多重曲线族 Γ = {γ1, γ2, . . . , γn} 称为一个 Levy 循环, 如果对 0 6 i < n, f−1(γi+1) 有一个分支 γ′i

同伦于 γi 且 deg(f : γ′i → γi+1) = 1, 其中 γ0 = γn. 显然, Levy 循环一定是一个 Thurston 障碍.

多重曲线族 Γ称为不可约的,如果对于任意 (β, γ)∈Γ×Γ,存在一列 Γ中的曲线 {β=δ0, . . . , δk=γ},
使得对 1 6 i 6 k, f−1(δi) 的一个分支同伦于 δi−1. 下面的引理是常用的 (参见文献 [23, 定理 B.6]).

引理 2.1 对任意多重曲线族 Γ, 若 λ(Γ) > 0, 则存在不可约多重曲线族 Γ0 ⊂ Γ, 使得 λ(Γ0)

= λ(Γ).

3 定理 1.1 的证明

引理 3.1 设 f 是临界有限分歧覆盖, 且具有弱单的组合不变图. 设 Γ 是一个不可约多重曲线

族, 则对任意的 γ ∈ Γ, f−1(γ) 有唯一的一个分支同伦于 Γ 中的一条曲线.

证明 因为 Γ 是不可约多重曲线族, 我们只需证明对于任意 γ ∈ Γ, f−1(γ) 最多有一个分支同伦

于 Γ 中的一条曲线.

令 G 为 f 的一个弱单的组合不变图. 不妨假设 f(G) ⊂ G. 由定义 1.1, 存在 k > 0 使得 f 在 G0

= fk(G) 上是单射. 令 κ(γ,G0) 表示 γ 与 G0 的几何相交数, 即

κ(γ,G0) = min{#(γ′ ∩G0), γ
′ 同伦于 γ}.

我们断言对任意 γ ∈ Γ, 有 κ(γ,G0) > 0. 否则 f−k(γ) ∩ f−k(G0) = ∅. 由 f−k(G0) ⊃ G, 我们得到

f−k(γ) ∩G = ∅. 由于 Pf ⊂ G, 因此, f−k(γ) 中的每条曲线都是平凡的. 这与 Γ 的不可约性矛盾.

不妨假设 κ(γ,G0) = #(γ ∩ G0). 记 δs (s = 1, 2, . . . , l) 是 f−1(γ) 的所有同伦于 Γ 中的某条曲线

的分支. 由于 f : G0 → G0 是单射, 因此, f : (
∪l

s=1 δs) ∩G0 → γ ∩G0 是单射. 从而,

l∑
s=1

#(δs ∩G0) 6 #(γ ∩G0) = κ(γ,G0). (3.1)

因此, 如果存在 β ∈ Γ 同伦于 f−1(γ) 的某条曲线, 则

κ(β,G0) 6
l∑

s=1

#(δs ∩G0) 6 κ(γ,G0).

由于 Γ是不可约的,对任意 β ∈ Γ,存在一列 Γ中的曲线 {β = α0, . . . , αm = γ},使得对 1 6 j 6 m,

f−1(αj) 的一个分支同伦于 αj−1. 这样我们得到

κ(β,G0) 6 κ(α1, G0) 6 · · · 6 κ(γ,G0).

同理, 可以证明 κ(γ,G0) 6 κ(β,G0). 因此, 对任意的 β, γ ∈ Γ, 有 κ(β,G0) = κ(γ,G0).

把这个等式和不等式 (3.1) 结合起来, 我们得到 l 6 1, 即 f−1(γ) 最多有一个分支同伦于 Γ 中的

一条曲线.

定理 1.1 的证明 因为一个 Levy 循环是 Thurston 障碍, 所以, 定理的必要性是显然的.

下面证明充分性. 我们将证明任何一个 Thurston 障碍一定包含一个 Levy 循环, 从而说明充分

性成立. 设 Γ 是 f 的一个 Thurston 障碍. 由引理 2.1 可知, 存在不可约多重曲线族 Γ0 ⊂ Γ, 使得

λ(Γ0) = λ(Γ) > 1. 再由引理 3.1,我们可以将 Γ0 表示为 Γ0 = {γ1, . . . , γn},使得对 0 6 i < n, f−1(γi+1)

有唯一的一个分支 γ′i 同伦于 γi, 其中 γ0 = γn. 由 λ(Γ0) > 1 可得 deg(f : γ′i → γi+1) = 1. 因此, Γ0 是

一个 Levy 循环.
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