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摘要 本文在 2- 一致凸和一致光滑 Banach 空间中提出一种结合了外梯度算法和 Tseng 型算法的混

合型外梯度算法来解决变分不等式问题和不动点问题. 该算法中的两个步长均由 Armijo- 线性搜索过

程来控制, 在参数满足恰当的假设条件下, 本文证明由该算法生成的序列强收敛到变分不等式问题和

不动点问题的一个公共解.
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MSC (2020) 主题分类 46B10, 46B20, 47H05

1 引言

设 X 是实 Banach 空间, 具有范数 ∥ · ∥, D 是 X 中非空闭凸子集. X ∗ 表示 X 的对偶空间, 对

任意的 x ∈ X , f ∈ X ∗, 配对 ⟨f, x⟩ 表示 f(x). 经典的变分不等式问题就是找到一个点 x̄ ∈ D, 使得

⟨Fx̄, x− x̄⟩ > 0, ∀x ∈ D, (1.1)

其中 F : X → X ∗ 为非线性算子. 变分不等式问题 (1.1) 的解集记为 VI(D,F ).

变分不等式问题在最优化理论、非线性规划、控制理论、工程力学等领域具有广泛的理论和实际

应用背景. 为解决该问题, 大量学者深入研究并形成了一系列经典算法, 如投影算法、外梯度算法、投

影压缩算法和次梯度外梯度算法等. 1976年, Korpelevich [9] 在有限维空间 Rn 中提出了如下具有双投

影型的外梯度算法: yn = PD(xn − τFxn),

xn+1 = PD(xn − τFyn),
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其中映射 PD : Rn → D (⊆ Rn)是度量投影,算子 F : D → Rn 是单调和 L-Lipschitz连续的, τ ∈ (0, 1
L ).

2000 年, Tseng [14] 在 Hilbert 空间 H 中提出了具有如下形式的 Tseng 型算法:yn = PD(xn − τFxn),

xn+1 = yn − τ(Fyn − Fxn),

其中算子 F : D → H 是单调和 L-Lipschitz 连续的, τ ∈ (0, 1
L ). 以上两类算法作为解决变分不等式问

题的经典算法, 至今仍受到学者们的广泛关注 (参见文献 [5, 7, 13, 18]). 最近, Xie 等 [15] 将以上两类经

典算法巧妙结合起来, 在 Hilbert 空间 H 中提出了如下具有双自适应步长的迭代算法 (算法 1). 他们

证明了由算法 1 生成的序列强收敛到变分不等式问题解集 VI(D,F ) 中的一个元素.

算法 1 具有双自适应步长的混合外梯度算法

初始化: 给定 τ0 > 0, µ ∈ (0, 1), λ ∈ (0, 1). 任取 x0,x1 ∈ H.

迭代步骤: 如下计算 xn+1:

第 1 步 给定 xn−1 和 xn. 设

wn = xn + αn(xn − xn−1).

第 2 步 计算

yn = PD(wn − τnFwn),

zn = PD(wn − τnFyn),

其中

τn+1 =


min

{
µ
∥wn − yn∥2 + ∥zn − yn∥2

2⟨Fwn − Fyn, zn − yn⟩
, τn

}
, 若 ⟨Fwn − Fyn, zn − yn⟩ > 0,

τn, 其他.

若 wn = yn 或者 Fyn = 0, 则迭代停止, 且 yn 是变分不等式问题的一个解. 否则, 进行第 3 步.

第 3 步 计算

xn+1 = ηnf(sn) + (1− ηn)sn,

其中 sn = zn − βn(Fzn − Fyn), 更新

βn+1 =


min

{
λ

∥zn − yn∥
∥Fzn − Fyn∥

, βn

}
, 若 Azn −Ayn ̸= 0,

βn, 其他.

令 n := n+ 1, 跳回到第 1 步.

受该文献启发, 本文继续以 Korpelevich 的外梯度算法和 Tseng 的算法为基础研究变分不等式问

题, 提出一个新的具有外梯度算法和 Tseng 型算法的混合外梯度算法, 主要贡献如下.
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• 研究空间从 Hilbert 空间推广到更一般的 2- 一致凸和一致光滑 Banach 空间, 大大拓宽了算法

的应用范围.

• 首次采用双 Armijo- 线性搜索过程来控制步长. 该步长一方面比固定步长灵活性更高, 提升了

算法的收敛速度; 另一方面同自适应步长相比避免了单调性的考虑, 只需要保证其有界性.

• 同不动点问题相结合, 联合解决了变分不等式问题和不动点问题的公共解问题.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节列出基本定义、性质和引理. 第 3 节提出新算法并进行收敛性

分析. 第 4 节对本文的内容进行总结, 并针对本文工作提出可能的推广, 为下一步工作指出研究方向.

2 预备知识

用 N 表示自然数集, R 表示实数集, {xn} 表示无穷序列 x1, x2, . . . , xn, . . . 用 xn → x 表示序列

{xn} 强收敛到 x, xn ⇀ x 表示序列 {xn} 弱收敛到 x.

众所周知, X 是一致凸 (或者一致光滑) 的当且仅当其对偶空间 X ∗ 是一致光滑 (或一致凸) 的.

因此,若 X 是 2-一致凸和一致光滑 Banach空间,则 X ∗ 是 2-一致光滑和一致凸的. 事实上,我们熟

知的 Lp 和 lp 空间都是一致凸和一致光滑的, 其中 1 < p < +∞. 更多关于一致凸、一致光滑 Banach

空间的性质详见文献 [3].

正规对偶映射 J : X → 2X ∗
定义为

J(x) = {x∗ ∈ X ∗ : ⟨x∗, x⟩ = ∥x∥2, ∥x∗∥∗ = ∥x∥},

其中 ∥x∗∥∗ 表示 x∗ 在 X ∗ 中的范数. 如果 X 是光滑的, 则 J 是一对一的, 单值的. 更一般地, 如果

X 是 2-一致凸和一致光滑的,则 J 在 X 的有界子集上范 -范一致连续,更多细节详见文献 [1,4,11].

接下来介绍 Lyapunov 函数 ϕ : X × X → [0,+∞), 其定义如下:

ϕ(x, y) = ∥x∥2 − 2⟨J(y), x⟩+ ∥y∥2, ∀x, y ∈ X .

易知, ϕ(x, y) > (∥x∥ − ∥y∥)2 > 0. 若 x = y, 则 ϕ(x, y) = 0. 称算子 ΠD : X → D 为广义投影算子, 若

x̄ = ΠD(x) ⇔ ϕ(x̄, x) = inf
y∈D

ϕ(y, x).

称 D 中的点 x̄ 为点 x 的广义投影. 对于 Lyapunov 函数, 有以下性质:

(1) 两点等式

ϕ(x1, x2) + ϕ(x2, x1) = 2⟨x1 − x2, J(x1)− J(x2)⟩, ∀x1, x2 ∈ X ;

(2) 三点等式

ϕ(x1, x3) = ϕ(x1, x2) + ϕ(x2, x3) + 2⟨x1 − x2, J(x2)− J(x3)⟩, ∀x1, x2, x3 ∈ X .

更多细节详见文献 [1].

若 X 是实一致凸 Banach 空间, 双函数 V : X × X ∗ → [0,+∞) 定义为

V (x, x∗) = ∥x∥2 − 2⟨x, x∗⟩+ ∥x∗∥2∗, ∀x ∈ X , x∗ ∈ X ∗,
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则

V (x, x∗) = ϕ(x, J−1(x∗)), ∀x ∈ X , x∗ ∈ X ∗, (2.1)

V (x, x∗) + 2⟨J−1(x∗)− x, r∗⟩ 6 V (x, x∗ + r∗), ∀x ∈ X , x∗, r∗ ∈ X ∗, (2.2)

且 V 关于第二个变量是凸的, 即

V

(
x,

N∑
i=1

aix
∗
i

)
6

N∑
i=1

aiV (x, x∗
i ), ∀x ∈ X , (2.3)

其中 {x∗
i }Ni=1 ⊂ X ∗, {ai}Ni=1 ⊂ (0, 1),

∑N
i=1 ai = 1. 更多细节详见文献 [1, 7].

称算子 F : X → X ∗ 为

(1) 单调的, 若

⟨Fx1 − Fx2, x1 − x2⟩ > 0, ∀x1, x2 ∈ X ;

(2) 伪单调的, 若

⟨Fx̄, x− x̄⟩ > 0 ⇒ ⟨Fx, x− x̄⟩ > 0, ∀x, x̄ ∈ X ;

(3) L-Lipschitz 连续的, 若存在常数 L > 0 (若 0 < L < 1, 称 F 为为压缩映射; 若 L = 1, 称 F 为

为非扩张映射) 使得

∥Fx1 − Fx2∥ 6 L∥x1 − x2∥, ∀x1, x2 ∈ X ;

(4) 弱序列连续的, 若任给 X 中的序列 {xn}, 当 xn ⇀ x̄ 时, 有 Fxn ⇀ Fx̄ (n → ∞).

设 T : X → X 是一个映射, Fix(T ) = {x ∈ X : Tx = x} 表示 T 的不动点集. 称点 x̄ 是

T 的渐近不动点, 如果 X 中的序列 {xn} 满足 xn ⇀ x̄, 使得 limn→∞ ∥xn − Txn∥ = 0. T 的渐近

不动点集用 F̂ix(T ) 表示. 称 x̄ 为 T 的强渐近不动点, 如果 X 中的序列 {xn} 满足 xn → x̄, 使得

limn→∞ ∥xn − Txn∥ = 0. T 的强渐近不动点集用 F̃ix(T ) 表示. 显然, Fix(T ) ⊂ F̃ix(T ) ⊂ F̂ix(T ). 基于

以上几类不动点, 称映射 T 为

(1) 拟非扩张的, 如果 Fix(T ) ̸= ∅,

ϕ(x̄, Tx) 6 ϕ(x̄, x), ∀x ∈ X , x̄ ∈ Fix(T );

(2) 相对非扩张的, 如果 Fix(T ) ̸= ∅, F̂ix(T ) = Fix(T ), 且

ϕ(x̄, Tx) 6 ϕ(x̄, x), ∀x ∈ X , x̄ ∈ Fix(T ).

更多细节详见文献 [12].

为了证明主要定理, 需要下述引理.

引理 2.1 [8] 假设 D 是光滑 Banach 空间 X 中的凸子集, x ∈ X , z ∈ D. 则

(1) z = ΠD(x) ⇔ ⟨J(x)− J(z), y − z⟩ 6 0, ∀ y ∈ D;

(2) ϕ(y,ΠD(x)) + ϕ(ΠD(x), x) 6 ϕ(y, x), ∀ y ∈ D.

引理 2.2 [8] 假设 X 是一致凸和一致光滑 Banach 空间, {xn} 和 {yn} 是 X 中的两个序列. 如

果 limn→∞ ϕ(xn, yn) = 0, {xn} 或者 {yn} 有界, 则 limn→∞ ∥xn − yn∥ = 0.
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引理 2.3 [2] 假设 X 是 2- 一致凸 Banach 空间. 则存在 γ > 1, 使得

ϕ(x, y) > 1

γ
∥x− y∥2, ∀x, y ∈ X .

引理 2.4 [17] 假设实数 q > 1, r > 0. 则 Banach 空间 X 是一致凸的当且仅当存在连续严格增

加的凸函数 g : R+ → R+, g(0) = 0, 使得对所有的 x, y ∈ Br, 0 6 λ 6 1, 有

∥λx+ (1− λ)y∥q 6 λ∥x∥q + (1− λ)∥y∥q −Wq(λ)g(∥x− y∥),

其中 Wq(λ) = λq(1− λ) + λ(1− λ)q, Br = {x ∈ X : ∥x∥ 6 r}.
引理 2.5 [10] 假设 {un} 为非负实数序列, 存在 {un} 的子列 {uni}, 使得对任意的 i ∈ N 有

uni < uni+1. 则存在非递减序列 {mk} ⊂ N, 使得 limk→∞ mk = ∞ 且对任意 (足够大) 的 k ∈ N, 有

umk
6 umk+1, uk 6 umk+1,

其中 mk = max{j | j 6 k : uj < uj+1}.
引理 2.6 [16] 假设 {an} 是非负实数列且满足 an+1 6 (1− αn)an + αnbn + γn, ∀n > 1. 若

(1) {αn} ⊂ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = ∞;

(2) lim supn→∞ bn 6 0;

(3) γn > 0 (n > 1),
∑∞

n=1 γn < ∞,

则 limn→∞ an = 0.

3 主要结果

设 X 是 2- 一致凸和一致光滑 Banach 空间, D 是 X 中非空闭凸子集. 假设

(3a) F : X → X 是伪单调的、L-Lipschitz 连续和弱序列连续的;

(3b) T : X → X 是相对非扩张映射;

(3c) VI(D,F ) ∩ Fix(T ) ̸= ∅;
(3d) {an} 和 {bn} 是 (0, 1) 上的序列, 且满足 limn→∞ an = 0,

∑∞
n=1 an = ∞, 0 < lim infn→∞ bn

6 lim supn→∞ bn < 1.

在以上假设条件下, 我们给出如下算法 (算法 2).

算法 2 具有双线性搜索步长的混合外梯度算法

初始值: 任取 0 < α, β < 1, α+ β < 1, 0 < l1, l2 < 1, τ > σ > 0. 令 s0, s1 ∈ X .

第 1 步 给定 sn, 计算

un = ΠDJ−1(J(sn)− τnFsn).

若 un = sn 或者 Fsn = 0, 则迭代停止, 此时 un 是变分不等式问题的一个解. 否则, 进行迭代第 2 步.

第 2 步 计算

vn = ΠDJ−1(J(sn)− τnFun),
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其中 τn = τ lmn
1 , mn 是最小的非负整数 m, 使得

τ lm1 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ 6
α

2
(ϕ(un, sn) + ϕ(vn, un)). (3.1)

第 3 步 计算

rn = J−1(J(vn)− σn(Fvn − Fun)),

其中 σn = σlkn
2 , kn 是最小的非负整数 k, 使得

σlk2⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩ 6
β

2
(ϕ(vn, un) + ϕ(rn, vn)). (3.2)

第 4 步 计算

sn+1 = J−1(anJ(s0) + (1− an)(bnJ(rn) + (1− bn)J(Trn))).

令 n := n+ 1, 回到迭代第 1 步.

接下来, 对该算法生成的迭代序列 {sn} 进行收敛性分析.

引理 3.1 假设条件 (3a) 和 (3c) 成立, 则分别由 (3.1) 和 (3.2) 定义的序列 {τn} 和 {σn} 是有意
义的, 且

αl1
γL

< τn 6 τ,
βl2
γL

< σn 6 σ.

证明 首先, 证明由 (3.1) 定义的序列 {τn} 是有意义的. 如果 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ 6 0, 则对任

意的 m ∈ N, (3.1) 恒成立, 此时取 mn = 0, 于是 τn = τ . 如果 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ > 0, 考虑两种

情形.

情形 1 若 sn ∈ VI(D,F ), 则对任意的 s ∈ D, 有 ⟨Fsn, s − sn⟩ > 0, 即 ⟨J(sn) − τnFsn − J(sn),

s−sn⟩ 6 0. 由引理 2.1可知 sn = ΠDJ−1(J(sn)−τnFsn),于是 un = sn,因此 Fsn−Fun = ϕ(un, sn) =

0. 于是, 对任意的 m ∈ N, (3.1) 恒成立, 此时 τn = τ .

情形 2 若 sn /∈ VI(D,F ), 利用反证法, 假设对任意的 m ∈ N,

τ lm1 ⟨Fsn − Fum, vm − um⟩ > α

2
(ϕ(um, sn) + ϕ(vm, um)) (3.3)

成立, 其中 um = ΠDJ−1(J(sn) − τ lm1 Fsn), vm = ΠDJ−1(J(sn) − τ lm1 Fum). 根据引理 2.3, (3.3) 两边

分别满足

τ lm1 ⟨Fsn − Fum, vm − um⟩ 6 τ lm1 ∥Fsn − Fum∥∥vm − um∥,
α

2
(ϕ(um, sn) + ϕ(vm, um)) > α

2γ
(∥um − sn∥2 + ∥vm − um∥2) > α

γ
∥um − sn∥∥vm − um∥,

将此代入 (3.3) 得

τ lm1 ∥Fsn − Fum∥ >
α

γ
∥um − sn∥, (3.4)

即

∥Fsn − Fum∥ >
α

γτlm1
∥um − sn∥. (3.5)

6
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再考虑两种情形.

情形 2.1 若 sn ∈ D, 则 sn ∈ D \ VI(D,F ), 且 sn = ΠD(sn) = ΠDJ−1(J(sn)). 由 l1 ∈ (0, 1) 可知

limm→∞ τ lm1 Fsn = 0, 再利用 J−1 在 X ∗ 的有界子集上范 - 范一致连续可得

lim
m→∞

(J−1J(sn)− J−1(J(sn)− τ lm1 Fsn)) = 0.

进一步地, 由投影算子 ΠD 连续可得

lim
m→∞

(ΠD(sn)−ΠDJ−1(J(sn)− τ lm1 Fsn)) = 0,

即

lim
m→∞

∥sn − um∥ = 0. (3.6)

于是, 由 F 连续可得

lim
m→∞

∥Fsn − Fum∥ = 0,

再对 (3.5) 两端关于 m 取极限可得

lim
m→∞

∥um − sn∥
τ lm1

= 0.

进一步地, 因为 J(λs) = sgn(λ)|λ|J(s) (s ∈ X , λ ∈ R, 详见文献 [19]), 根据 J 在 X 的有界子集上范 -

范一致连续可知

lim
m→∞

∥J(um)− J(sn)∥∗
τ lm1

= 0. (3.7)

事实上, 根据 {um} 的表达式, 由引理 2.1 可得

⟨J(sn)− τ lm1 Fsn − J(um), s− um⟩ 6 0, ∀ s ∈ D.

于是

⟨Fsn, s− sn⟩ >
⟨
J(sn)− J(um)

τ lm1
, s− um

⟩
+ ⟨Fsn, um − sn⟩, ∀ s ∈ D. (3.8)

由 (3.6) 和 (3.7), 对 (3.8) 两端关于 m 取极限可得

⟨Fsn, s− sn⟩ > 0, ∀ s ∈ D.

因此 sn ∈ VI(D,F ), 与 sn /∈ VI(D,F ) 矛盾, 故假设不成立.

情形 2.2 若 sn /∈ D, 由 ΠD 连续可知

lim
m→∞

∥sn − um∥ = lim
m→∞

∥sn −ΠD(J−1(J(sn)− τ lm1 Fsn))∥ = ∥sn −ΠDsn∥ > 0, (3.9)

再根据 F 连续可得

lim
m→∞

τ lm1 ∥Fsn − Fum∥ = 0. (3.10)

7
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由 (3.9) 和 (3.10), 对 (3.4) 两端关于 m 取极限可得 0 > α
γ ∥sn −ΠDsn∥ > 0, 矛盾, 故假设也不成立.

综上所述, 存在 m ∈ N, 使得 (3.1) 成立. 因此, 由 (3.1) 定义的序列 {τn} 有意义.

现在, 估计序列 {τn} 的界. 显然, 0 < τn 6 τ . 若 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ 6 0, 则对任意的 m ∈ N,
(3.1) 恒成立, 此时 τn = τ . 若 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ > 0, 则由 (3.1) 可知

τn
l1
⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ >

α

2
(ϕ(un, sn) + ϕ(vn, un)). (3.11)

注意到, 上式两端分别满足

τn
l1
⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ 6

τnL

l1
∥sn − un∥∥vn − un∥,

α

2
(ϕ(un, sn) + ϕ(vn, un)) >

α

γ
∥un − sn∥∥vn − un∥,

将此代入 (3.11) 可得 τn > αl1
γL . 因此, αl1

γL < τn 6 τ .

接下来, 证明由 (3.2) 定义的序列 {σn} 是有意义的. 如果 ⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩ 6 0, 则对任意的

k ∈ N, (3.2) 恒成立, 此时取 kn = 0, 于是 σn = σ. 如果 ⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩ > 0, 考虑两种情形.

情形 1 若 sn ∈ VI(D,F ), 则 un = sn, 进一步可知 vn = ΠDJ−1(J(sn)− τnFsn) = un = sn, 因此

Fvn − Fun = ϕ(vn, un) = 0. 于是, 对任意的 k ∈ N, (3.2) 恒成立, 此时 σn = σ.

情形 2 若 sn /∈ VI(D,F ), 利用反证法, 假设对任意的 k ∈ N,

σlk2⟨Fvn − Fun, vn − rk⟩ >
β

2
(ϕ(vn, un) + ϕ(rk, vn)) (3.12)

成立, 其中 rk = J−1(J(vn)− σlk2(Fvn − Fun)). 注意到, (3.12) 两边分别满足

σlk2⟨Fvn − Fun, vn − rk⟩ 6 σlk2∥Fvn − Fun∥∥vn − rk∥,
β

2
(ϕ(vn, un) + ϕ(rk, vn)) >

β

2γ
(∥vn − un∥2 + ∥rk − vn∥2) >

β

γ
∥vn − un∥∥rk − vn∥,

将此代入 (3.12) 得

σlk2∥Fvn − Fun∥ >
β

γ
∥vn − un∥.

当 k → ∞ 时, 对上式取极限可得 0 > β
γ ∥vn − un∥. 这说明 vn = un, 进一步可得 sn = vn = un. 于是

sn ∈ VI(D,F ), 与 sn /∈ VI(D,F ) 矛盾, 故假设不成立.

综上所述, 存在 k ∈ N, 使得 (3.2) 成立. 因此, 由 (3.2) 定义的序列 {σn} 有意义. 类似于对 {τn}
的界的估计, 也可得到 βl2

γL < σn 6 σ.

引理 3.2 假设条件 (3a) 和 (3c) 成立. 若 y ∈ VI(D,F ), σn

τn
< 1, 则

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)−
(
1− α− σn

τn

)
ϕ(un, sn).

证明 根据函数 ϕ 的定义可得

ϕ(y, rn) = ∥y∥2 − 2⟨J(rn), y⟩+ ∥rn∥2

= ∥y∥2 − ∥rn∥2 − 2⟨J(rn), y − rn⟩

8
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= ∥y∥2 − ∥rn∥2 − 2⟨J(vn)− σn(Fvn − Fun), y − rn⟩

= ϕ(y, vn)− ϕ(rn, vn) + 2⟨J(vn), y⟩ − 2⟨J(vn), rn⟩ − 2⟨J(vn)− σn(Fvn − Fun), y − rn⟩

= ϕ(y, vn)− ϕ(rn, vn) + 2σn⟨Fvn − Fun, y − rn⟩

= ϕ(y, vn)− ϕ(rn, vn) + 2σn⟨Fvn − Fun, y − vn⟩+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩. (3.13)

由 y ∈ VI(D,F ), vn ∈ D 知 ⟨Fy, vn − y⟩ > 0, 再由算子 F 伪单调可得 ⟨Fvn, vn − y⟩ > 0, 将此代入

(3.13) 得

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, vn)− ϕ(rn, vn)− 2σn⟨Fun, y − vn⟩+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩. (3.14)

记 xn := J−1(J(sn)− τnFun), 根据引理 2.1 可知

ϕ(y, vn) 6 ϕ(y, xn)− ϕ(vn, xn)

= ∥y∥2 + ∥xn∥2 − 2⟨Jxn, y⟩ − ∥vn∥2 − ∥xn∥2 + 2⟨Jxn, vn⟩

= ∥y∥2 − ∥vn∥2 − 2⟨J(sn)− τnFun, y − vn⟩

= ϕ(y, un)− ϕ(vn, un) + 2⟨J(un), y⟩ − 2⟨J(un), vn⟩ − 2⟨J(sn)− τnFun, y − vn⟩

= ϕ(y, un)− ϕ(vn, un) + 2⟨J(un), y − vn⟩ − 2⟨J(sn)− τnFun, y − vn⟩

= ϕ(y, un)− ϕ(vn, un)− 2⟨J(sn)− τnFun − J(un), y − vn⟩. (3.15)

将 (3.15) 代入 (3.14) 可得

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, un)− ϕ(vn, un)− 2⟨J(sn)− τnFun − J(un), y − vn⟩

− ϕ(rn, vn)− 2σn⟨Fun, y − vn⟩+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩

= ϕ(y, un)− ϕ(vn, un)− ϕ(rn, vn)

− 2⟨J(sn)− J(un) + (σn − τn)Fun, y − vn⟩+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩. (3.16)

接下来估计 ⟨J(sn)− J(un) + (σn − τn)Fun, y − vn⟩. 注意到

⟨J(sn)− J(un) + (σn − τn)Fun, y − vn⟩

= ⟨J(sn)− J(un), y − un⟩+ ⟨J(sn)− J(un), un − vn⟩

+ (σn − τn)⟨Fun, y − un⟩+ (σn − τn)⟨Fun, un − vn⟩

= ⟨J(sn)− J(un), y − un⟩+ ⟨J(sn)− J(un)− τnFsn, un − vn⟩+ τn⟨Fsn, un − vn⟩

+ (σn − τn)⟨Fun, y − un⟩+ (σn − τn)⟨Fun, un − vn⟩. (3.17)

由 y ∈ VI(D,F ), un ∈ D 知 ⟨Fy, un − y⟩ > 0, 再由算子 F 伪单调可知 ⟨Fun, un − y⟩ > 0. 另外, 由

{un} 的表达式和 vn ∈ D 可得

⟨J(sn)− τnFsn − J(un), vn − un⟩ 6 0.

因为 σn

τn
< 1, 将以上结论代入 (3.17) 可知

⟨J(sn)− J(un) + (σn − τn)Fun, y − vn⟩

9
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> ⟨J(sn)− J(un), y − un⟩+ τn⟨Fsn, un − vn⟩+ (σn − τn)⟨Fun, un − vn⟩

=
1

2
(ϕ(y, un) + ϕ(un, sn)− ϕ(y, sn))

+ τn⟨Fsn − Fun, un − vn⟩+ σn⟨Fun, un − vn⟩. (3.18)

将 (3.18) 代入 (3.16), 并根据 (3.1) 和 (3.2) 可得

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, un)− ϕ(vn, un)− ϕ(rn, vn)− ϕ(y, un)− ϕ(un, sn) + ϕ(y, sn)

− 2τn⟨Fsn − Fun, un − vn⟩ − 2σn⟨Fun, un − vn⟩+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩

= ϕ(y, sn)− ϕ(vn, un)− ϕ(rn, vn)− ϕ(un, sn) + 2τn⟨Fsn − Fun, vn − un⟩

+ 2σn⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩+ 2σn⟨Fun, vn − un⟩

6 ϕ(y, sn)− ϕ(vn, un)− ϕ(rn, vn)− ϕ(un, sn) + α(ϕ(un, sn) + ϕ(vn, un))

+ β(ϕ(vn, un) + ϕ(rn, vn)) + 2σn⟨Fun, vn − un⟩

= ϕ(y, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)

− (1− α)ϕ(un, sn) + 2σn⟨Fun, vn − un⟩. (3.19)

下面估计 ⟨Fun, vn − un⟩. 由 {vn} 的表达式和 un ∈ D 可知

⟨J(sn)− τnFun − J(vn), un − vn⟩ 6 0.

于是

ϕ(vn, sn) + 2τn⟨Fun, vn − un⟩

= ϕ(un, sn)− ϕ(un, vn)− 2⟨J(vn)− J(sn), un − vn⟩+ 2τn⟨Fun, vn − un⟩

= ϕ(un, sn)− ϕ(un, vn) + 2⟨J(sn)− J(vn)− τnFun, un − vn⟩

6 ϕ(un, sn)− ϕ(un, vn),

进一步可得

⟨Fun, vn − un⟩ 6
1

2τn
(ϕ(un, sn)− ϕ(un, vn)− ϕ(vn, sn)) 6

1

2τn
ϕ(un, sn). (3.20)

将 (3.20) 代入 (3.19) 可知

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)− (1− α)ϕ(un, sn) +
σn

τn
ϕ(un, sn)

= ϕ(y, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)−
(
1− α− σn

τn

)
ϕ(un, sn).

证毕.

引理 3.3 假设条件 (3a)–(3d) 成立. 若 y ∈ VI(D,F ) ∩ Fix(T ), σ
l1

6 α(1−α)
γL , 则由算法 2 生成的

序列 {sn} 有界.

证明 由引理 3.1 和 0 < σ
l1

6 α(1−α)
γL 可知

σn

τn
<

σγL

αl1
6 1− α.

10



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

因此, 由引理 3.2 可知

ϕ(y, rn) 6 ϕ(y, sn), ∀n ∈ N. (3.21)

再根据 (2.1), (2.3) 和相对非扩张映射的定义可知

ϕ(y, sn+1) = V (y, anJ(s0) + (1− an)(bnJ(rn) + (1− bn)J(Trn)))

6 anV (y, J(s0)) + (1− an)bnV (y, J(rn)) + (1− an)(1− bn)V (y, J(Trn))

= anϕ(y, s0) + (1− an)bnϕ(y, rn) + (1− an)(1− bn)ϕ(y, Trn)

6 anϕ(y, s0) + (1− an)bnϕ(y, rn) + (1− an)(1− bn)ϕ(y, rn)

= anϕ(y, s0) + (1− an)ϕ(y, rn)

6 anϕ(y, s0) + (1− an)ϕ(y, sn)

6 max{ϕ(y, s0), ϕ(y, sn)}, ∀n ∈ N.

由数学归纳法可知

ϕ(y, sn) 6 max{ϕ(y, s0), ϕ(y, s1)}.

因此 {ϕ(y, sn)} 有界, 从而 {sn} 有界. 我们还可得到 {rn}, {vn} 和 {un} 有界.

下述引理类似于文献 [6, 引理 14], 这里略去证明细节.

引理 3.4 假设条件 (3a)–(3d) 成立. 若算法 2 生成的序列 {sn} 和 {un} 满足 limn→∞ ∥sn − un∥
= 0, 且存在 {sn} 的一个子列弱收敛到 z ∈ X , 则 z ∈ VI(D,F ).

定理 3.1 假设 0 < α, β < 1, α + β < 1, 0 < l1, l2 < 1, τ > σ > 0, 条件 (3a)–(3d) 成立. 若
σ
l1

6 α(1−α)
γL , 则由算法 2 生成的序列 {sn} 强收敛到 x = ΠVI(D,F )∩Fix(T )(s0).

证明 记 zn := J−1(bnJ(rn) + (1− bn)J(Trn)). 由 (2.1), (2.3) 和引理 2.4 可知

ϕ(x, sn+1) = V (x, anJ(s0) + (1− an)J(zn))

6 anV (x, J(s0)) + (1− an)V (x, J(zn))

= anϕ(x, s0) + (1− an)
(
∥x∥2 + ∥bnJ(rn) + (1− bn)J(Trn)∥2∗ − 2⟨x, bnJ(rn)

+ (1− bn)J(Trn)⟩
)

6 anϕ(x, s0) + (1− an)
(
∥x∥2 + bn∥J(rn)∥2∗ + (1− bn)∥J(Trn)∥2∗

− bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)− 2bn⟨x, J(rn)⟩ − 2(1− bn)⟨x, J(Trn)⟩
)

= anϕ(x, s0) + (1− an)
(
bnV (x, J(rn)) + (1− bn)V (x, J(Trn))

− bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)
)

= anϕ(x, s0) + (1− an)bnϕ(x, rn) + (1− an)(1− bn)ϕ(x, Trn)

− (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)

6 anϕ(x, s0) + (1− an)ϕ(x, rn)− (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)

6 anϕ(x, s0) + ϕ(x, rn)− (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗).
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由引理 3.2 可得

ϕ(x, sn+1) 6 anϕ(x, s0) + ϕ(x, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)

−
(
1− α− σn

τn

)
ϕ(un, sn)− (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)

< anϕ(x, s0) + ϕ(x, sn)− (1− α− β)ϕ(vn, un)− (1− β)ϕ(rn, vn)

−
(
1− α− σγL

αl1

)
ϕ(un, sn)− (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗).

因此,

(1− α− β)ϕ(vn, un) + (1− β)ϕ(rn, vn)

+

(
1− α− σγL

αl1

)
ϕ(un, sn) + (1− an)bn(1− bn)g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗)

< anϕ(x, s0) + ϕ(x, sn)− ϕ(x, sn+1). (3.22)

另外, 根据 (2.2) 和 (3.21) 以及 T 是相对非扩张映射, 可知

ϕ(x, sn+1) = V (x, anJ(s0) + (1− an)J(zn))

6 V (x, anJ(s0) + (1− an)J(zn)− an(J(s0)− J(x))) + 2an⟨J(s0)− J(x), sn+1 − x⟩

= V (x, anJ(x) + (1− an)(bnJ(rn) + (1− bn)J(Trn))) + 2an⟨J(s0)− J(x), sn+1 − x⟩

6 (1− an)bnϕ(x, rn) + (1− an)(1− bn)ϕ(x, Trn) + 2an⟨J(s0)− J(x), sn+1 − x⟩

6 (1− an)ϕ(x, sn) + 2an⟨J(s0)− J(x), sn+1 − x⟩. (3.23)

下面分两种情形进行证明.

情形 1 如果存在正整数 N1, 使得 {ϕ(x, sn)}∞n=N1
是单调非增加的, 则 {ϕ(x, sn)} 收敛, 且

lim
n→∞

(ϕ(x, sn)− ϕ(x, sn+1)) = 0.

根据 limn→∞ an = 0, 0 < lim infn→∞ bn 6 lim supn→∞ bn < 1 和 (3.22), 可得

lim
n→∞

g(∥J(rn)− J(Trn)∥∗) = 0.

根据函数 g 的性质可得

lim
n→∞

∥J(rn)− J(Trn)∥∗ = 0. (3.24)

因为 J−1 在 X ∗ 的有界子集上范 - 范一致连续, 故

lim
n→∞

∥rn − Trn∥ = 0. (3.25)

同时, 根据 (3.22) 还可得

lim
n→∞

ϕ(vn, un) = 0, lim
n→∞

ϕ(rn, vn) = 0, lim
n→∞

ϕ(un, sn) = 0.

12
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再根据引理 2.2 可得

lim
n→∞

∥vn − un∥ = 0, lim
n→∞

∥rn − vn∥ = 0, lim
n→∞

∥un − sn∥ = 0. (3.26)

又因为

∥J(sn+1)− J(rn)∥∗ = ∥anJ(s0) + (1− an)bnJ(rn) + (1− an)(1− bn)J(Trn)− J(rn)∥∗

= ∥an(J(s0)− J(rn)) + (1− an)(1− bn)(J(Trn)− J(rn))∥∗

6 an∥J(s0)− J(rn)∥∗ + (1− an)∥J(Trn)− J(rn)∥∗,

对上式取极限,利用 (3.24)和 limn→∞ an = 0可得 limn→∞ ∥J(sn+1)− J(rn)∥ = 0. 再根据 J−1 在 X ∗

的有界子集上范 - 范一致连续可知

lim
n→∞

∥sn+1 − rn∥ = 0.

将上式联合 (3.26) 可得

lim
n→∞

∥sn+1 − sn∥ = 0. (3.27)

对于序列 {sn}, 存在子列 {sni} 使得

lim sup
n→∞

⟨J(s0)− J(x), sn − x⟩ = lim
i→∞

⟨J(s0)− J(x), sni − x⟩.

对于子列 {sni
}, 由 {sn} 的有界性可知, 存在 {sni

} 的子列弱收敛到 x∗. 为便于书写, 该子列仍记为

{sni}, 则 sni ⇀ x∗. 根据 (3.26) 和引理 3.4 可知 x∗ ∈ VI(D,F ). 此外, 不妨设与弱收敛子列 {sni} 对
应的 {rn} 的子列记为 {rni}, 则 rni ⇀ x∗. 由 (3.25) 和 T 是相对非扩张映射可知 x∗ ∈ Fix(T ). 综上

所述, x∗ ∈ VI(D,F ) ∩ Fix(T ). 根据 (3.27) 和引理 2.1 可知

lim sup
n→∞

⟨J(s0)− J(x), sn+1 − x⟩

6 lim sup
n→∞

⟨J(s0)− J(x), sn+1 − sn⟩+ lim sup
n→∞

⟨J(s0)− J(x), sn − x⟩

= lim sup
n→∞

⟨J(s0)− J(x), sn+1 − sn⟩+ lim
i→∞

⟨J(s0)− J(x), sni − x⟩

= ⟨J(s0)− J(x), x∗ − x⟩

6 0.

此不等式结合 {an} ⊂ (0, 1),
∑∞

n=1 an = ∞, 将引理 2.6 应用到 (3.23) 可得 limn→∞ ϕ(x, sn) = 0, 从而

limn→∞ ∥sn − x∥ = 0.

情形 2 如果存在 {ϕ(x, sn)}的子列 {ϕ(x, sni)},使得对任意的 i ∈ N有 ϕ(x, sni) < ϕ(x, sni+1),则

根据引理 2.5, 可知存在 N 上的非递减序列 {mj} 使得 limj→∞ mj = ∞, 且对任意足够大的 j ∈ N 有

ϕ(x, smj ) < ϕ(x, smj+1), ϕ(x, sj) < ϕ(x, smj+1), (3.28)

其中 mj = max{i 6 j : ϕ(x, si) < ϕ(x, si+1)}. 由 (3.22) 可知

ϕ(x, sn+1) 6 anϕ(x, s0) + ϕ(x, sn),

13
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因此

ϕ(x, smj+1)− ϕ(x, smj ) 6 amjϕ(x, s0),

取极限可得

lim
j→∞

(ϕ(x, smj+1)− ϕ(x, smj )) = 0.

同情形 1 的证明过程类似, 也可得到

lim
j→∞

∥umj − smj∥ = 0, lim
j→∞

∥smj+1 − smj∥ = 0, lim
j→∞

∥rmj − Trmj∥ = 0

和

lim sup
j→∞

⟨J(s0)− J(x), smj+1 − x⟩ 6 0.

利用 (3.23) 和 (3.28) 可得

ϕ(x, smj+1) 6 (1− amj )ϕ(x, smj ) + 2amj ⟨J(s0)− J(x), smj+1 − x⟩

6 (1− amj )ϕ(x, smj+1) + 2amj ⟨J(s0)− J(x), smj+1 − x⟩,

从而

ϕ(x, smj+1) 6 2⟨J(s0)− J(x), smj+1 − x⟩.

取极限可得 limj→∞ ϕ(x, smj+1) = 0, 再根据 (3.28) 可知 limj→∞ ϕ(x, sj) = 0, 因此 limj→∞ ∥sj − x∥
= 0.

特别地, 如果 X 是 Hilbert 空间, J = I, 则算法 2 具有如下形式 (见算法 3), 这里 PD : X → D

表示度量投影. 类似地, 对参数进行恰当的假设后, 也可以证明由算法 3 生成的序列 {sn} 强收敛到
x = PVI(D,F )∩Fix(T )(s0).

算法 3 特殊的具有双线性搜索步长的混合外梯度算法

初始值: 任取 0 < α, β < 1, α+ β < 1, 0 < l1, l2 < 1, τ > σ > 0. 令 s0, s1 ∈ X .

第 1 步 给定 sn, 计算

un = PD(sn − τnFsn).

若 un = sn 或者 Fsn = 0, 则迭代停止, 此时 un 是变分不等式问题的一个解. 否则, 进行迭代第 2 步.

第 2 步 计算

vn = PD(sn − τnFun),

其中 τn = τ lmn
1 , mn 是最小的非负整数 m, 使得

τ lm1 ⟨Fsn − Fun, vn − un⟩ 6
α

2
(∥un − sn∥2 + ∥vn − un∥2). (3.29)
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第 3 步 计算

rn = vn − σn(Fvn − Fun),

其中 σn = σlkn
2 , kn 是最小的非负整数 k, 使得

σlk2⟨Fvn − Fun, vn − rn⟩ 6
β

2
(∥vn − un∥2 + ∥rn − vn∥2). (3.30)

第 4 步 计算

sn+1 = ans0 + (1− an)(bnrn + (1− bn)Trn).

令 n := n+ 1, 回到迭代第 1 步.

4 结论

本文在 2-一致凸和一致光滑 Banach空间中研究变分不等式问题和不动点问题的公共解问题.基

于 Korpelevich 的外梯度算法和 Tseng 型算法两类经典算法, 我们将其结合起来并首次采用双线性搜

索步长得到了一种新的算法,即算法 2. 在对参数赋予恰当的假设条件下,由该算法生成的序列强收敛

到变分不等式问题和不动点问题的一个公共解. 该算法的结果推广了文献 [15] 的成果. 事实上, 本文

的研究内容还可以进一步深入, 例如将研究空间推广到自反 Banach 空间, 进一步拓宽算法的应用范

围; 在算法的构造上加入合适的惯性, 步长的设计再进一步优化, 这都是提升算法收敛速度的一种手

段, 可以作为后续对本文内容的进一步研究.
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10 Maingé P E. Strong convergence of projected subgradient methods for nonsmooth and nonstrictly convex minimization.

Set-Valued Anal, 2008, 16: 899–912

11 Reich S. Book Review: Geometry of Banach spaces, duality mappings and nonlinear problems. Bull Amer Math Soc

(NS), 1992, 26: 367–371

15

https://doi.org/10.1186/1687-1812-2014-95
https://doi.org/10.1080/02331934.2016.1239266
https://doi.org/10.1007/s10915-023-02243-0
https://doi.org/10.1080/00036811.2020.1869947
https://doi.org/10.1137/S105262340139611X
https://doi.org/10.1007/s11228-008-0102-z
https://doi.org/10.1090/S0273-0979-1992-00287-2
https://doi.org/10.1090/S0273-0979-1992-00287-2


胡绍涛等: 2- 一致凸和一致光滑 Banach 空间上关于变分不等式问题的混合外梯度算法

12 Reich S. A Weak Convergence Theorem for the Alternating Method with Bregman Distances. New York: Marcel

Dekker, 1996

13 Shehu Y. Single projection algorithm for variational inequalities in Banach spaces with application to contact problem.

Acta Math Sci Ser B Engl Ed, 2020, 40: 1045–1063

14 Tseng P. A modified forward-backward splitting method for maximal monotone mappings. SIAM J Control Optim,

2000, 38: 431–446

15 Xie Z B, Cai G, Li X X, et al. A new self adaptive Tseng’s extragradient method with double-projection for solving

pseudomonotone variational inequality problems in Hilbert spaces. Int J Nonlinear Sci Numer Simul, 2023, 24: 539–554

16 Xu H K. Iterative algorithms for nonlinear operators. J Lond Math Soc (2), 2002, 66: 240–256

17 Xu Z B, Roach G F. Characteristic inequalities of uniformly convex and uniformly smooth Banach spaces. J Math

Anal Appl, 1991, 157: 189–210

18 Yao Y H, Marino G, Muglia L. A modified Korpelevich’s method convergent to the minimum-norm solution of a

variational inequality. Optimization, 2014, 63: 559–569

19 Zhou H Y, Qin X L. Fixed Points of Nonlinear Operators. Berlin: De Gruyter; Beijing: National Defense Industry

Press, 2020

A hybrid extragradient algorithm for solving variational
inequality problems in 2-uniformly convex and uniformly
smooth Banach spaces

Shaotao Hu, Yuanheng Wang & Zhongbing Xie

Abstract In this paper, we introduce a hybrid extragradient algorithm combining the extragradient algorithm
with the Tseng-type algorithm for solving variational inequality problems and fixed point problems in 2-uniformly
convex and uniformly smooth Banach spaces. The two step sizes in the algorithm are both controlled by two
Armijo-type linear search processes. Under some appropriate assumptions on the parameters, we prove that
the sequence generated by our proposed algorithm converges strongly to a common solution of the variational
inequality problem and the fixed point problem.
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