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摘要 本文引入关于 Lie 代数上 CR (Cauchy-Riemann) 结构形变的 Tian-Todorov 定理, 并得到关于

Lie 代数上 CR 结构的 Kuranishi 空间光滑性的相关结论, 即在 CR 结构常数为零和关于算子 d′ 与算

子 d′′ 的上同调群相等以及微分算子 d 可被分解成 d′ 与 d′′ 之和的假设下, 可得出 Lie 代数上的 CR

结构形变是无障碍的, 具体见定理 3.1.

关键词 CR 结构的形变 Tian-Todorov 定理 Lie 代数上的 CR 结构
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1 引言

在形变理论中, 假设流形 X 上存在一个平凡的典范丛, 由著名的 Bogomolov-Tian-Todorov 定理

可知流形 X 形变无障碍. 该定理首先由 Bogomolov [2] 在复 Hamilton 流形情形下给出了证明. 随后,

Tian [21] 和 Todorov [22] 对于存在平凡的典范丛的紧 Kähler 流形情形给出了证明, 在其证明过程中利

用了 ∂∂̄- 引理. Kawamata [9] 和 Ran [17] 给出了代数版本的证明. 此外, Iacono 和 Manetti [8] 给出了

纯代数版本的 Bogomolov-Tian-Todorov定理的证明. 最近的相关工作参见文献 [11,16]. Tian-Todorov

定理的 CR (Cauchy-Riemann) 类比版本在文献 [1] 中被首先给出. 文献 [18] 给出了更简洁的关于 CR

结构形变的 Tian-Todorov 定理的证明.

Lie代数上的形变问题也在先前的许多文献中有所讨论.例如, Nijenhuis和 Richardson [15] 研究了

复结构的形变, 文献 [5] 给出了 Lie 代数上复结构的刚性定理. 此外, 文献 [20] 对相应的 Lie 群具有左

不变复结构的实 6 维幂零流形进行了分类, 一些相关工作也可参见文献 [25].

由于 g 上复结构的形变与幂零流形以及 Lie-Hermite 流形上左不变复结构的形变相关联, 本文的

结果可以为研究复幂零流形和 Lie-Hermite 流形的形变提供理论依据. 一方面, 我们所描述的复幂零

流形是指形如 Γ\G 的紧复流形, 其中 Γ 是 G 的具有极大秩的格, G 是具有左不变复结构的单连通
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幂零 Lie 群. 文献 [26] 分析了复幂零流形具有 Bismut 联络、Chern 联络或 Riemann 联络的条件. 此

外, 文献 [3, 13, 19] 研究了幂零流形的形变. 另一方面, 所谓 Lie-Hermite 流形是指三元组 (G, J, g), 其

中 G 是一个 Lie 群, J 是 G 上的左不变复结构, g 是 G 上与 J 相容的左不变度量. 此前有大量关于

Lie-Hermite流形的研究,相关工作可参见文献 [4,6,24]. 注意到 Lie代数与 Lie群之间存在一个自然的

对应关系: {g 上的复结构}={G 上的左不变复结构}. G 上的任意左不变复结构 J 都决定了一个 Γ\G
上的复结构,可知 M := (Γ\G, J)为一个复流形. 这意味着 Γ\G上的复结构是从 G继承而来的. 在 G

上的左不变复结构也会诱导一个在 G 的 Lie 代数 g 上的复结构, 这里仍用 J 表示. 因此, g 上复结构

的形变与幂零流形以及 Lie-Hermite 流形上左不变复结构的形变相关联.

本文推广并利用了 g 上的结构常数. 文献 [23] 利用了 g 上的复结构常数, 在文中将 s-Gauduchon

联络分量用 g 上的复结构常数来表示, 其中 s-Gauduchon 联络被定义为 Chern 联络和 Bismut 联络的

凸组合. 此外, 文献 [7] 讨论了结构常数 D 的几何意义. 具体而言, D = 0 当且仅当 J 使得 g 为复 Lie

代数. 因此, 复结构的可积条件等价于 Cc
āb = C β̄

lγ̄ = 0.

本文证明关于 Lie代数上 CR结构形变的 Tian-Todorov定理,即在结构常数 Ek
ij = Cc

āb = C β̄
lγ̄ = 0

和 Hp,q
d′′ = Hp,q

d′ 以及 d = d′ + d′′ 的假设下, Lie 代数上 CR 结构的形变是无障碍的. 具体而言, 本文证

明了以下结果:

定理 1.1 (= 定理 3.1) 设 ω0 为 Λn,0 上任意的 (n, 0) 形式, φ1 ∈ H0,1
d′′ (q̄). 如果 Hp,q

d′′ = Hp,q
d′ 并

且 Ek
ij = Cc

āb = C β̄
lγ̄ = 0, 则当 t 足够小时, 存在一个收敛的形式幂级数

ϕ(t) = ϕ1t+ ϕ2t
2 + · · ·+ ϕKt

K + · · · ,

该幂级数满足:

(a) d′′ϕ(t) = 1
2 [ϕ(t), ϕ(t)];

(b) ϕiyω0 = 1
2d

′ψi.

在 Kodaira 和 Spencer 的经典理论 [14] 中, 复结构的形变可以被形式幂级数所表示. 那么自然

地能够想到一个问题; 反过来, 给定幂级数的初始项 ϕ1, 是否能由其构造出一个表示复结构形变的

形式幂级数? 值得注意的是, 复结构的形变是无障碍的当且仅当 ϕ(t) 满足 Maurer-Cartan 方程, 即

H0,2[ϕ(t), ϕ(t)] = 0. 本文考虑关于算子 d′′ 的 Maurer-Cartan 方程的幂级数展开式, 即将 ϕ(t) 替换为∑∞
i=1 ϕit

i:

d′′
( ∞∑

i=1

ϕit
i

)
+

1

2

∞∑
i,j=1

[ϕi, ϕj ]t
i+j = 0,

这就得到了关于算子 d′′ 的 Maurer-Cartan 迭代方程组:

d′′ϕ1 = 0,

d′′ϕ2 +
1

2
[ϕ1, ϕ1] = 0,

...

d′′ϕk +
1

2

∑
0<i<k

[ϕi, ϕk−i] = 0.

本文的主要结果为定理 3.1, 即 Lie 代数上的 CR 结构的 Tian-Todorov 定理, 其直接给出了 Maurer-

Cartan 迭代方程组的解. 本文得到关于 Lie 代数 g 上的 Kuranishi 空间的光滑性的相关结论, 它可以

为研究复幂零流形和 Lie-Hermite 流形的形变提供理论依据.
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2 Lie 代数上 CR 结构的形变

2.1 Lie 代数上的 CR 结构

一个实 Lie 代数 g0 上的 CR 结构是指三元组 (g0, p, J), 其中 p 是 g0 的线性子空间, J 是使得

J2 = −idp 的关于 p 的自同态且对任意的 x, y ∈ p, 有 [x, y]− [Jx, Jy] ∈ p 和 [Jx, Jy] = [x, y] + J [Jx, y]

+J [x, Jy]. 设 q = {x− iJx/x ∈ p}, g = g0⊗RC为 g0 的复化,则 q为 g的复子代数且 g可以写成一个

向量空间的直和 g = q⊕ q⊕V ,其中 q∩ q = {0} (q = τq, τ 为复共轭), V =
⊕r

j=1 Cxj , x1, . . . , xr ∈ g0,

整数 r 称为 CR 结构的实余维数. 下文称 q 是一个 CR 结构. 如果存在 σ ∈ Autg, 使得 στ = τσ 并且

σq1 = q2, 则两个 CR 结构 q1 和 q2 被认为是等价的. 一个 CR 结构必为一个近 CR 结构. 设 g 是一

个域 k 上的 Lie 代数, 算子 d 的具体表达式由以下公式给出:

(dω)(x1, . . . , xn+1) =
∑
i

(−1)i+1xiω(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xn+1), (2.1)

其中变量上方的插入符号的含义为忽略该变量. 在 (2.1) 中, 令 n = 1, 可得

(dω)(x, y) = xω(y)− yω(x)− ω([x, y]). (2.2)

在外代数 ∧g∗ =
⊕

k ∧kg∗ 上, 存在 Chevalley-Eilenberg 复形

(∧g∗, d) : 0 // g∗
d // ∧2g∗ // · · · // ∧2n−1g∗

d // ∧2ng∗ // 0,

在 Lie 代数情形下, (2.2) 中右端的前两项为零, 故得到

dω(x, y) := −ω[x, y], ∀ω ∈ g∗, x, y ∈ g. (2.3)

设 ∧kg∗ =
⊕

p,q((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)), 则 ((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)) ⊂ ∧kg∗, ∧k+1g∗ = ((V )∗ ∧
(∧p(q)∗) ∧ (∧q+1(q)∗))⊕ ((V )∗ ∧ (∧p+1(q)∗) ∧ (∧q(q)∗))⊕ ((∧p+1(q)∗) ∧ (∧q+1(q)∗)), 其中 p+ q + 1 = k,

d : ((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)) → ∧k+1g∗.

在 ((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)) 上引入 d′′ 算子, 即对于 ((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)) 中的 u, 有 d′′u

= (du)((V )∗∧(∧p(q)∗)∧(∧q+1(q)∗)),其中 (du)((V )∗∧(∧p(q)∗)∧(∧q+1(q)∗))为 du的关于分解的 ((V )∗∧(∧p(q)∗)∧
(∧q+1(q)∗)) 部分. 同理, 对于 ((V )∗ ∧ (∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)) 中的 u, 有

d′u = (du)((V )∗∧(∧p+1(q)∗)∧(∧q(q)∗)).

因此,

du = d′′u+ d′u+ (du)((∧p+1(q)∗)∧(∧q+1(q)∗)).

进行直接计算, 有

(du)((∧p+1(q)∗)
∧
(∧q+1(q)∗)) = −dθ ∧ (V yu),
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其中 θ 是满足 θ|q+q = 0 和 θ(V ) = 1 条件的 1- 形式 (1-form), 这里 y 代表缩并运算. 对于上面的任意

u, 有

du = d′u+ d′′u− dθ ∧ (V yu).

假设

(du)((∧p+1(q)∗)∧(∧q+1(q)∗)) = −dθ ∧ (V yu) = 0,

则有

du = d′u+ d′′u, d′d′′ = −d′′d′.

记 Λp,q = ((∧p(q)∗) ∧ (∧q(q)∗)). 设 q̄∗ 的基为 {zα}nα=1, q̄ 的基为 {zα}nα=1, 则有

d′zα = −1

2
zα[zβ , zγ ]z

βγ , d′′zα = −zα[zβ , z̄γ ]zβγ̄ , d′′zα = −zγ [z̄β , zα]z̄β ⊗ zγ ,

其中 zβγ := zβ ∧ zγ 且 zβγ̄ := zβ ∧ z̄γ .

2.2 Lie 代数上的 CR 结构常数

命题 2.1 设 q 是 g 上的 CR 结构, q̄ = C{zi}, q̄∗ = C{zi} 且

[zi, zj ] = Ck
ijzk, [zi, z̄j ] = Ck

ij̄zk + C k̄
ij̄ z̄k + C̃k

ij̄xk, [xi, xj ] = Ek
ijxk,

[xi, zj ] = Dk
ijzk +Dk̄

ij z̄k + D̃k
ijxk, [xi, z̄j ] = Dk

ij̄zk +Dk̄
ij̄ z̄k + D̃k

ij̄xk,
(2.4)

则有

dz̄i = −1

2

∑
16j<k6n

Ci
j̄k̄z̄

j ∧ z̄k −
∑

16j<k6n

C ī
jk̄z

j ∧ z̄k −
∑

16β<γ6n

Dī
βγ̄x

β ∧ z̄γ .

证明 设 g∗C = q∗⊕q∗⊕V ∗ 且 ∧2g∗C = ∧2(q∗⊕q∗⊕V ∗) = ∧2q∗⊕ (q∗∧q∗)⊕ (q∗∧V ∗)⊕· · ·⊕∧2q∗.

算子 d 可以延拓至 d : g∗C → ∧2g∗C, 则

dz̄α = Aᾱ
β̄γ̄ z̄

β ∧ z̄γ +Bᾱ
βγ̄z

β ∧ z̄γ + F ᾱ
βγ̄x

β ∧ z̄γ . (2.5)

将 (z̄p, z̄q)代入 (2.5), 可得上述 (2.5)右侧的第二项为零. 根据上文中关于 d的定义, (2.5)的左端等于

−z̄α[z̄p, z̄q]. 具体而言, 有

−z̄α[z̄p, z̄q] = Aᾱ
β̄γ̄(δ

β
p δ

γ
q − δγp δ

β
q ) = Aᾱ

p̄q̄ −Aᾱ
q̄p̄ = 2Aᾱ

p̄q̄.

因此,

Aᾱ
p̄q̄ = −1

2
z̄α[z̄p, z̄q]. (2.6)

根据 (2.4), 可得

Aθ̄
β̄γ̄ = −1

2
z̄αC θ̄

β̄γ̄ z̄θ = −1

2
δαθ C

θ̄
β̄γ̄ = −1

2
Cᾱ

β̄γ̄ .

同样地, 将 (zp, z̄q) 代入 (2.5), 得到 Bᾱ
βγ̄ = −Cᾱ

βγ̄ . 将 (xp, z̄q) 代入 (2.5), 得到 F ᾱ
βγ̄ = −Dᾱ

βγ̄ . 因此, 将

Aθ̄
p̄q̄, B

ᾱ
pq̄ 和 Eᾱ

βγ̄ 代入 (2.5), 即可完成证明.
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注 2.1 对于给定的 q̄∗ 的一组基 {zα}nα=1 和 q̄ 的一组基 {zα}nα=1, 有

d′′zα = −zα[zi, z̄j ]zij̄ = −zα(Ck
ij̄zk + C k̄

ij̄ z̄k + C̃k
ij̄xk)z

ij̄ = Cα
ij̄z

ij̄ .

类似地, 可得

d′′d′zα = −1

2
Cα

ijz
ij , d′′zα = Cj

īα
z̄i ⊗ zj , d′zα = Cj

iαz
i ⊗ zj , d′z̄α = −C

j
iᾱ

2
zi ⊗ zj . (2.7)

注 2.2 对于给定的 g上的近 CR结构 q, q的任意小形变 qt 都可用唯一的 ϕ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄来表示.

实际上, 设 {zα}nα=1 是 q̄∗ 的基, {zα}nα=1 是它的对偶基, 则 ϕ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄ 由下式所定义:

ϕ := ϕαβ̄ z̄
β ⊗ zα.

2.3 Frölicher-Nijenhuis 括号

Frölicher-Nijenhuis括号 [·, ·] : (Λ0,1⊗ q̄)× (Λ0,1⊗ q̄) → Λ0,2⊗ g1,0 的定义如下: 对于任意 φ,ψ ∈ g∗

和 X,Y ∈ g, 有

[φ⊗X,ψ ⊗ Y ] = φ ∧ ψ ⊗ [X,Y ]− (iY dφ ∧ ψ ⊗X + iXdψ ∧ φ⊗ Y + iY φdψ ⊗X + iXψdφ⊗ Y ),

其中 iX 和 iY 分别表示与 X 和 Y 进行缩并运算.给定 g上的近 CR结构 q, 则 q的任意小形变 qt 都

可由唯一的 ϕ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄ 来表示. 实际上, 假设 {zα}nα=1 是 q∗ 的基, {zα}nα=1 是它的对偶基. 同样地,

设 {wi}ni=1 为 q∗t 的基, {wi}ni=1 为它的对偶基. 我们有wi = Ai
αz

α +Bi
αz̄

α + Ci
αx

α,

wi = cαi zα + dαi z̄α + eαi xα,
(2.8)

则 ϕ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄ 由下式所定义:

ϕ := ϕαβ z̄
β ⊗ zα = (A−1)αi B

i
β z̄

β ⊗ zα = −(c̄−1)iβ d̄
α
i z̄

β ⊗ zα. (2.9)

定理 2.1 假设 Ek
ij = 0, 如果 q 是可积的, 即它是一个 CR 结构, 则有

[qt, qt] ⊆ qt ⇔ d′′ϕ =
1

2
[ϕ, ϕ].

证明 实际上, 设 ξαβ := Ai
βc

α
i , 则由 (2.9) 可知 Ai

βd
α
i = −ξγβϕαγ . 由 (2.8) 可得 [qt, qt] ⊆ qt 当且

仅当

0 = (A−1)τkw
k[w̄i, w̄j ]Ā

i
δĀ

j
µz̄

δµ ⊗ zτ

= (A−1)τk(A
k
αz

α +Bk
αz̄

α + Ck
αx

α)

× [c̄αi z̄α + d̄αi zα + eαi xα, c̄
α
j z̄α + d̄αj zα + eαj xα]Ā

i
δĀ

j
µz̄

δµ ⊗ zτ

= (A−1)τk(A
k
αz

α +Bk
αz̄

α)[c̄αi z̄α + d̄αi zα, c̄
α
j z̄α + d̄αj zα]Ā

i
δĀ

j
µz̄

δµ ⊗ zτ

= (d̄βi d̄
γ
j z

τ [zβ , zγ ] + (c̄βi d̄
γ
j − c̄βj d̄

γ
i )z

τ [z̄β , zγ ])Ā
i
δĀ

j
µz̄

δµ ⊗ zτ

+ (ϕτᾱc̄
β
i c̄

γ
j z̄

α[z̄β , z̄γ ] + ϕτᾱ(c̄
β
i d̄

γ
j − c̄βj d̄

γ
i )z̄

α[z̄β , zγ ])Ā
i
δĀ

j
µz̄

δµ ⊗ zτ
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= (ξ̄αδ ϕ
β
ᾱξ̄

λ
µϕ

γ

λ̄
zτ [zβ , zγ ]− 2ξ̄βδ ξ̄

λ
µϕ

γ

λ̄
zτ [z̄β , zγ ])z̄

δµ ⊗ zτ

+ (ϕτᾱξ̄
β
δ ξ̄

γ
µ z̄

α[z̄β , z̄γ ]− 2ϕτᾱξ̄
β
δ ξ̄

λ
µϕ

γ

λ̄
z̄α[z̄β , zγ ])z̄

δµ ⊗ zτ .

上述第三个等式可由下式得到:

(Ak
αz

α +Bk
αz̄

α + Ck
αx

α)([c̄αi z̄α + d̄αi zα, c̄
α
j z̄α + d̄αj zα] + [eαi xα, e

α
j xα]

× [c̄αi z̄α + d̄αi zα, e
α
j xα] + [eαi xα, c̄

α
j z̄α + d̄αj zα])

= (Ak
αz

α +Bk
αz̄

α)[c̄αi z̄α + d̄αi zα, c̄
α
j z̄α + d̄αj zα].

由于矩阵 ξαβ 是非奇异的, 所以上述公式等价于

0 = ϕβᾱϕ
γ

λ̄
zτ [zβ , zγ ]z̄

αλ ⊗ zτ − 2ϕγ
λ̄
zτ [z̄β , zγ ]z̄

βλ ⊗ zτ

+ ϕτᾱz̄
α[z̄β , z̄γ ]z̄

βγ ⊗ zτ − 2ϕτᾱϕ
γ

λ̄
z̄α[z̄β , zγ ]z̄

βλ ⊗ zτ

= 2ϕαβ̄ z̄
β ⊗ ∂̄zα − 2ϕτᾱ∂̄z̄

α ⊗ zτ + ϕβᾱϕ
γ

λ̄
z̄αλ ⊗ [zβ , zγ ]− 2ϕτᾱϕ

γ

λ̄
z̄α[z̄β , zγ ]z̄

βλ ⊗ zτ

= −2∂̄ϕ+ [ϕ, ϕ].

上述第二个等式可由下式得出:

[ϕ, ϕ] = ϕβᾱϕ
γ

λ̄
z̄αλ ⊗ [zβ , zγ ]− 2ϕτᾱϕ

γ

λ̄
z̄α[z̄β , zγ ]z̄

βλ ⊗ zτ . (2.10)

至此完成了定理的证明.

特别地, 当 r = 1 时, 有 Ek
ij = 0. 根据 Frölicher-Nijenhuis 括号的定义, 有

[z̄α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl] = z̄α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl] + izldz̄

α ∧ z̄β ⊗ zk + izkdz̄
β ∧ z̄α ⊗ zl + µ, (2.11)

其中 µ = izl z̄
αdz̄β ⊗ zk + izk z̄

βdz̄α ⊗ zl. 由 izl z̄
α = z̄α(zl) = 0 可得 (2.11) 的右端的第四项为零. 根据

(2.4), 可得

z̄α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl] = Cr
klz̄

α ∧ z̄β ⊗ zr. (2.12)

通过直接计算, 有

izldz̄
α = izl

(
− 1

2

∑
16j<k6n

Cα
j̄k̄z̄

j ∧ z̄k −
∑

16j<k6n

Cᾱ
jk̄z

j ∧ z̄k −
∑

16β<γ6n

Dᾱ
βγ̄x

β ∧ z̄γ
)

= −Cᾱ
lk̄z̄

k.

因此, (2.11) 的右端的第二项等于

Cᾱ
lγ̄ z̄

β ∧ z̄γ ⊗ zk. (2.13)

类似地, (2.11) 的右端的第三项等于

C β̄
kγ̄ z̄

α ∧ z̄γ ⊗ zl. (2.14)

因此, 将 (2.12)–(2.14) 代入 (2.11), 得到

[z̄α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl] = z̄α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl] + Cᾱ

lγ̄ z̄
β ∧ z̄γ ⊗ zk + C β̄

kγ̄ z̄
α ∧ z̄γ ⊗ zl.
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命题 2.2 假设 C β̄
lγ̄ = 0, 则有

[z̄α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl] = z̄α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl].

证明 设 φ,ψ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄. 则有

[φ,ψ] = [φk
ᾱz̄

α ⊗ zk, ψ
l
β̄ z̄

β ⊗ zl] = φk
ᾱψ

l
β̄ [z̄

α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl] = φk

ᾱψ
l
β̄ z̄

α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl].

设 ω0 ∈ Λn,0. 根据 y 的定义, 有

[ϕ, ψ]yω0 = φk
ᾱψ

l
β̄((z̄

α ∧ z̄β ⊗ [zk, zl])yω0) = φk
ᾱψ

l
β̄([zk, zl]y(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β)).

因此, 将文献 [10, 引理 2.1] 应用于 Lie 代数的情形下, 并取 (n− 1, 2) 形式 ω = ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β , 可得

φk
ᾱψ

l
β̄([zk, zl]y(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β))

= φk
ᾱψ

l
β̄(zkyd

′(zly(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β)) + d′(zky(zly(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β))))

− φk
ᾱψ

l
β̄(zlyd

′(zky(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β))− zly(zkyd′(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β))).

由 d′(ω0 ∧ z̄α ∧ z̄β) = 0, 可得上式中右端的最后一项为零. 另外, 根据 y 和 d′ 的线性性, 有

[ϕ, ψ]yω0 = ϕyd′(ψyω0)− d′(ψy(ϕyω0)) + ψyd′(ϕyω0). (2.15)

证毕.

引理 2.1 当 Cc
āb = 0 时, 对于每个 φ,φ′ ∈ Λ0,1 ⊗ q̄, 有

d′′[φ,φ′] = [d′′φ,φ′]− [φ, d′′φ′].

证明 根据定义, 可得 φ = φk
ᾱz̄

α ⊗ zk, φ
′ = φ′l

β̄
z̄β ⊗ zl, 则有

d′′[φ,φ′] = φk
ᾱφ

′l
β̄A, 其中 A = d′′[z̄α ⊗ zk, z̄

β ⊗ zl],

[d′′φ,φ′] = φk
ᾱφ

′l
β̄B, 其中 B = [d′′(z̄α ⊗ zk), z̄

β ⊗ zl],

[φ, d′′φ′] = φk
ᾱφ

′l
β̄C, 其中 C = [z̄α ⊗ zk, d

′′(z̄β ⊗ zl)].

我们只需要验证 A = B − C, 其中

A = d′′[z̄α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl]

=
1

2
(−Cr

klC
ᾱ
āb̄z̄

a ∧ z̄b ∧ z̄β ⊗ zr + Cr
klC

β̄

āb̄
z̄α ∧ z̄a ∧ z̄b ⊗ zr − 2Cr

klC
b
ār z̄

α ∧ z̄β ∧ z̄a ⊗ zb),

B = [d′′z̄α ⊗ zk, z̄
β ⊗ zl]− [z̄α ⊗ d′′zk, z̄

β ⊗ zl]

= −1

2
Cc

klC
ᾱ
āb̄z̄

a ∧ z̄b ∧ z̄β ⊗ zc + Cb
rlC

r
ākz̄

α ∧ z̄a ∧ z̄β ⊗ zb,

C = [z̄α ⊗ zk, d
′′z̄β ⊗ zl]− [z̄α ⊗ zk, z̄

β ⊗ d′′zl]

= −1

2
Cc

klC
β̄

āb̄
z̄α ∧ z̄a ∧ z̄b ⊗ zc + Cc

kbC
b
ālz̄

α ∧ z̄β ∧ z̄a ⊗ zc.

当 Cc
āb = 0 时, 可得 A = B − C.
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命题 2.3 假设 Cc
āb = 0, 则有

d′′[φ,φ′] = [d′′φ,φ′]− [φ, d′′φ′].

证明 根据引理 2.1 可得该结论成立.

引理 2.2 在命题 2.3 的条件下, 有 d′(z̄α) = 0.

证明 通过计算, 可得

d′(z̄α) = −zα(Ck
lγ̄zk + C k̄

lγ̄ z̄k)z
l ∧ z̄γ = 0.

上述第一个等号由 (2.7) 所推导出, 第二个等号由命题 2.3 的条件所推导出, 即 Cc
āb = 0.

设 T ∈ Hom C(V1, V2) 为两个有限维复向量空间 V1 与 V2 之间的线性算子. 设向量空间 V1 和 V2

上的 Hermite 内积分别为 h1 和 h2. 关于算子 T 的 Moore-Penrose 逆, 用 T † ∈ Hom C(V2, V1) 表示, 具

体定义如下:

T †y =

(T |(kerT )⊥)
−1y, ∀ y ∈ imT,

0, ∀ y ∈ (imT )⊥,

其中 (imT )⊥ 为 imT 的正交补, 使得 V2 = imT ⊕ (imT )⊥. 则由定义可知

TT † = PimT 且 T †T = P(kerT )⊥ ,

其中 PimT 和 P(kerT )⊥ 分别为投影至空间 imT 和 (kerT )⊥ 上的投影算子. 可以定义

Hp,q
d′′ := ker(d′′ : Λp,q ⊗ q̄ → Λp,q+1 ⊗ q̄) ∩ ker(d′′† : Λp,q ⊗ q̄ → Λp,q−1 ⊗ q̄), p, q > 0,

Hp,q
d′ := ker(d′ : Λp,q ⊗ q̄ → Λp+1,q ⊗ q̄) ∩ ker(d′† : Λp,q ⊗ q̄ → Λp−1,q ⊗ q̄), p, q > 0.

特别地, 有 H0,0
d′ := ker d′ ∩ q̄, H0,0

d′′ := ker d′′ ∩ q̄. 映射 Hp,q
d′′ → Hp,q

d′′ (q̄) 为一个同构映射. 对于任意的

0 6 p 6 n 和 0 6 q 6 n, 有关于空间 Λp,q ⊗ q̄ 的直和分解:

1 = Hp,q
d′′ + d′′d′′† + d′′†d′′, (2.16)

1 = Hp,q
d′ + d′d′† + d′†d′, (2.17)

其中 Hp,q
d′′ : Λp,q ⊗ q̄ → Hp,q

d′′ 和 Hp,q
d′ : Λp,q ⊗ q̄ → Hp,q

d′ 为投影算子, d′′† 为算子 d′′ 的 Moore-Penrose逆.

引理 2.3 算子 d′′† 与 d′ 是可交换的, 即在空间 Λp,q 上成立等式 d′′†d′ = d′d′′†.

证明 设 ψ ∈ Λp,q, 具体而言有 ψ = ψIJ̄z
I ∧ z̄J , 其中 zI = zi1 ∧ · · · ∧ zip , z̄J = z̄j1 ∧ · · · ∧ z̄jq 且

ψIJ̄ = ψi1,...,ip,j̄1,...,j̄q . 根据 (2.7), 可得

d′zα = −1

2
Cα

abz
a ∧ zb, d′z̄α = −Cα

cd̄z
c ∧ z̄d,

则可以得出下面的等式:

d′zI = d′(zi1 ∧ · · · ∧ zip)

= −1

2
(Ci1

a1b1
za1 ∧ zb1 ∧ zi2 ∧ · · · ∧ zip + · · ·+ (−1)p−1zi1 ∧ zi2 ∧ · · · ∧ Cip

apbp
zap ∧ zbp).
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根据 d′′† 的定义, 可得

d′′†z̄J = ξ
j̄1,...,j̄q
r̄1,...,r̄q−1

z̄r1 ∧ · · · ∧ z̄rq−1 . (2.18)

一方面, 由定义可知

d′ψ = ψIJ̄d
′(zI) ∧ z̄J + (−1)pψIJ̄z

I ∧ d′(z̄J) = ψIJ̄d
′(zI) ∧ z̄J ,

d′′†d′ψ = ψIJ̄d
′(zI) ∧ d′′†(z̄J). (2.19)

另一方面, 由定义可知

d′′†ψ = ψIJ̄d
′′†(zI ∧ z̄J) = ψIJ̄ [d

′′]+zI ∧ z̄r1 ∧ · · · ∧ z̄rq−1 ,

d′d′′†ψ = ψIJ̄ [d
′′]+d′(zI) ∧ z̄r1 ∧ · · · ∧ z̄rq−1 . (2.20)

因此, 根据 (2.18)–(2.20), 可得 d′′†d′ = d′d′′†.

引理 2.4 设 η ∈ Λp,q 为任意的闭形式且 Hp,q
d′′ = Hp,q

d′ . 如果形式 η 关于算子 d′ 是正合的, 则 η

关于算子 d′d′′ 是正合的.

证明 由于 η 关于算子 d′ 是正合的, 因此有 η = d′γ. 根据 (2.16), 有

γ = Hp,q
d′′ (γ) + d′′d′′†γ + d′′†d′′γ,

则

η = d′Hp,q
d′′ (γ) + d′d′′d′′†γ + d′d′′†d′′γ. (2.21)

一方面, 由 Hp,q
d′′ = Hp,q

d′ 可知 (2.21) 的第一项为零. 另一方面, 有

d′d′′γ = −d′′d′γ = −(d′ + d′′)d′γ = −dη = 0. (2.22)

根据 η 为闭形式, 可得上述最后一个等式. 由引理 2.3 和 (2.22) 可得 d′d′′†d′′γ = d′′†d′d′′γ = 0, 则

(2.21) 的最后一项为零. 因此, η = d′d′′γ, 即 η 关于算子 d′d′′ 是正合的.

引理 2.5 假设 φν ∈ Λ0,1 ⊗ q̄, v = 2, . . . ,K,

d′′φν =
1

2

∑
α+β=v

[φα, φβ ], d′′φ1 = 0,

则有

d′′
( ∑

v+γ=K+1

[φν , φγ ]

)
= 0.

证明 与文献 [12, 引理 4.2] 的证明类似.

特别地, 当 φ ∈ H0,1
d′′ = H0,1

d′′ (q̄) ⊂ Λ0,1 ⊗ q̄ 时, 有如下引理.

引理 2.6 设 ω0 ∈ Λn,0 为 (n, 0) 形式, 对于任意的 φ ∈ H0,1
d′′ , 如果 Hp,q

d′′ = Hp,q
d′ , 则 φyω0 ∈ ker d′

为 (n− 1, 1) 形式.
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证明 设 φ = φk
ᾱz̄

α ⊗ zk 且 ω0 = z1 ∧ · · · ∧ zn, 则有

φyω0 =
∑
k,α

(−1)n−1φk
ᾱz̄

α ∧ · · · ∧ ẑk ∧ · · · ∧ zn.

而且有 d′ϕ = 0, 即

d′(ϕ) = φk
ᾱd

′(z̄α)⊗ zk − φk
ᾱz̄

α ⊗ d′(zk) =
1

2

∑
k,α

φk
ᾱC

k
abz̄

α ∧ za ∧ zb = 0.

因为 φk
ᾱ 是可逆的, 故可以得到 Ck

ab = 0. 因此,

d′(φyω0) =
∑
k,α

((−1)n−1φk
ᾱd

′(z̄α) ∧ z1 ∧ · · · ∧ ẑk ∧ · · · ∧ zn − (−1)n−1φk
ᾱz̄

α ∧ d′(z1 ∧ · · · ∧ ẑk ∧ · · · ∧ zn))

= −1

2

∑
k,α,a,b

φk
ᾱ((−1)n−1C1

abz̄
α ∧ za ∧ zb ∧ z2 ∧ · · · ∧ ẑk ∧ · · · ∧ zn

− Cn
abz̄

α ∧ z1 ∧ · · · ∧ ẑk ∧ · · · ∧ zn−1 ∧ za ∧ zb)

= 0.

证毕.

引理 2.7 设 ω0 ∈ Λn,0 为 (n, 0) 形式, 对于任意的 φ, 都有 ψ ∈ H0,1
d′′ . 设 Hp,q

d′′ = Hp,q
d′ , 则有

[ϕ, ψ]yω0 = −d′(ψy(ϕyω0)).

证明 对 φ,ψ ∈ H0,1
d′′ ⊂ Λ0,1 ⊗ q̄, 根据 (2.15), 可得

[ϕ, ψ]yω0 = ϕyd′(ψyω0)− d′(ψy(ϕyω0)) + ψyd′(ϕyω0).

此外, 根据引理 2.6, 有 ϕyd′(ψyω0) = ψyd′(ϕyω0) = 0. 因此, 可得 [ϕ, ψ]yω0 = −d′(ψy(ϕyω0)). 至此完

成了引理 2.7 的证明.

3 结论

现在可以用数学归纳法求解第 1 节研究背景中所提及的 Maurer-Cartan 迭代方程组.

定理 3.1 设 ω0 为 Λn,0 上的任意的 (n, 0) 形式, φ1 ∈ H0,1
d′′ (q̄). 如果 Hp,q

d′′ = Hp,q
d′ 并且 Ek

ij =

Cc
āb = C β̄

lγ̄ = 0, 则当 t 足够小时, 存在一个收敛的形式幂级数 ϕ(t) = ϕ1t+ ϕ2t
2 + · · ·+ ϕKt

K + · · · , 该
幂级数满足:

(a) d′′ϕ(t) = 1
2 [ϕ(t), ϕ(t)];

(b) 对任意的 i > 2, 有 ϕiyω0 = 1
2d

′ψi.

证明 在幂零 Lie代数的情形下,和是有限的,故是收敛的,对于一般的情形在 Kodaira和 Spencer

的经典理论中可知形式幂级数收敛性 [14]. 由归纳法, 假设对于 2 5 K 5 N , 有

d′′ϕK =
1

2

(K−1∑
i=1

[ϕK−i, ϕi]

)
, ϕKyω0 = d′ψK ,

则有 d′(ϕKyω0) = 0. 我们需要找到 ϕN+1 使得

d′′ϕN+1 =
1

2

( N∑
i=1

[ϕN−i+1, ϕi]

)
, d′(ϕN+1yω0) = 0 且 ϕN+1yω0 = d′ψN+1.
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由引理 2.7 可以得到 ( N∑
i=1

[ϕN−i+1, ϕi]

)
yω0 = −d′

( ∑
i+k=N+1

φiyφkyω0

)
.

由引理 2.5 可以得到

d′′
( N∑

i=1

[ϕN−i+1, ϕi]

)
yω0 = −d′′d′

( ∑
i+k=N+1

φiyφkyω0

)
= 0.

由引理 2.4 可以得到

−d′
( ∑

i+k=N+1

φiyφkyω0

)
= d′′d′(Ψ′

N+1). (3.1)

由 (2.16) 可以得到

Ψ′
N+1 = Hp,q

d′′ Ψ
′
N+1 + d′′d′′†Ψ′

N+1 + d′′†d′′Ψ′
N+1.

则有

d′Ψ′
N+1 = d′Hp,q

d′′ Ψ
′
N+1 + d′d′′d′′†Ψ′

N+1 + d′d′′†d′′Ψ′
N+1 = −d′′(d′d′′†Ψ′

N+1) + d′′†(d′d′′Ψ′
N+1).

由引理 2.3 和条件 Hp,q
d′′ = Hp,q

d′ 可知上式中第二个等号成立. 记

Ψ′′
N+1 = −d′d′′†Ψ′

N+1, Ψ′′′
N+1 = d′d′′Ψ′

N+1,

则

d′Ψ′
N+1 = d′′Ψ′′

N+1 + d′′†Ψ′′′
N+1, (3.2)

其中 d′′†Ψ′′′
N+1 = d′ΨN+1. 一方面, 将 (3.2) 代入 (3.1) 的右端可以得到 d′′d′(Ψ′

N+1) = d′′d′′†Ψ′′′
N+1 =

d′′d′ΨN+1. 另一方面, (3.1) 的左端等于 (
∑N

i=1[ϕN−i+1, ϕi])yω0. 因此, 有

d′′
(
1

2
d′ΨN+1

)
=

1

2

( N∑
i=1

[ϕN−i+1, ϕi]

)
yω0.

因此, 取 ϕN+1 = 1
2d

′ΨN+1yω∗
0 , 其中 ω∗

0 是 ω0 的对偶, ω∗
0 = z1 ∧ · · · ∧ zn. 至此完成了定理 3.1 的

证明.
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Tian-Todorov theorem on the deformation of CR-structures on
Lie algebras

Jiashuo Song

Abstract In this paper, we introduce the Tian-Todorov theorem concerning deformations of CR (Cauchy-
Riemann)-structures on Lie algebras. We obtain some conclusions about the smoothing of Kuranishi spaces on
Lie algebras with respect to the deformation of CR-structures, i.e., under the assumptions that the constants of the
CR-structures are zero, the cohomology groups of operators d′ and d′′ are equal and that the differential operator
d can be decomposed into the sum of d′ and d′′, it can be concluded that the deformation of CR-structures on
Lie algebras is unobstructed (see Theorem 3.1).

Keywords deformation of the CR-structure, Tian-Todorov theorem, CR-structure on Lie algebras

MSC(2020) 32V05, 32G07, 57T15

doi: 10.1360/SSM-2024-0059

2156

https://doi.org/10.4171/rmi/1391
https://doi.org/10.1007/s00209-023-03315-5
https://doi.org/10.4310/AJM.2012.v16.n1.a6
https://doi.org/10.1090/jag/723
https://doi.org/10.1007/s00222-014-0516-1
https://doi.org/10.1112/S0024610705022519
https://doi.org/10.1112/S0024610705022519
https://doi.org/10.1512/IUMJ.1968.17.17005
https://doi.org/10.5802/aif.3254
https://doi.org/10.1007/s00209-020-02541-5
https://doi.org/10.1112/plms/pdp001
https://doi.org/10.1112/plms/pdp001
https://doi.org/10.1016/S0022-4049(00)00033-5
https://doi.org/10.1007/BF02125128
https://doi.org/10.1007/BF02125128
https://doi.org/10.1007/s00209-019-02232-w
https://doi.org/10.1090/tran/8083
https://doi.org/10.1007/s10455-021-09794-1
https://doi.org/10.1007/s10455-021-09794-1
https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2019.103512

	 引言
	Lie 代数上 CR 结构的形变
	Lie 代数上的 CR 结构
	Lie 代数上的 CR 结构常数
	Frölicher-Nijenhuis 括号

	结论

