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摘要 计算机试验被广泛应用于研究多个领域的复杂系统.正交性和空间填充性是计算机试验设计的

重要性质. 空间填充性确保有效的因子筛选, 而正交性则使得线性模型中主效应的估计互不相关. 本

文提出一种构造新型正交设计的通用旋转方法. 该方法操作简便,在试验次数和水平数上均具灵活性.

所得设计不仅具有正交性, 还具有理想的空间填充性. 这些设计可以是对称的, 也可以是非对称的. 相

关的理论支持已得到充分论证. 数值结果也展示了所得设计的优越性.

关键词 计算机试验 分组空间填充设计 列正交性 半旋转矩阵

MSC (2020) 主题分类 62K15, 62K99

1 引言

计算机试验广泛应用于构建复杂仿真系统的高质量替代模型. 空间填充设计在试验区域内均匀

分布设计点, 非常适合计算机试验 (参见文献 [4, 19]). 根据效应稀疏性原则 [32], 在试验初期, 试验者

通常需要考虑许多因子, 而其中只有少数因子可能是活跃的. 从这个角度来看, 构造具有理想的低维

空间填充性的设计更有意义. 文献中已经提出了许多有效的方法来构造这类设计, 例如, 拉丁超立方

体设计 [15]、随机正交表 [18]、基于正交表的拉丁超立方体设计 [26]、强正交表 [8], 以及可映射近似正交

表 [17]. 关于空间填充设计的更多进展, 可参见文献 [6, 7, 9, 20,27,30,34]. 除了空间填充性外, 正交性也

是计算机试验设计的重要性质, 它能使线性模型中主效应的估计互不相关. 同时, 正交性也可以视为

构造空间填充设计的一个基石 (参见文献 [2, 25]). 文献中已经提出了许多方法来构造正交设计 (参见

文献 [5, 12–14,22–24,28,29,35,36,38]).

空间填充性和正交性是计算机试验设计的理想性质, 可以作为计算机试验设计的评判标准. 文献

中已经提出了许多构造空间填充设计和正交设计的方法,而对于同时具有这两种性质的设计的研究却

很少. 相关课题亟需进一步研究.
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本文介绍了一类新的空间填充正交设计, 这些设计不仅具有正交性, 而且具有列分组结构, 使得

不同组的列具有理想的二维和三维分层性. 此外, 这类设计具有灵活的试验次数和水平数. 对于给定

的试验次数, 我们可以获得具有不同水平数的正交设计. 本文提出了构造此类设计的通用方法. 该方

法易于实现, 所得设计可以是对称的, 也可以是非对称的. 相关的理论支持已得到充分论证. 数值结果

也展示了所得设计的优越性.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍相关符号和预备知识. 第 3节提出一种构造空间填充正交

设计的通用方法. 第 4 节针对因子具有不同水平数的试验, 考虑混合水平空间填充正交设计. 第 5 节

通过一个应用实例来展示所得设计在构建统计替代模型方面的有效性. 第 6 节总结全文. 附录给出定

理的证明.

2 符号与预备知识

用 D(n, s1, . . . , sm) 表示一个包含 n 次试验、m 个因子和 s1, . . . , sm 个水平的混合水平设计. 在

这个设计中, 对于 i = 1, . . . ,m, 第 i 列的 si 个水平来自 {0, 1, . . . , si − 1}, 并且每个水平均以相同频率
出现. 当所有 sj 都等于 s时,该设计变为一个对称设计,记作 D(n, sm). 两个列向量 a = (a1, . . . , an)

T

和 b = (b1, . . . , bn)
T 之间的相关系数定义为

ρ(a, b) =

n∑
i=1

(ai − ā)(bi − b̄)

/[ n∑
i=1

(ai − ā)2
n∑
i=1

(bi − b̄)2
]1/2

,

其中

ā =

n∑
i=1

ai/n, b̄ =

n∑
i=1

bi/n.

如果设计 D(n, sm)中任意两列的相关系数都为 0,则该设计为正交设计,记作 OD(n, sm). 为研究正交

性, 有时将设计 D 的 s 个水平中心化到 Ω(s) = {z − (s− 1)/2 | z = 0, . . . , s− 1} 上, 并将得到的设计

记为 D̃.

若设计 D(n, s1, . . . , sm)中任意 t列的所有可能水平组合均以相同频率出现, 则该设计是强度为 t

的正交表,记作OA(n,m, s1×· · ·×sm, t). 当所有 sj 都等于 s时,该正交表是对称的,记作OA(n,m, s, t).

用 GF (s) 表示 s 阶 Galois 域. 对于 GF (s) 上的一个 q × c 矩阵, 如果对于任意的 1 6 i < j 6 c,

第 i和 j 列之间的向量差以相等的频率包含 GF (s)中的每个元素,则称该矩阵为 GF (s)上的差阵,记

作 D(q, c, s). 对于 GF (s) 上的两个矩阵 A = (aij)m×n 和 B = (bij)u×v, 它们的 Kronecker 和定义为

A⊕B =


a11

·
+ B . . . a1n

·
+ B

...
. . .

...

am1

·
+ B . . . amn

·
+ B

 ,
其中

·
+ 是定义在 GF (s) 上的加法.

对于一个素数或素数幂 s, 令

R0 =

 s2 0 1 s

1 s −s2 0
和 Q0 =

 −1 0 0 0

0 0 −1 0
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为两个大小为 2× 4 的半旋转矩阵, 并定义

Rk =

 sRk−1 −Qk−1

Qk−1 sRk−1
, 其中 Qk =

 Qk−1 0

0 −Qk−1
, k > 1,

则基于 R0 可获得一系列半旋转矩阵 R1, R2, R3, . . . , 其中 Rk 的大小为 2k+1 × 2k+2. 可以验证, 对于

k > 0, Rk 的行相互正交, 即 RkR
T
k = ηkI2k+1 , 其中 ηk = 21 + 64(4k − 1)/3, I2k+1 是阶数为 2k+1 的单

位矩阵.

3 对称空间填充正交设计

本节介绍一种对称空间填充正交设计的构造方法, 并研究所得设计的性质. 具体的构造过程见算

法 1. 根据定理 3.1, 所得到的设计不仅具有正交性, 还具有理想的分层性.

算法 1 对称空间填充正交设计 OD(sk+1n, (sk+3)gc) 的构造

输入: 一个素数或素数幂 s; 一个 OA(n, g, p, 2), 记作 A; 一个 OA(p, f, s, 2), 记作 B; 一个差阵 D(s, s, s), 记作 D =

(d0, . . . , ds−1); 一个非负整数 k.

输出: 一个 OD(sk+1n, (sk+3)gc), 记作 W , 其中 c = λ2k+1tk, λ = ⌊f/2⌋, t = ⌊s/2⌋.

步骤 1: 在 A 的每一列中, 将水平 v − 1 替换为 B 的第 v 行 (v = 1, . . . , p), 并得到 C = (C1, . . . , Cg), 其中 Ci 表示通

过将 A 的第 i 列的水平替换为 B 的行而获得的 f 个列. 对于 i = 1, . . . , g, 将每个 Ci 划分为 λ 或 λ+ 1 个组, 并得

到 Ci = (Ci·1, . . . , Ci·λ), 若 f = 2λ; 或 Ci = (Ci·1, . . . , Ci·λ, ιi), 若 f = 2λ+ 1, 其中 λ = ⌊f/2⌋, 每个 Ci·j 包含两列.

步骤 2: 对于 i = 1, 2, . . . , g, j = 1, 2, . . . , λ, 将每个 Ci·j 中的所有元素视为 GF (s) 中的元素, 并令

Cr1
i·j = (d2r1 ⊕ Ci·j , d2r1+1 ⊕ Ci·j), r1 = 0, 1, . . . , t− 1,

可得 t 个大小为 sn× 4 的设计 C0
i·j , . . . , C

t−1
i·j . 一般地, 令

C
r1r2···rk
i·j = (d2rk ⊕ C

r1r2···rk−1

i·j , d2rk+1 ⊕ C
r1r2···rk−1

i·j ), rk = 0, 1, . . . , t− 1,

则可得 tk 个大小为 skn× 2k+1 的设计 C00···0
i·j , . . . , C

(t−1)(t−1)···(t−1)
i·j .

步骤 3: 对于 r1, r2, . . . , rk = 0, 1, . . . , t− 1, 用 cl 表示 C
r1r2···rk
i·j 的第 l 个列, 并令

E
r1r2···rk
i·j = (d0 ⊕ c1, d1 ⊕ c1, . . . , d0 ⊕ c2k+1 , d1 ⊕ c2k+1 ).

将 E
r1r2···rk
i·j 的每一列的 s 个水平中心化, 并将得到的设计记作 Ẽ

r1r2···rk
i·j . 通过半旋转矩阵 Rk 对每个 Ẽ

r1r2···rk
i·j

进行旋转, 并定义

Wi·j = (Ẽ00···0
i·j RT

k , Ẽ00···1
i·j RT

k , . . . , Ẽ
(t−1)(t−1)···(t−1)
i·j RT

k ), i = 1, 2, . . . , g, j = 1, 2, . . . , λ.

通过列并置将 Wi·1, . . . ,Wi·λ 组合在一起得到 Wi = (Wi·1,Wi·2, . . . ,Wi·λ), 并定义

W = (W1,W2, . . . ,Wg).

定理 3.1 由算法 1 生成的设计 W 是一个 OD(sk+1n, (sk+3)gc), 其中 c = λ2k+1tk, λ = ⌊f/2⌋,
t = ⌊s/2⌋. W 可以划分为 g 组, 每组包含 c 列, 并具有以下性质:

(i) 任意两列实现 s× s2 和 s2 × s 的格子分层;

(ii) 来自不同组的两列实现 s× s3, s2 × s2 和 s3 × s 的格子分层;

(iii) 来自两个组的三列实现 s× s× s 的格子分层.
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根据定理 3.1, 对于设计 W , 实现 s × s3, s2 × s2 和 s2 × s 格子分层的二维子矩阵的比例至少为

π = (g − 1)c/(gc− 1).

例 3.1 设 A 是一个 OA(16, 5, 4, 2), B 是一个 OA(4, 3, 2, 2), D 是一个 D(2, 2, 2), 如下所示:

AT =



0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 1 0 3 2 2 3 0 1 3 2 1 0

0 1 2 3 2 3 0 1 3 2 1 0 1 0 3 2

0 1 2 3 3 2 1 0 1 0 3 2 2 3 0 1

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3


, B =


0 0 0

1 0 1

0 1 1

1 1 0

 , D =

 0 0

0 1

 ,

这里 n = 16, g = 5, p = 4, f = 3, s = 2, λ = ⌊f/2⌋ = 1, t = ⌊s/2⌋ = 1. 对于 i = 1, . . . , 5, 将 A 的第 i

列的水平 v − 1 替换为 B 的第 v 行 (v = 1, . . . , 4), 并将生成的设计记作 Ci. 设 cil 为 Ci 的第 l 列, 定

义 Ei = (d0 ⊕ ci1, d1 ⊕ ci1, d0 ⊕ ci2, d1 ⊕ ci2). 将 Ei 的两个水平中心化, 并将得到的设计记作 Ẽi. 通过

半旋转矩阵 R0 对 Ẽi 进行旋转, 得到 Wi = ẼiR
T
0 . 通过列并置将 W1, . . . ,W5 组合在一起, 得到一个

OD(32, 810), 如表 1 所示. 容易验证, W 可以划分为五组, 每组包含两列, 使得任意两列都可以塌陷为

一个 OA(32, 2, 2× 4, 2) 和一个 OA(32, 2, 4× 2, 2), 如图 1 所示. 来自不同组的任意两列都可以塌陷为

一个 OA(32, 2, 2× 8, 2)、一个 OA(32, 2, 4, 2) 和一个 OA(32, 2, 8× 2, 2), 如图 2 所示. 因此, W 在所有

45 个二维子矩阵中的 40 个上实现了 2× 8, 4× 4 和 8× 2 的格子分层, 因此 π = 88.89%. 此外, 考虑

(a) (b)

图 1 (网络版彩图) 例 3.1 中设计 OD(32, 810) 的前两列的分层性. (a) 2×4 的格子分层; (b) 4×2 的格子分层

(a) (b) (c)

图 2 (网络版彩图) 例 3.1 中设计 OD(32, 810) 的第一、三列的分层性. (a) 4 × 4 的格子分层; (b) 2 × 8 的格

子分层; (c) 8 × 2 的格子分层
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表 1 例 3.1 中的 OD(32, 810), W = (W1,W2,W3,W4,W5)

W1 = Ẽ1RT
0 W2 = Ẽ2RT

0 W3 = Ẽ3RT
0 W4 = Ẽ4RT

0 W5 = Ẽ5RT
0

−3.5 0.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5

−0.5 −3.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5 −3.5 0.5

−3.5 0.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5 3.5 −0.5 −0.5 −3.5

−0.5 −3.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5

−3.5 0.5 0.5 3.5 3.5 −0.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5

−0.5 −3.5 3.5 −0.5 0.5 3.5 −3.5 0.5 0.5 3.5

−3.5 0.5 3.5 −0.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5 3.5 −0.5

−0.5 −3.5 0.5 3.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5

−1.5 2.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5

−2.5 −1.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5 −1.5 2.5

−1.5 2.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5 1.5 −2.5 −2.5 −1.5

−2.5 −1.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5

−1.5 2.5 2.5 1.5 1.5 −2.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5

−2.5 −1.5 1.5 −2.5 2.5 1.5 −1.5 2.5 2.5 1.5

−1.5 2.5 1.5 −2.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5 1.5 −2.5

−2.5 −1.5 2.5 1.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5

3.5 −0.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5

0.5 3.5 0.5 3.5 0.5 3.5 0.5 3.5 −3.5 0.5

3.5 −0.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5 −3.5 0.5 −0.5 −3.5

0.5 3.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5

3.5 −0.5 −0.5 −3.5 −3.5 0.5 0.5 3.5 0.5 3.5

0.5 3.5 −3.5 0.5 −0.5 −3.5 3.5 −0.5 0.5 3.5

3.5 −0.5 −3.5 0.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5 3.5 −0.5

0.5 3.5 −0.5 −3.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5

1.5 −2.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5

2.5 1.5 2.5 1.5 2.5 1.5 2.5 1.5 −1.5 2.5

1.5 −2.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5 −1.5 2.5 −2.5 −1.5

2.5 1.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5

1.5 −2.5 −2.5 −1.5 −1.5 2.5 2.5 1.5 2.5 1.5

2.5 1.5 −1.5 2.5 −2.5 −1.5 1.5 −2.5 2.5 1.5

1.5 −2.5 −1.5 2.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5 1.5 −2.5

2.5 1.5 −2.5 −1.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5

设计 W 的三维分层. 可以验证, 来自两个组的任意三列实现 2 × 2 × 2 的格子分层. 事实上, W 中实

现 2 × 2 × 2 的格子分层的三维子矩阵的比例往往非常高. 全面检查表明, W 在所有 120 个三维子矩

阵中的 112 个上实现了 2× 2× 2 的格子分层 (即 93.33%).

对 i = 1, . . . , 5,设 eil 为 Ei 的第 l列,定义 E0
i = (d0⊕ei1, d1⊕ci1, d0⊕ei2, d1⊕ci2, d0⊕ei3, d1⊕ci3,

d0⊕ ei4, d1⊕ ei4).将 E0
i 的两个水平中心化,并将得到的设计记作 Ẽ0

i . 通过半旋转矩阵 R1 对 Ẽ0
i 进行

旋转,得到 Ẽ0
iR

T
1 .通过列并置将 Ẽ0

1R
T
1 , . . . , Ẽ

0
5R

T
1 组合在一起,得到一个 OD(64, 1620),见表 2. 可以验
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表 2 例 3.1 中的 OD(64, 1620), W = (W1,W2,W3,W4,W5)

W1 = Ẽ0
1R

T
1 W2 = Ẽ0

2R
T
1 W3 = Ẽ0

3R
T
1 W4 = Ẽ0

4R
T
1 W5 = Ẽ0

5R
T
1

−7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5

1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5

1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5

1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5
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(续表)

W1 = Ẽ0
1R

T
1 W2 = Ẽ0

2R
T
1 W3 = Ẽ0

3R
T
1 W4 = Ẽ0

4R
T
1 W5 = Ẽ0

5R
T
1

7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5

1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5

5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5

5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5

5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5

5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5

证, 这个 OD(64, 1620) 可以划分为五组, 每组包含四列, 使得任意两列都可以塌陷为一个 OA(64, 2, 2×
4, 2) 和一个 OA(64, 2, 4 × 2, 2), 来自不同组的任意两列都可以塌陷为一个 OA(64, 2, 2 × 8, 2)、一个

OA(64, 2, 4, 2) 和一个 OA(64, 2, 8× 2, 2). 该设计在所有 190 个二维子矩阵中的 160 个上实现了 2× 8,

4× 4 和 8× 2 的格子分层 (84.21%), 并在所有 1,140 个三维子矩阵中的 1,108 个上实现了 2× 2× 2 的

格子分层 (97.19%).

对于算法 1 生成的设计 W , 来自不同组的任意两列实现 s× s3, s2 × s2 和 s3 × s 的格子分层. 值

得注意的是, 当 B 取某些特定的正交表时, 所得的正交设计具有更好的二维空间填充性.

定理 3.2 设 A 为一个 OA(n, g, p, 2), B 为一个 OA(p, f, s, 2), 其中 ⌊f/2⌋ = 1, ⌊s/2⌋ = 1. 则通

过算法 1 得到的设计 W 是一个 OD(sk+1n, (sk+3)gc), 其中 c = 2k+1. W 可以划分为 g 组, 每组包含 c

列, 并具有定理 3.1 中所述的性质. 此外, 每个组都可以进一步划分为 2k 个类, 每类包含两列, 使得来

自不同类的任意两列实现 s× s3 和 s3 × s 的格子分层.

例 3.2 (例 3.1 续) 如例 3.1 所述, 由算法 1 构造的 OD(64, 1620) 可以划分为五组, 每组包含四
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列, 使得来自不同组的任意两列实现 2× 8, 4 × 4 和 8× 2 的格子分层. 现在, 将每组中的四列进一步

划分为两类, 每类两列. 可以验证, 来自不同类的任意两列实现 2× 8 和 8× 2 的格子分层. 因此, 该设

计在所有 190 个二维子矩阵中的 180 个上实现了 2× 8 和 8× 2 的格子分层 (94.74%).

算法 1 的构造中使用的正交表和差阵可参见网站 http://neilsloane.com/oadir/index.html 和文

献 [10]. 表 3 总结了由算法 1 生成的正交设计. 这些设计的空间填充性由参数 g (组数)、c (每组中的

列数) 和 π (实现 s × s3, s2 × s2 和 s3 × s 格子分层的二维子矩阵的比例) 来表征. 如表 3 所示, π 的

表 3 算法 1 生成的对称空间填充正交设计

A: OA(n, g, p, 2) B: OA(p, f, s, 2) k W : OD(sk+1n, (sk+3)gc) g c π (%)

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 0 OD(32, 810)† 5 2 88.89

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 OD(64, 1620)† 5 4 84.21

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 OD(128, 3240)† 5 8 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 3 OD(256, 6480)† 5 16 81.01

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 4 OD(512, 128160)† 5 32 80.50

OA(32, 9, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 0 OD(64, 818)† 9 2 94.12

OA(32, 9, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 OD(128, 1636)† 9 4 91.43

OA(32, 9, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 OD(256, 3272)† 9 8 90.14

OA(32, 9, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 3 OD(512, 64144)† 9 16 89.51

OA(32, 9, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 4 OD(1024, 128288)† 9 32 89.20

OA(64, 21, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 0 OD(128, 842) 21 2 97.56

OA(64, 21, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 OD(256, 1684) 21 4 96.39

OA(64, 21, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 OD(512, 32168) 21 8 95.81

OA(64, 21, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 3 OD(1024, 64336) 21 16 95.52

OA(64, 21, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 4 OD(2048, 128672) 21 32 95.38

OA(128, 41, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 0 OD(256, 882) 41 2 98.77

OA(128, 41, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 OD(512, 16164) 41 4 98.16

OA(128, 41, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 OD(1024, 32328) 41 8 97.86

OA(128, 41, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 3 OD(2048, 64656) 41 16 97.71

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 0 OD(243, 2740) 10 4 92.31

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 OD(729, 8180) 10 8 91.14

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 OD(2187, 243160) 10 16 90.57

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 3 OD(6561, 729320) 10 32 90.28

OA(162, 19, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 0 OD(486, 2776) 19 4 96.00

OA(162, 19, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 OD(1458, 81152) 19 8 95.36

OA(162, 19, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 OD(4374, 243304) 19 16 95.05

OA(256, 17, 16, 2) OA(16, 5, 4, 2) 0 OD(1024, 6468) 17 4 95.52

OA(256, 17, 16, 2) OA(16, 5, 4, 2) 1 OD(4096, 256272) 17 16 94.46

OA(512, 33, 16, 2) OA(16, 5, 4, 2) 0 OD(2048, 64132) 33 4 97.71

OA(512, 33, 16, 2) OA(16, 5, 4, 2) 1 OD(8192, 256528) 33 16 97.15

OA(625, 26, 5, 2) OA(25, 6, 5, 2) 0 OD(3125, 125156) 26 6 96.77

OA(625, 26, 5, 2) OA(25, 6, 5, 2) 1 OD(15625, 625624) 26 24 96.31
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值非常接近 1, 表明这些正交设计具有理想的二维分层性.

4 混合水平空间填充正交设计

第 3 节构造了具有 sk+3 个水平的对称空间填充正交设计. 接下来, 考虑这种设计的混合水平情

况, 当试验的因素水平数不同时, 这种设计非常有用. 具体的构造过程见算法 2.

算法 2 混合水平空间填充正交设计 OD(sr+1n,Πr
l=0(s

r+3−l)glcl ) 的构造

输入: 一个素数或素数幂 s; 一个 OA(n, g, p, 2), 记作 A; 一个 OA(p, f, s, 2), 记作 B; 一个差阵 D(s, s, s), 记作 D =

(d0, . . . , ds−1); 一个非负整数 r; r + 1 个非负整数 g0, g1, . . . , gr, 其中 g0 + g1 + · · ·+ gr = g.

输出: 一个 OD(sr+1n,Πr
l=0(s

r+3−l)glcl ), 记作 H, 其中 cl = λsl2r−l+1tr−l (l = 0, 1, . . . , r), λ = ⌊f/2⌋, t = ⌊s/2⌋.

步骤 1: 将 A 的列划分为 r+ 1 个部分, 记作 A = (A0, A1, . . . , Ar), 其中 Al 有 gl 列. 对于 l = 0, 1, . . . , r, 在 Al 的每一

列中, 将水平 v − 1 替换为 B 的第 v 行 (v = 1, . . . , p), 并得到

E = (E1, . . . , Egl ),

其中 Ei 表示通过将 Al 的第 i 列的水平替换为 B 的行而获得的 f 个列.

步骤 2: 对于 i = 1, . . . , gl, 将每个 Ei 划分为 λ 或 λ+ 1 个组, 并得到

Ei = (Ei·1, . . . , Ei·λ), 若 f = 2λ 或 Ei = (Ei·1, . . . , Ei·λ, ιi), 若 f = 2λ+ 1,

其中 λ = ⌊f/2⌋,每个 Ei·j 包含两列. 将 Ei·j 中的所有元素视为 GF (s)中的元素.令 D0(Ei·j) = Ei·j ,并对 1 < l 6 r,

定义 Dl(Ei·j) = D⊕Dl−1(Ei·j). 将 glλ 个组

Dl(E1·1), . . . , D
l(E1·λ), . . . , D

l(Egl·1), . . . , D
l(Cgl·λ)

划分为 glλl 个组

F1·1, . . . , F1·λl
, . . . , Fgl·1, . . . , Fgl·λl,, 其中 λl = slλ.

步骤 3: 对 l = 0, . . . , r, 令 k = r − l, 并将

F1·1, . . . , F1·λl
, . . . , Fgl·1, . . . , Fgl·λl

作为算法 1 步骤 2 中的输入

C1·1, . . . , C1·λ′ , . . . , Cg′·1, . . . , Cg′·λ′ .

根据算法 1,可以得到一个 OD(sr+1n, (sr−l+3)glcl ),即Hl = (Hl1, . . . , Hlgl ),其中 cl = λsl2r−l+1tr−l (l = 0, 1, . . . , r),

λ = ⌊f/2⌋, t = ⌊s/2⌋. 通过列并置将 H0, H1, . . . , Hr 组合在一起得到

H = (H0, H1, . . . , Hr).

定理 4.1 由算法 2 生成的设计 H 是一个 OD(sr+1n,Πrl=0(s
r+3−l)glcl), 其中 λ = ⌊f/2⌋, t =

⌊s/2⌋, cl = λsl2r−l+1tr−l (l = 0, 1, . . . , r). H 可以划分为 g 组, 其中前 g0 个组每个包含 c0 列, 接下来

的 g1 个组每个包含 c1 列, 以此类推, 最后 gr 个组每个包含 cr 列, 并具有以下性质:

(i) 任意两列实现 s× s2 和 s2 × s 的格子分层;

(ii) 来自不同组的两列实现 s× s3, s2 × s2 和 s3 × s 的格子分层;

(iii) 来自两个组的三列实现 s× s× s 的格子分层.

例 4.1 设设计 A, B, D 和 Ei (i = 1, . . . , 5)与例 3.1中的相同.将算法 1步骤 2中的 [(C1·1, . . . ,

C1·λ′ , . . . , Cg′·1, . . . , Cg′·λ′), k] 分别取为 [(E1, E2, E3, E4), 1] 和 [(d0 ⊕E5, d1 ⊕E5), 0]. 按照算法 1, 得到

两个正交设计, 一个是 OD(64, 1616), 记作 H0; 另一个是 OD(64, 84), 记作 H1. 容易验证 H = (H0, H1)

是一个 OD(64, 161684),见表 4. 它可以划分为五个组,每组包含四列,使得任意两列实现 2× 4和 4× 2
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表 4 例 4.1 中的 OD(64, 161684), H = (H0,H1)

H0 H1

−7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5

1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −3.5 0.5 −3.5 0.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5

1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −0.5 −3.5 −0.5 −3.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 0.5 3.5 0.5 3.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 0.5 3.5 0.5 3.5

1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 0.5 3.5 0.5 3.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 0.5 3.5 0.5 3.5

−7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5

−1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5

1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5

7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 3.5 −0.5 3.5 −0.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −3.5 0.5 3.5 −0.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −3.5 0.5 3.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5

−6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5

−0.5 −7.5 1.5 6.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5

0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5

6.5 −1.5 −7.5 0.5 −6.5 1.5 7.5 −0.5 0.5 7.5 −1.5 −6.5 −0.5 −7.5 1.5 6.5 3.5 −0.5 −3.5 0.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5

5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −1.5 2.5 −1.5 2.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5
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(续表)

H0 H1

5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −2.5 −1.5 −2.5 −1.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 2.5 1.5 2.5 1.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 2.5 1.5 2.5 1.5

5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 2.5 1.5 2.5 1.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 2.5 1.5 2.5 1.5

−3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5

−5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5

5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5

3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 1.5 −2.5 1.5 −2.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −1.5 2.5 1.5 −2.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −2.5 −1.5 2.5 1.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5

−2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5

−4.5 −3.5 5.5 2.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5

4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5

2.5 −5.5 −3.5 4.5 −2.5 5.5 3.5 −4.5 4.5 3.5 −5.5 −2.5 −4.5 −3.5 5.5 2.5 1.5 −2.5 −1.5 2.5

的格子分层,来自不同组的两列实现 2× 8, 4× 4和 8× 2的格子分层,来自两个组的三列实现 2× 2× 2

的格子分层.

表 5 总结了算法 2 生成的混合水平正交设计. 这些设计的空间填充性由参数 g (组数), g0, . . . , gr

(具有相同水平数的因子的组数), c0, . . . , cr (每组中的列数)和 π (实现 s× s3, s2 × s2 和 s3 × s格子分

层的二维子矩阵的比例) 来表征.

5 应用与比较

我们通过一个应用来说明所得设计的有用性. 具体而言, 我们评估了所得设计在构建统计替代模

型方面的表现, 并与其他类型的设计进行了比较. 我们运行计算机模拟代码, 并根据钻孔函数

f(X) =
2πx3(x4 − x6)

ln(x2 − x1)[1 + 2x3x7/(ln(x2/x1)x21x8) + x3/x5]
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表 5 算法 2 生成的混合水平空间填充正交设计

A: OA(n, g, p, 2) B: OA(p, f, s, 2) r (g0, . . . , gr) W : OD(sr+1n,Πr
l=0(s

r+3−l)glcl ) (c0, . . . , cr) π (%)

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 (1,4) OD(64, 164816)† (4,4) 84.21

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 (2,3) OD(64, 168812)† (4,4) 84.21

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 (3,2) OD(64, 161288)† (4,4) 84.21

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 1 (4,1) OD(64, 161684)† (4,4) 84.21

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (1,0,4) OD(128, 328832)† (8,0,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (1,1,3) OD(128, 328168824)† (8,8,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (1,2,2) OD(128, 3281616816)† (8,8,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (1,3,1) OD(128, 328162488)† (8,8,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (1,4,0) OD(128, 3281632)† (8,8,0) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (2,0,3) OD(128, 3216824)† (8,0,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (2,1,2) OD(128, 3216168816)† (8,8,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (2,3,0) OD(128, 32161624)† (8,8,0) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (3,1,1) OD(128, 322416888)† (8,8,8) 82.05

OA(16, 5, 4, 2) OA(4, 3, 2, 2) 2 (4,1,0) OD(128, 3232168)† (8,8,0) 82.05

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (1,9) OD(729, 81827108) (8,12) 90.67

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (2,8) OD(729, 81162796) (8,12) 90.60

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (3,7) OD(729, 81242784) (8,12) 90.55

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (4,6) OD(729, 81322772) (8,12) 90.52

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (5,5) OD(729, 81402760) (8,12) 90.51

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (6,4) OD(729, 81482748) (8,12) 90.53

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (7,3) OD(729, 81562736) (8,12) 90.59

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (8,2) OD(729, 81642724) (8,12) 90.70

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 1 (9,1) OD(729, 81722712) (8,12) 90.88

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (1,0,9) OD(2187, 2431627324) (16,0,36) 89.95

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (1,1,8) OD(2187, 24316812427288) (16,24,36) 89.86

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (1,5,4) OD(2187, 243168112027144) (16,24,36) 89.71

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (1,4,5) OD(2187, 24316819627180) (16,24,36) 89.70

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (1,9,0) OD(2187, 2431681216) (16,24,0) 90.28

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (2,0,8) OD(2187, 2433227288) (16,24,36) 89.66

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (2,4,4) OD(2187, 24332819627144) (16,24,36) 89.52

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (2,8,0) OD(2187, 2433281192) (16,24,0) 90.20

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (3,3,4) OD(2187, 24348817227144) (16,24,36) 89.32

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (4,3,3) OD(2187, 24364817227108) (16,24,36) 89.21

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (5,2,3) OD(2187, 24380814827108) (16,24,36) 89.03

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (6,2,2) OD(2187, 2439681482772) (16,24,36) 89.10

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (7,1,2) OD(2187, 24311281242772) (16,24,36) 88.96

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (8,1,1) OD(2187, 24312881242736) (16,24,36) 89.38

OA(81, 10, 9, 2) OA(9, 4, 3, 2) 2 (9,0,1) OD(2187, 2431442736) (16,0,36) 89.39
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图 3 空间填充正交设计 OD(32, 88) (sfod)、随机拉丁超立方体设计 (lhd)、最大最小拉丁超立方体的设计 (max-

imin)、最大投影拉丁超立方体设计 (maxpro) 和均匀设计 (ud) 的正规化均方根误差 (NRMSE)

生成训练数据,其中 X = (x1, . . . , x8)为输入变量. 钻孔函数广泛应用于评估计算机试验设计的模拟中

(参见文献 [16, 21, 31]). 我们通过拟合 Gauss 过程模型来近似钻孔函数, 采用常数均值和参数 ν = 5/2

的 Matern 相关函数 (参见文献 [33]). 然后通过正规化均方根误差

NRMSE =

[∑
Xi∈ψ (ŷ(Xi)− y(Xi))

2∑
Xi∈ψ (ȳ − y(Xi))2

]1/2
来评估不同类型设计的表现, 其中 ŷ(Xi) 是拟合 Gauss 过程模型的预测响应, ȳ 是用于构建模型的训

练数据的平均响应, ψ 是测试数据集.

我们使用算法 1构造的空间填充正交设计 OD(32, 88) (例 3.1中设计 OD(32, 810)的前 8列)来构

建统计替代模型, 并将其与如下四种其他类型的设计进行比较:

(i) 来自 R 包 lhs 的随机拉丁超立方体设计 (参见文献 [3]);

(ii) 来自 R 包 SLHD 的最大最小拉丁超立方体设计 (参见文献 [1]);

(iii) 来自 R 包 MaxPro 的最大投影拉丁超立方体设计 (参见文献 [11]);

(iv) 来自 R 包 UniDOE 的均匀设计 (参见文献 [37])).

这些设计都包含 32 次试验和 8 个因子. 对于每个设计, 我们将因子的水平缩放到 [0,1] 上, 并进一步

考虑因子的列置换. 图 3 显示了 100 个随机列置换对应的正规化均方根误差的箱线图, 其中测试数据

集是一个试验次数为 1,000 的随机拉丁超立方体设计. 显然, 本文构造的空间填充正交设计优于所有

其他设计.

6 结论

空间填充性和正交性是计算机试验设计的两个重要性质. 空间填充性适用于因子筛选, 而正交性

可以保证主效应的估计互不相关. 文献中已经提出了许多构造空间填充设计和正交设计的方法, 而对

于同时具有这两种性质的设计的研究却很少. 本文提出了构造空间填充正交设计的一般方法. 该方法
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基于半旋转矩阵且易于实现. 相关理论支持已得到充分论证. 此外, 所得设计在试验次数和水平数上

具有灵活性, 使得这类设计非常适用于计算机试验.

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的建设性意见.
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附录 A

附录 A.1 定理 3.1 的证明

首先证明 W 是一个 OD(sk+1n, (sk+3)gc). 对 i = 1, 2, . . . , g, j = 1, 2, . . . , λ, r1, . . . , rk = 0, 1, . . . ,

t− 1, 每个 Ẽr1r2···rki·j 有 sk+1n 行 2k+2 列, 并可以通过 Rk 旋转为一个大小为 sk+1n× 2k+1 的正交设

计 Ẽr1r2···rki·j RT
k . 因此, 来自同一个 Ẽr1r2...rki·j RT

k 的两列是正交的.

(Ẽ00···0
1·1 , . . . , Ẽ

(t−1)(t−1)···(t−1)
1·1 , . . . , Ẽ00···0

g·λ , . . . , Ẽ
(t−1)(t−1)···(t−1)
g·λ )

是一个强度为 2 的 s 水平正交表. 因此, 来自不同 Ẽr1r2···rki·j RT
k 的两列也是正交的. 则设计 W 是一个

OD(sk+1n, (sk+3)gc).

接下来, 考虑设计 W 的空间填充性. 根据文献 [28, 定理 3], 可知定理 3.1 在 k = 0 时成立, 即当 k = 0

时, 基于正交表 A, B 和 k 的设计 W 是一个 OD(sn, (s3)gc), 其中

c = 2λ, λ = ⌊f/2⌋.

W 可以划分为 g 组, 每组包含 c 列, 任意两列实现 s × s2 和 s2 × s 的格子分层, 来自不同组的两列

实现 s × s3, s2 × s2 和 s3 × s 的格子分层, 来自两个组的三列实现 s × s × s 的格子分层. 下面考虑

k > 1 的情形. 对 i = 1, 2, . . . , g, j = 1, 2, . . . , λ, r1, . . . , rk = 0, 1, . . . , t − 1, 当 k > 1 时, 设计 Er1r2...rki·j

由 Ci·j 通过 D 进行扩展得到. 因此, 基于 k = 0 构造的正交设计的二维和三维空间填充性也适用于

基于 k > 1 构造的正交设计.

附录 A.2 定理 3.2 的证明

给定 ⌊f/2⌋ = 1 和 ⌊s/2⌋ = 1, 算法 1 构造的设计 W 是一个 OD(sk+1n, (sk+3)gc), 其中 c = 2k+1.

设 x 和 y 是来自不同类的两列, 将 x 和 y 的 sk+3 个水平分别塌陷为 s 和 s3 水平后, (x, y) 变为 (x1,

s2y1 + sy2 + y3). 可以验证, 在某个行置换下,

{x1, y1, y2, y3} = {d0 ⊕ z1, d0 ⊕ z2, d0 ⊕ z3, d1 ⊕ z3},

其中 (z1, z2, z3) 是一个 OA(skn, 3, s, 3), d0 和 d1 分别表示 D 的第一和二列. 根据文献 [28, 引理 1],

可知 (x1, y1, y2, y3) 是一个 OA(sk+1n, 4, s, 4). 因此, 对设计 W, 来自不同类的任意两列实现 s× s3 和

s3 × s 的格子分层.
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New results for space-filling orthogonal designs

Chunyan Wang & Fasheng Sun

Abstract Computer experiments are popularly used to study complicated systems in many fields. Orthogonality
and space-filling properties are two important design properties for such experiments. Space-filling properties
guarantee effective factor screening while the orthogonality allows the estimates of the main effects in linear
models to be uncorrelated with each other. In this paper, we develop a general rotation method for constructing a
new class of orthogonal designs. The proposed method is easy to operate and flexible in both run size and number
of levels. The resulting designs are not only orthogonal but also entertain attractive space-filling properties. These
designs can be either symmetric or asymmetric. Related theoretical supports are well established. The numerical
results validate the advantages of the proposed designs.
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