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摘要 本综述总结复 Wiener-Itô 混沌分解近期的进展, 主要包括两方面的内容: 复 Wiener-Itô 重积分

与实 Wiener-Itô 重积分之间相互表示的刻画, 复四阶矩定理及相关的收敛速率.
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1 引言

随机分析学中的混沌分解 (chaos decomposition)理论应该是从 1938年Wiener [110]发表名为 “The

Homogeneous Chaos” 的论文开始的. Wiener 的想法是将奇异或受噪声影响的信号分解成某种 “简单

随机变量” 单项式级数的形式, 称为多项式混沌 (polynomial chaos). 实际上, Wiener 意识中 “混沌”

的含义应该更广些, 包括随机性 (randomness)、奇异性 (singularity) 甚至无序性 (disorder) 等. Wiener

在这篇原创性论文中主要采用的方法是他自己发展起来的时空调和分析技术与广义时空 Birkhoff 个

别遍历定理.

1947 年, Cameron 和 Martin [9] 构造了经典 Wiener 空间上的平方可积泛函空间 L2(C0[0, 1],P
W )

的一组完备正交基:

Φm,p = Hm

(∫ 1

0

αp(s)dB(s)

)
, m > 0, p > 1, (1.1)

其中, Hm(x) 是 m 阶 Hermite 多项式 (其定义见 (2.1) 和 (2.2)), {αp, p > 1} 是 L2[0, 1] 上的一组完备

正交基.
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1951 年, Itô [50] 在其影响深远的论文中引入了关于正态随机测度 (normal random measure) 的

Wiener 重积分 (multiple Wiener integral), 改进并极大地发展了 Wiener, Cameron 和 Martin 的结果.

所谓正态随机测度是 Brown 运动的一种推广.

定义 1.1 (正态随机测度, 参见文献 [50, 第 158 页, 定义] 和 [83, 第 1.1.2 小节]) 设 (T,B, µ) 是
一个测度空间, µ是 σ-有限的测度, (Ω,F ,P)是一个完备的概率空间, W = {W (B), B ∈ B, µ(B) <∞}
是一个零均值的 Gauss 系 (normal system 或 Gaussian system). 称 W 是 (T,B, µ) 上的正态随机测度,

如果对于任意的 B,C ∈ B, µ(B) <∞, µ(C) <∞, 有

E[W (B)W (C)] = µ(B ∩ C).

记 FW 是 W 生成的事件域, L2(Ω,FW ,P) 是 (Ω,FW ,P) 上平方可积随机变量全体. Itô 在文

献 [50, 第 3 节] 中建立了正态随机测度意义下的 Wiener 重积分 1) 与 Hermite 多项式之间的关系, 证

明了不同重数的 Wiener 重积分是正交的. 具体到经典 Wiener 空间, Itô 证明了 Cameron 和 Martin

给出的完备正交基 (1.1) 的 Wiener 重积分形式的表示, 即

Hm

(∫ 1

0

αp(s)dB(s)

)
=

∫
[0,1]m

αp(t1) · · ·αp(tm)dB(t1) · · · dB(tm). (1.2)

进一步地, Itô在文献 [50, 第 5节]中还得到了上述随机重积分与现在称为 Itô随机累次积分 (iterated

Itô integral)之间的关系,即等式 (1.2)右端等于 m!
∫ 1

0

∫ tm
0

· · ·
∫ t2
0
αp(t1) · · ·αp(tm)dB(t1) · · · dB(tm). 因

此, Itô给出了 L2(Ω,FW ,P)的正交直和分解,即现在教科书和文献中称为Wiener-Itô混沌分解 (chaos

decomposition)的标准形式, 而 Wiener重积分现在也通常被称为 Wiener-Itô重积分, 混沌分解有时也

称为混沌展开 (chaos expansion). 关于正态随机测度的 Wiener-Itô 重积分和 Brown 运动的 Itô 累次

积分的具体定义, 可参见文献 [50, 58, 80, 83, 84], 特别是文献 [58, 第 9 节] 关于 Wiener-Itô 重积分和累

次积分的叙述与解释对初学者更为友好.

从现在的观点看, 与 Wiener 给出的 “简单随机变量” 单项式相关的重积分应该对应 Stratonovich

重积分, 而且 Wiener 想法中的 “简单随机变量” 不仅仅是 Gauss 随机变量. 在正态随机测度情形时,

Itô 利用等式 (1.2) 正交化了 Wiener 的多项式混沌. 1988 年, Hu [42] 及 Hu 和 Meyer [45, 46] 建立了

Stratonovich 重积分与 Wiener-Itô 重积分之间相互表示的公式, 即 Hu-Meyer 公式.

受量子场论发展的影响, 1956 年, Segal [98] 力图发展 Hilbert 空间上的积分与调和分析理论. 虽然

Segal 的理论仅是基于有限可加的测度, 但他指出实 Hilbert 空间 H 上的平方可积函数类与 H 复化空

间 HC 上的对称张量之间有结构上的等价性. 这是在抽象空间上定义随机重积分的关键想法. 故而,

在有些文献中也将 Wiener-Itô 混沌分解称为 Wiener-Itô-Segal 混沌分解 [48].

1967年, Gross [33] 建立的抽象 Wiener空间理论为无穷维 Gauss空间提供了正确的测度理论和有

效的分析框架. 1987 年, Stroock [104] 利用 Malliavin 导数 (也称为 Gross-Sobolev 导数) 和散度算子给

出了计算 Wiener-Itô 重积分的积分核函数的方法, 即 Stroock 公式 (参见定理 2.2). 这个公式不仅提

供了具体的计算方法, 也建立了混沌分解与 Malliavin 分析之间深刻的联系.

Wiener-Itô 重积分和混沌分解是随机分析学中优美而深刻的理论, 已经有了非常深入的研究和丰

富的结果. 它作为强有力的分析方法, 在理论和应用概率、随机过程、统计学、数学物理和金融数学等

1) 事实上,文献 [50]中的Wiener重积分是在 µ为连续测度下定义的. 所谓 µ为连续测度是指对于任意满足 µ(B) < ∞
的 B ∈ B和任意的 ε > 0,都存在 B的一个分解,即两两不交的 Bi ∈ B, k = 1, . . . , n使得 B =

∪n
k=1 Bk,而且 µ(Bk) < ε,

k = 1, . . . , n.
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领域发挥着重要的作用 (参见文献 [30, 41, 42, 52, 63–65, 80, 83] 及其中的参考文献). 例如, 混沌分解建

立了 Gauss等距过程的平方可积泛函与 Fock 空间
⊕∞

n=0{I1(f), f ∈ H}⊗n 之间的等距同构, 使得可以

利用 Wiener-Itô 重积分进行数学物理的研究, 可参见文献 [42, 第 5 章] 了解更多的细节. 这种等距同

构关系对建立量子概率理论 [70] 和白噪声分析理论起到了重要的作用, 可参见文献 [38]. 进一步地, Itô

建立的Wiener-Itô重积分与 Hermite多项式之间的联系 (参见文献 [50,第 3节])与Wick积有着密切

的关系, 而后者在随机量子化方程重整化理论中有着广泛的应用 (参见文献 [27, 34, 35, 71, 72, 96, 109]).

另外, 混沌分解是在具有 Gauss 测度的无穷维空间中构造不同形式的广义 Wiener 泛函时的重要工

具 (参见文献 [38, 57, 91, 104]). 混沌分解或者混沌展开的思想与方法在随机分析中有着广泛的应用,

Skorohod [101] 使用混沌分解的想法建立了非适应随机过程的随机积分, Nualart 和 Pardoux [86] 作了

进一步的研究. 1992 年, Nualart 和 Vives [89, 90] 开始使用混沌展开研究局部时理论. Ocone [92] 也开

始研究非线性滤波理论中某些泛函的混沌展开. Carmona 和 Nualart [12] 利用混沌分解得到的估计

证明了扩散过程 Onsager-Machlup 泛函的存在性. Hu 和 Meyer [44] 以及 Johnson 和 Kallianpur [53]

使用混沌展开来讨论 Feynman 积分. 定义在无穷维空间上的无穷维 Ornstein-Uhlenbeck 算子和半群

也可以通过混沌分解来研究 (参见文献 [42, 80, 83]). 混沌分解在随机分析当前的前沿方向中也扮演着

重要的角色, 文献 [35, 第 10 章] 将 Wiener-Itô 混沌分解作为正则结构理论中的一种特例. Wiener-Itô

混沌分解也是平稳 (stationary) 临界和上临界随机偏微分方程研究中的一种主要工具, 而这类方程并

不能纳入到正则结构的理论框架中 (参见文献 Cannizzaro 和 Toninelli 的随机偏微分方程讲义 [11] 及

其中相关的参考文献).

在 Gauss 过程非线性泛函的中心极限定理和非中心极限定理的研究中, 混沌分解同样扮演着重

要的角色 (参见文献 [63, 66, 68, 105] 及其中的参考文献). 称随机变量 F 为混沌随机变量, 如果存在

m > 1, 使得 F = Im(fm), 其中 Im(fm) 定义参见定义 2.3; 称随机过程 {Ft : t ∈ T} 为混沌过程, 如

果存在 m > 1, 使得对于任意的 t ∈ T , 有 Ft = Im(ft,m), 其中 T 是指标集. 混沌随机变量和混沌随

机过程在概率论、随机过程理论与应用、统计学、动力系统、数学物理和统计信号过程等领域有着多

方面的应用 (参见文献 [11, 35, 41, 59, 63, 64, 66, 102, 106]). 因此, 对 Wiener-Itô 重积分或与混沌展开相

关的渐近性质的探讨是既经典又现代的研究方向.近二十年来, Wiener-Itô重积分的中心极限定理, 即

所谓的四阶矩定理 (fourth moment theorem) 取得了重要的进展. 四阶矩定理及其应用的研究成为重

要且活跃的课题. 对四阶矩定理的关注可以追溯到 20 世纪 80–90 年代 de Jong [28, 29] 关于广义随机二

次型和多重线性形式中心极限定理的研究. 2005 年, Nualart 和 Peccati [87] 利用 Brown 运动的内蕴时

间变换 (即 Dambis-Dubins-Schwarz 定理) 证明了对于任意固定的 q > 2 和 q 阶 Wiener-Itô 混沌序列

{Fn = Iq(fn), n > 1}, 如果 E[F 2
n ] = 1, 则 Fn 依分布收敛到标准正态分布 N(0, 1) 当且仅当, 当 n→ ∞

时, E[F 4
n ] → 3. 之后, 与这一定理相关的研究得到迅速发展, 读者可以通过 Nourdin 等建立的网站

https://sites.google.com/site/malliavinstein/home 来了解这一方向几乎所有的文献和最新进展. 第 3.1

小节将继续讨论这个问题.

在实 Wiener-Itô 重积分和混沌分解论文 [50] 发表后不久, 1952 年, Itô [51] 又建立了关于复正态随

机测度 (complex normal random measure) 的复 Wiener-Itô 重积分理论. 复正态随机测度也可以认为

是复 Brown 运动的推广.

定义 1.2 (复正态随机测度, 参见文献 [51, 第 I 章] 和 [24, 第 3.2 小节]) 设 Z = X + iY 是复随

机变量. 称 Z 是复正态随机变量, 如果 X 和 Y 是独立的实随机变量, 而且服从相同的零均值正态分

布 (包括退化正态分布). 称复随机变量族 Z = {Zθ, θ ∈ Θ} 是复 Gauss 系 (complex normal system 或

complex Gaussian system), 如果对于指标集 Θ 中任意有限个指标 θ1, . . . , θn 和任意的复数 c1, . . . , cn,
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∑n
k=1 ckZθk 是复正态随机变量.

设 (T,B, µ)是一个测度空间, µ是 σ-有限的测度, (Ω,F ,P)是一个完备的概率空间, M = {M(B),

B ∈ B, µ(B) < ∞} 是一个复 Gauss 系. 称 M 是 (T,B, µ) 上的复正态随机测度, 如果对于任意的

B,C ∈ B, µ(B) <∞, µ(C) <∞, 有

E[M(B)M(C)] = µ(B ∩ C).

在文献 [51, 第 II 和 III 章] 中, Itô 定义了 µ 连续的复正态随机测度意义下的复 Wiener-Itô 重积

分, 并给出其若干性质. 例 2.1 将给出关于复 Brown 运动的复 Wiener-Itô 重积分的具体形式, 以便读

者阅读.

Itô在文献 [51,公式 (12.1)]中定义了复 Hermite多项式,被 Chen和 Liu [23]称为 Hermite-Laguerre-

Itô 多项式. 接着, Itô 在文献 [51, 公式 (13.1)] 中给出了复 Hermite 多项式与复 Wiener-Itô 重积分之

间的联系, 并利用这些结论研究了正态螺旋线 (normal screw lines) (如复 Wiener 过程和复平稳正

态过程), 得到了正态螺旋线的推移变换 (shift transformation) 的谱结构和遍历性. 之后, 学者们对复

Gauss系,特别是复Wiener-Itô重积分、Hermite-Laguerre-Itô多项式的研究兴趣持续增长. 在文献 [37,

第 6章]中, Hida从分析的观点出发,在复白噪声的框架下研究了复Wiener-Itô重积分. Chen和 Liu[24],

Chen 等 [21] 以及 Campese [10] 得到了复 Wiener-Itô 重积分对应的四阶矩定理, 可称之为复四阶矩定

理 (参见定理 4.2). Chen [19] 证明了复 Wiener-Itô 重积分的乘积公式和 Üstünel-Zakai 独立性判据. 文

献 [18, 23, 25] 研究了复 Ornstein-Uhlenbeck 过程、Ornstein-Uhlenbeck 算子和半群, 以及复 Wiener-

Itô 重积分的一系列性质, 定义了复 Malliavin 分析中的基本概念, 并且得到了相关的基本性质. 关于

Hermite-Laguerre-Itô 多项式精细的分析性质及其与 Hermite 多项式之间的关系等更多的讨论也可参

见文献 [2, 26,49].

对复 Gauss 随机场的研究具有强烈的应用背景. 例如, 在宇宙微波背景辐射的概率模型中, 探

究和理解高频行为是至关重要的课题, 其中关键步骤是考虑某些复 Gauss 从属场 (complex Gaussian

subordinated field) Fourier系数的中心极限定理,而其中的 Fourier系数与某个复Wiener-Itô重积分同

分布 (参见文献 [54,66,67]). 复时空白噪声驱动的复 Ginzburg-Landau 方程是复 Φ4
d 场 (其中 d = 2, 3)

对应的随机量子化方程. 这是一个高度奇异的随机偏微分方程, 复 Wiener-Itô 重积分自然地出现在该

方程解的重整化过程中 (参见文献 [17, 39,40]).

Arató等 [4] 最先引入复 Ornstein-Uhlenbeck过程对 Chandler摆动 (Chandler wobble)或与地球自

转有关的纬度变化进行建模, 而这个模型在金融、经济物理学 (Econophysics) 和数学物理中也有着广

泛的应用. Chen等 [20]将一维复 Ornstein-Uhlenbeck过程作为随机粒子在定常磁场中运动的数学模型,

研究了该过程熵产生率的涨落定理; Budhiraja 等 [8] 将复 Ornstein-Uhlenbeck 算子看作正常算子, 将

上述涨落定理推广到了多维情形. 在复 Ornstein-Uhlenbeck 过程和复 Vasicek 模型参数估计的统计推

断讨论中, 如考虑相合性和渐近正态性, 也使用了复 Wiener-Itô 重积分的技术 (参见文献 [21, 99]). 复

Ornstein-Uhlenbeck算子的特征函数可以应用到稀有事件的模拟和 Fokker-Planck方程解的逼近理论中

(参见文献 [107,112,113]),这些特征函数与 Hermite-Laguerre-Itô多项式有着紧密联系 (参见文献 [23]).

需要特别指出的是, 在通信和信号过程的理论与应用中, 通常会将噪声影响假设为复 Gauss 噪声, 读

者可以通过文献 [1, 7, 69,94] 了解这方面更多的信息.

从研究与复 Gauss 过程相关的实际模型出发, 有必要系统发展复 Wiener 空间上的分析理论.

我们不仅需要对复 Wiener-Itô 重积分的性质有更多理解, 而且需要建立实 Wiener-Itô 重积分与复

Wiener-Itô重积分之间的联系,以便更好地应用实 Wiener-Itô重积分已有的丰富理论来高效地处理与
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复 Wiener-Itô 重积分相关的问题. 读者可以通过文献 [65, 76, 80, 83, 88] 等相关文献了解实 Wiener-Itô

重积分理论.

本文总结复 Wiener-Itô 重积分理论两方面的进展: (1) 复 Wiener-Itô 重积分与实 Wiener-Itô 重积

分之间相互表示的具体刻画及其应用; (2) 复四阶矩定理及其收敛速率.

以下将用 Gauss-Hilbert 空间和 Gauss 等距过程的理论框架来叙述相关定义、性质和结论. 第 2

节首先回顾实 Gauss 等距过程、Wiener-Itô 混沌分解和 Malliavin 分析的基本内容, 接着简要介绍

Hermite-Laguerre-Itô 多项式、复 Wiener-Itô 混沌分解和复 Malliavin 分析, 这些是之后综述内容所必

需的. 第 3 节讨论复 Wiener-Itô 混沌与实 Wiener-Itô 混沌之间关系相互表示的具体公式, 特别是给

出得到这些公式背后的动机、直观想法和深刻的观察,以便更清晰地理解它们之间的内在联系和结构.

另外, 还给出核表示公式的一个新的应用实例—例 3.1. 第 4 节总结复四阶矩定理的 6 个等价条件,

并进一步讨论其收敛速率的相关问题. 第 5 节列出围绕这一课题还可以进一步讨论的一些有意义的

问题.

2 复 Wiener 空间上的随机分析

2.1 实 Gauss 等距过程、实 Wiener-Itô 混沌分解和 Malliavin 分析

设 n 为非负整数, n 次 Hermite 多项式 Hn(x) 可以由下面的等式确定:

exp

{
tx− 1

2
t2
}

=
∞∑

n=0

tn

n!
Hn(x), t ∈ R. (2.1)

Hn(x)是变量 x的 n次多项式,它是 exp{tx− 1
2 t

2}关于变量 t Taylor展开时 tn

n! 的系数. exp{tx− 1
2 t

2}
也被称为 Hermite 多项式的生成函数 (generating function). Hermite 多项式也可以采用下面的方式

得到:

Hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e−

x2

2 , n = 0, 1, 2, . . . (2.2)

性质 2.1 (参见文献 [103, 第 310 页]、[65, 定理 2.5.5] 和 [42, 命题 3.11]) Hermite 多项式满足下

面的等式:

Hn(x cos θ + y sin θ) =
n∑

j=0

(
n

j

)
(cos θ)j(sin θ)n−jHj(x)Hn−j(y), θ ∈ [0, 2π). (2.3)

关于 Hermite 多项式的具体表达式和更多性质可参见文献 [36, 42,48,83,84].

设 H 是实可分 Hilbert 空间, 其上内积记为 ⟨·, ·⟩H. ∥h∥H 表示 h ∈ H 的模. 以下的定义和性质可

参见文献 [48, 52,80,83,84].

定义 2.1 给定实可分 Hilbert 空间 H, 称 X = {X(h) : h ∈ H} 是 H 上的 Gauss 等距过程

(isonormal Gaussian process), 如果 X = {X(h) : h ∈ H} 是定义在完备概率空间 (Ω,F ,P) 上零均值的
Gauss 系, 并且对于任意的 h, g ∈ H, 有 E[X(h)X(g)] = ⟨h, g⟩H.
定义 2.2 记 Hn(X)为随机变量族 {Hn(X(h)) : h ∈ H, ∥h∥H = 1}在 L2(Ω,F ,P)中的线性闭包,

称闭的线性子空间 Hn(X) 是 X 的 n 阶 Wiener-Itô 混沌.
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设 {ei, i > 1} 是 H 的一组完备标准正交基, {ξi, i > 1} 是一列相互独立同分布的标准 Gauss 随机

变量, 则在分布意义下, X 可以被

X(h) =
∞∑
i=1

⟨h, ei⟩Hξi

唯一决定.

设 Λ 是由仅有有限个元素不为 0 的非负整数序列构成的集合. 设 a = {ak}∞k=1 ∈ Λ. 记 a ! =∏∞
k=1 ak!, |a | =

∑∞
k=1 ak. 对于 a = {ak}∞k=1, b = {bk}∞k=1 ∈ Λ, 定义 a + b = {ak + bk}∞k=1. 称 a 6 b,

如果对于任意的 k > 1, 有 ak 6 bk. 设 H⊗n 和 H⊙n 分别为 H 的第 n 次张量积和第 n 次对称张量积.

对于 n = {nk}∞k=1 ∈ Λ, 定义 Fourier-Hermite 多项式

H n =
1√
n !

∞∏
k=1

Hnk
(X(ek)). (2.4)

令 ξk = X(ek), 定义 ξn :=
∏∞

k=1 ξ
nk

k , 则等式 (2.4) 右端是 Wick 积 : ξn : (参见文献 [52, 定理 3.15]).

性质 2.2 对于任意的 n > 1, 随机变量族 {H n : |n | = n} 构成 Hn(X) 的一组标准正交基.

对 H 的 n 次对称张量积空间 H⊙n 赋予模
√
n!∥ · ∥H⊗n . 设 f, g ∈ H, 记 symm(f ⊗ g) 为 f ⊗ g 的

对称化张量. 由性质 2.2 可知, 映射

In

(
symm

( ∞⊗
k=1

e⊗nk

k

))
:=

√
n!H n

是一个从对称张量空间 H⊙n 到 n 阶 Wiener-Itô 混沌 Hn(X) 的线性等距同构, 其中当 n = 0 时, I0 是

从实数空间 R 到 R 的恒同映射.

定义 2.3 对于任意的 f ∈ H⊙n, 称随机变量 In(f) 是 f 关于 X 的实 n 重 Wiener-Itô 积分, 简

称 n 重 Wiener-Itô 积分. 有时也可以称 In(f) 为 f 关于 X 的实 n 阶 Wiener-Itô 混沌.

设 σ(X) = σ({X(h) : h ∈ H}), 即 σ(X) 是 Gauss 等距过程 X 生成的事件域.

定理 2.1 (Wiener-Itô 混沌分解) 设 X = {X(h) : h ∈ H} 是 H 上的 Gauss 等距过程.

(i) 对于任意的 q > 1, Hn(X) 在 Lq(Ω, σ(X),P) 中稠密.

(ii) L2(Ω, σ(X),P) 可以分解为线性子空间 Hn(X) 的正交无穷直和,

L2(Ω, σ(X),P) =

∞⊕
n=0

Hn(X),

即对于任意的 F ∈ L2(Ω, σ(X),P), F 可以唯一地展开成

F =
∞∑

n=0

In(fn).

上面的级数在 L2(Ω) 意义下收敛, 其中, f0 = E[F ], I0(f0) = E[F ], 对于 n > 1, fn ∈ H⊙n 而且被 F 唯

一决定.

定义 2.4 对于任意给定的 p, q > 0, r = 0, . . . , p ∧ q, f ∈ H⊙p 和 g ∈ H⊙q, 称

f ⊗r g =
∞∑

i1,...,ir=1

⟨f, ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⟩H⊗r ⊗ ⟨g, ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⟩H⊗r

为 f 和 g 的 r 次压缩 (the r-th contraction). f ⊗r g 是 H⊗(p+q−2r) 中的元素, 不一定是对称张量, 记

其对称化张量为 f⊗̃rg.
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性质 2.3 设 f ∈ H⊙p 和 g ∈ H⊙q, 其中 p, q > 0, 则 Ip(f) 和 Iq(g) 的乘积公式为

Ip(f)Iq(g) =

p∧q∑
r=0

r!

(
p

r

)(
q

r

)
Ip+q−2r(f⊗̃rg).

下面简要叙述一些关于实 Gauss 等距过程的 Malliavin 分析的内容, 特别是 Stroock 公式.

设 C∞
p (Rn) 是由 Rn 上无穷次可微并且其各阶偏导数满足多项式增长的实值函数组成的集合, S

是光滑随机变量 (smooth random variable) F = f(X(h1), . . . , X(hn))组成的集合,其中 h1, . . . , hn ∈ H,

n > 1 和 f ∈ C∞
p (Rn). 设 F ∈ S, 定义 F 的 Malliavin 导数如下:

DF =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(X(h1), . . . , X(hn))hi.

DF 是取值于 H 的随机元. 对于任意的 p > 1, 导数算子 D 是从 Lp(Ω, σ(X),P) 到 Lp(Ω;H) 可闭的无

界线性算子. 当 k > 2 时, 可以归纳地定义 k 阶 Malliavin导数 DkF ∈ Lp(Ω;H⊗k). 对于任意的 p > 1,

k > 0 和 F ∈ S, F 的 ∥ · ∥k,p 模由下式给出:

∥F∥pk,p =
k∑

i=0

E(∥DiF∥pH⊗i).

定义 Dk,p 为 S 在 ∥ · ∥k,p 模下的闭包. 设 D∞,p =
∩

k>0 Dk,p, Dk,∞ =
∩

p>1 Dk,p, D∞ =
∩

k>0 Dk,∞. 对

于 f ∈ H⊙p, 有 Ip(f) ∈ D∞, 且对于任意的 k > 0, 有

DkIp(f) =


p!

(p− k)!
Ip−k(f), k 6 p,

0, k > p.

由此可以得到如下定理:

定理 2.2 (Stroock 公式 [104]) 设 F ∈ L2(Ω, σ(X),P), 则 F =
∑∞

p=0 Ip(fp). 进一步地, 如果

F ∈ Dn,2, 其中 0 6 n 6 ∞, 则当 n <∞ 时对于任意的 0 6 p 6 n, 或者当 n = ∞ 时对于任意的 p > 0,

都有

fp =
1

p!
E[DpF ]. (2.5)

Stroock公式是 Wiener-Itô混沌分解的深化, 给出了重积分 Ip(fp)核函数 fp 的具体计算方法. 该

公式的表述和证明也可参见文献 [80, 推论 2.7.8] 和 [83, 练习 1.2.6].

2.2 Hermite-Laguerre-Itô 多项式

设 m 和 n 为非负整数, (m,n) 次复 Hermite 多项式 Jm,n(z, ρ) 可以由下面的等式确定:

exp{λz + λz − ρ|λ|2} =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

λ
m
λn

m!n!
Jm,n(z, ρ), λ ∈ C, (2.6)

其中 z = x+ iy ∈ C, ρ > 0. 例如,

J0,0(z, ρ) = 1, Jm,0(z, ρ) = zm, J0,n(z, ρ) = zn,
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J1,1(z, ρ) = |z|2 − ρ, J1,2(z, ρ) = z(|z|2 − 2ρ), J2,1(z, ρ) = z(|z|2 − 2ρ),

J3,1(z, ρ) = z2(|z|2 − 3ρ), J2,2(z, ρ) = |z|4 − 4ρ|z|2 + 3ρ2, J3,2(z, ρ) = z(|z|4 − 6ρ|z|2 + 6ρ2), . . .

Jm,n(z, ρ) 是 exp{λz + λz − ρ|λ|2} 关于变量 λ 和 λ Taylor 展开时 λ
m
λn

m!n! 的系数. 它是关于 (z, z)

的 m+n次多项式,其最高次项为 zmzn. 称 exp{λz+λz−ρ|λ|2}为复 Hermite多项式的生成函数 (参

见文献 [51]).

性质 2.4 (参见文献 [51, 公式 (12.1), 定理 15]) Jm,n(z, ρ) 有如下的表达式:

Jm,n(z, ρ) =
m∧n∑
r=0

(−1)rr!

(
m

r

)(
n

r

)
zm−rzn−rρr,

而且 Jm,n(z, ρ) = Jn,m(z, ρ). 设 dµ = 1
ρπ e

− x2+y2

ρ dxdy, 则 {Jm,n(z) : m,n > 0} 是 L2
C(C, µ) 的一组完备

标准正交基. 当 m ̸= n 时,

Eµ[Jm,n(z, ρ)
2] = Eµ[Jm,n(z, ρ)Jn,m(z, ρ)] = 0.

进一步地, 设 Jm,n(z, ρ) = f + ig, 如果 m ̸= n, 则

∥f∥L2
C(µ)

= ∥g∥L2
C(µ)

, Eµ[fg] = 0.

注 2.1 根据本文作者掌握的文献, 复 Hermite 多项式和公式 (2.6) 最早由 Itô [51] 提出, 并用于

复 Wiener-Itô 重积分的研究. 文献 [23, 定理 2.2] 给出了复 Hermite 多项式与 Laguerre 多项式之间的

联系. 因此, 建议可以将复 Hermite 多项式也称为 Hermite-Laguerre-Itô 多项式.

当 ρ = 2 时, 通常将 Jm,n(z, 2) 记为 Jm,n(z), 并记 dν = 1
2π e

− x2+y2

2 dxdy. 在等式 (2.6) 中令 ρ = 2,

λ = 1
2 (t1 + it2) 和 z = x+ iy, 则

∞∑
m=0

∞∑
n=0

λ̄mλn

m!n!
Jm,n(z) = exp{λz̄ + λ̄z − 2|λ|2} = exp

{
t1x− 1

2
t21

}
exp

{
t2y −

1

2
t22

}

=

∞∑
m=0

∞∑
n=0

tm1 t
n
2

m!n!
Hm(x)Hn(y).

展开 λ̄mλn = 1
2m+n (t1 − it2)

m(t1 + it2)
n (或者 tm1 t

n
2 = in(λ+ λ̄)m(λ̄− λ)n) 并比较系数可以得到如下的

关系式 (参见文献 [23, 推论 2.8]):

性质 2.5 设 z = x+ iy, x, y ∈ R, 则实 Hermite 多项式与复 Hermite 多项式满足如下关系:

Jm,l−m(z) =
l∑

k=0

il−k
∑

r+s=k

(
m

r

)(
l −m

s

)
(−1)l−m−sHk(x)Hl−k(y), (2.7)

Hk(x)Hl−k(y) =
il−k

2l

l∑
m=0

∑
r+s=m

(
k

r

)(
l − k

s

)
(−1)sJm,l−m(z).

因此, {Jk,l(z) : k + l = n} 和 {Hk(x)Hl(y) : k + l = n} 可以张成 L2
C(C, ν) 的同一线性子空间.

关于 Hermite-Laguerre-Itô 多项式更多的性质可以参见文献 [23–25,51].
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2.3 复 Gauss 等距过程、复 Wiener-Itô 混沌分解

首先, 分别记按照通常的方法复化 H 和 L2(Ω) 得到的空间为 HC 和 L2
C(Ω). 设 {ek, k > 1} 是 H

的一组完备标准正交基. 对于 h = f + ig ∈ HC, 其中 f, g ∈ H, 定义

XC(h) := X(f) + iX(g) =
∞∑
k=1

⟨h, ek⟩HCξk. (2.8)

设 h = f + ig, h′ = f ′ + ig′ ∈ HC, 其中 f, g, f ′, g′ ∈ H, 则

⟨h, h′⟩HC = ⟨f + ig, f ′ + ig′⟩HC = (⟨f, f ′⟩H + ⟨g, g′⟩H) + i(−⟨f, g′⟩H + ⟨g, f ′⟩H).

计算可以得到

E[XC(h)XC(h′)] = ⟨h, h′⟩HC .

设 Y = {Y (h) : h ∈ H} 是 H 上与 X 独立同分布的 Gauss 系. 对于 h ∈ HC, 按照与等式 (2.8) 相

同的方式定义 YC(h). 设 ηk = Y (ek), 则 {ηk = Y (ek), k > 1} 与 {ξk, k > 1} 相互独立同分布. 定义

ζk = ξk + iηk, {ζk = ξk + iηk, k > 1} 是相互独立同分布、方差为 2 的复 Gauss 随机变量序列. 本小节

中的定义和性质可参见文献 [24].

定义 2.5 设

Z(h) :=
XC(h) + iYC(h)√

2
=

1√
2

∞∑
k=1

⟨h, ek⟩HCζk, h ∈ HC. (2.9)

称 Z = {Z(h) : h ∈ HC} 为 HC 上的复 Gauss 等距过程 (complex isonormal Gaussian process).

性质 2.6 HC 上的复 Gauss 等距过程 Z = {Z(h) : h ∈ HC} 满足以下性质:

(i) Z 是零均值的, 即对于任意的 h ∈ HC, 有 E[Z(h)] = 0;

(ii) Z 是圆对称的 (circularly-symmetric), 即对于任意的 h, h′ ∈ HC, 有

E[Z(h)2] = 0, E[Z(h)Z(h′)] = ⟨h, h′⟩HC .

利用等式 (2.9)定义复 Gauss等距过程是 Janson在文献 [52,第 1.4小节]中定义复 Gauss-Hilbert

空间 (isometric complex Gaussian Hilbert space) 的方法. 基于此并结合实 Gauss 等距过程的概念, 文

献 [24, 第 2.2 小节] 定义了复 Gauss 等距过程. 关于圆对称的复 Gauss 随机变量的更多性质和应用,

可参见文献 [32, 第 3.7 小节].

定义 2.6 设 m 和 n 为非负整数, 记 Hm,n 为复随机变量族 {Jm,n(Z(h)), h ∈ HC, ∥h∥HC =
√
2}

在 L2
C(Ω) 中的线性闭包. 称闭的线性子空间 Hm,n 是 Z 的 (m,n) 阶复 Wiener-Itô 混沌.

定义 2.7 设 {ek} 是 HC 的一组完备正交基, m = {mk}∞k=1, n = {nk}∞k=1 ∈ Λ, 定义复 Fourier-

Hermite 多项式如下:

Jm,n :=
∞∏
k=1

1√
2mk+nkmk!nk!

Jmk,nk
(
√
2Z(ek)), (2.10)

也称等式 (2.10) 为 Fourier-Hermite-Laguerre-Itô 多项式.

类似于文献 [51, 定理 10, 13.1, 13.2 和公式 (11.6)] 的证明, 可以得到如下性质:

1357



陈慧萍等: 复 Wiener-Itô 混沌分解的一些新进展

性质 2.7 (参见文献 [24, 命题 2.9]) 设 {ek}, m 和 n 如定义 2.7 所给出, 则对于任意的非负整

数 m 和 n, 随机变量族

{Jm,n : |m | = m, |n | = n}

构成 Hm,n(Z) 的一组完备标准正交基.

对张量空间 H⊙m
C ⊗ H⊙n

C 赋予模
√
m!n!∥ · ∥

H
⊗(m+n)
C

. 由性质 2.7 可知, 映射

Im,n

(
symm

( ∞⊗
k=1

e⊗mk

k

)
⊗ symm

( ∞⊗
k=1

ek
⊗nk

))
:=

√
m!n!Jm,n,

是从 H⊙m
C ⊗ H⊙n

C 到 (m,n) 阶复 Wiener-Itô 混沌 Hm,n(Z) 的线性等距同构. 当 m = 0, n = 0 时, I0,0
是从 C 到 C 的恒同映射.

定义 2.8 对于任意的 f ∈ H⊙m
C ⊗ H⊙n

C , 称复随机变量 Im,n(f) 是 f 关于 Z 的 (m,n) 重的复

Wiener-Itô 积分, 简称复 (m,n) 重 Wiener-Itô 积分. 有时也称 Im,n(f) 是 f 关于 Z 的 (m,n) 阶复

Wiener-Itô 混沌.

注 2.2 设 ςk = Z(ek), ς
m ς̄n =

∏
k ς

mk

k ς̄nk

k , 则等式 (2.10) 的右端恰好是 Wick 积 : ςm ς̄n : (参见

文献 [52, 第 31 页, 例 3.31 和 3.32]).

注 2.3 如果 f ∈ H
⊗(m+n)
C , 设 symmm,n(f) 是在文献 [51, 公式 (5.1)] 意义下的对称化张量, 则

symmm,n(f) ∈ H⊙m
C ⊗ H⊙n

C . 定义 Im,n(f) = Im,n(symmm,n(f)) (参见文献 [25, 定义 2.4]).

例 2.1 设 (B1(t))t>0 和 (B2(t))t>0 是独立的 Brown 运动, (ζt =
B1(t)+iB2(t)√

2
)t>0 是复 Brown 运

动. 取 H = L2(R+), HC = L2
C(R+), 则 (ζt)t>0 关于 L2

C(R+) 的复 Gauss 等距过程 Z 可以具体表示如

下: 对于任意的 hC = u+ iv ∈ L2
C(R+), 有

Z(hC) :=

∫ ∞

0

hC(t)dζ(t) =
1√
2

∫ ∞

0

(u(t) + iv(t))d(B1(t) + iB2(t))

=
1√
2

(∫ ∞

0

u(t)dB1(t)−
∫ ∞

0

v(t)dB2(t)

)
+

i√
2

(∫ ∞

0

v(t)dB1(t) +

∫ ∞

0

u(t)dB2(t)

)
∈ L2

C(Ω, σ(B1, B2),P). (2.11)

这实质上就是经典的复 Wiener 积分, 也可以称为复 Itô 积分或复 Wiener-Itô 积分.

对于 Rp+q
+ 上的阶梯函数 (step function)

f =
∑

16i1,i2,...,ip,j1,...,jq6k<∞

ci1,...,ip,j1,...,jqI(ti1−1,ti1 ]×···×(tip−1,tip ]×(tj1−1,tj1 ]×···×(tjq−1,tjq ]
,

其中 0 = t0 < t1 < · · · < tk < ∞, 系数 ci1,...,ip,j1,...,jq ∈ C, 称 f 为去对角线阶梯函数 (off-diagnonal

step function), 如果系数满足

ci1,...,ip,j1,...,jq = 0, 若 (i1, i2, . . . , ip, j1, . . . , jq) 中存在两个元素相等.

则定义 f 关于复 Gauss 等距过程 Z (参见 (2.11)) 的复 (p, q) 重 Wiener-Itô 积分为

Ip,q(f) =
∑

16i1,i2,...,ip,j1,...,jq6k<∞

ci1,...,ip,j1,...,jq

p∏
k=1

(ζtik − ζtik−1)

q∏
l=1

(ζtjl − ζtjl−1).
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对于 f ∈ L2
C(R

p+q
+ ),通过文献 [51, 定理 5],可以得到存在去对角线函数列 fn 在 L2

C(R
p+q
+ )意义下逼近

f , 则定义 f 的复 (p, q) 重 Wiener-Itô 积分为 Ip,q(fn) 的 L2(Ω) 极限, 记为

Ip,q(f) =
∫
Rp+q

+

f(t1, . . . , tp, s1, . . . , sq)dζt1 · · · dζtpdζs1 · · · dζsq . (2.12)

这里需要特别强调如下两点.

(1) 文献 [58, 第 9.6 小节] 的方法可以证明 (2.12) 中定义的重积分与定义 2.8 中定义的关于

symmp,q(f) 的复 (p, q) 重 Wiener-Itô 积分相等. 事实上, 从文献 [50, 51] 出发, 关于实或复正态随

机测度的重积分定义都不需要要求积分核函数对称. 但考虑这些重积分与实或复 Hermite多项式的关

系时, 即等式 (1.2) 或文献 [51, 公式 (13.1)], 积分核自然地就是对称张量的形式或者属于 H⊙m
C ⊗H⊙n

C .

因此, 当利用实或复 Hermite 多项式定义 Gauss 等距过程的重积分时, 就要求在对称张量空间上定义

或者在 f ∈ H⊙m
C ⊗ H⊙n

C 上定义 (参见定义 2.3 和 2.8).

(2) Itô [51] 并没有涉及复 Wiener-Itô 累次积分与重积分之间关系的讨论. Chen 和 Liu 在文献 [25,

例 2.5] 中讨论了随机线性方程

dyt = yt(λdxt + λdxt), y0 = 1, (2.13)

其中 λ ∈ C 是常数, (xt)t>0 是连续共形局部鞅 (参见文献 [95, 定义 2.2]). 方程 (2.13) 的解是指数鞅

yt(λ) = exp{λxt + λxt − |λ|2⟨x, x⟩t}. (2.14)

利用 Hermite-Laguerre-Itô 多项式 (2.6) 展开指数鞅 (2.14), 得到

yt(λ) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

λ
m
λn

m!n!
Jm,n(xt, ⟨x, x⟩t). (2.15)

利用 Picard 迭代求解方程 (2.13), 得到

yt(λ) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

λ
m
λn

∑∫ t

0

∫ tm+n

0

· · ·
∫ t2

0

dCt1dCt2 · · · dCtm+n , (2.16)

其中 0 < t1 < t2 < · · · < tm+n < t, Ct = xt 或者 Ct = xt,
∑
取遍 {1, 2, . . . ,m + n} 中所有使得

Cti1
= xti1 , . . . , Ctin

= xtin 且 j /∈ (i1, . . . , in)时 Ctj = xtj 的 n元组合 (i1, . . . , in). 比较等式 (2.15)和

(2.16) 右端 λ
m
λn 项的系数, 可以发现

Jm,n(xt, ⟨x, x̄⟩t) = m!n!
∑∫ t

0

∫ tm+n

0

· · ·
∫ t2

0

dCt1dCt2 · · · dCtm+n . (2.17)

取 xt =
∫ t

0
f(s)dζs, f = u + iv ∈ L2

C(R+), 则 (xt)t>0 是连续共形 Gauss 鞅. 因此, 依据定义 2.8, 等式

(2.17) 左端就是复 (m,n) 重 Wiener-Itô 积分∫ t

0

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

f(t1)f(t2) · · · f(tm)f(tm+1) · · · f(tm+n)dζt1dζt2 · · · dζtmdζtm+1 · · · dζtm+n .

而等式 (2.17) 右端可以表示为

m!n!
∑∫ t

0

∫ tm+n

0

· · ·
∫ t2

0

f̂(t1)f̂(t2) · · · ̂f(tm+n)dct1dct2 · · · dctm+n , (2.18)
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其中 0 < t1 < t2 < · · · < tm+n < t,
∑
取遍 {1, 2, . . . ,m+ n} 中所有使得 cti1 = ζti1 和 f̂(ti1) = f(ti1),

. . . , ctin = ζtin 和 f̂(tin) = f(tin) 且 j /∈ (i1, . . . , in) 时 ctj = ζtj 和 f̂(tj) = f(tj) 的 n 元组合

(i1, . . . , in). (2.18)中求和的每一项就是复Wiener-Itô累次积分. 因此,等式 (2.17)建立了复 Brown运

动的 Wiener-Itô 重积分与累次积分之间的关系, 进一步完善了复 Wiener-Itô 重积分理论.

性质 2.8 复 Wiener-Itô 重积分有以下性质.

(i) 对于任意的 f ∈ H⊙m
C ⊗ H⊙n

C , 有

Im,n(f) = In,m(h),

其中, h ∈ H⊙n
C ⊗ H⊙m

C 是 f 的反的复共轭 (reverse complex conjugate), 即如果

f =
∑

m,n,|m|=m,|n|=n

am,n

(
symm

( ∞⊗
k=1

e⊗mk

k

)
⊗ symm

( ∞⊗
k=1

e⊗nk

k

))
,

则

h =
∑

m,n,|m|=m,|n|=n

am,n

(
symm

( ∞⊗
k=1

e⊗nk

k

)
⊗ symm

( ∞⊗
k=1

e⊗mk

k

))
.

(ii) 对于任意的 f ∈ H⊙m
C ⊗ H⊙n

C 和 g ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C , 有

E[Im,n(f)Ip,q(g)] =

m!n!⟨f, g⟩
H

⊗(m+n)
C

, m = p, n = q,

0, 其他.

定理 2.3 (复 Wiener-Itô 混沌分解, 参见文献 [24, 定理 3.2]) (i) 对任意的 q > 1, Hm,n 在

L2
C(Ω, σ(X,Y ),P) 中稠密, 其中 σ(X,Y ) = σ({X(h), Y (g) : h, g ∈ H}), 即 σ(X,Y ) 是 Gauss 等距过程

X 和 Y 生成的事件域.

(ii) L2
C(Ω, σ(X,Y ),P) 可以分解成线性子空间 Hm,n 的正交无穷直和, 具体而言,

L2
C(Ω, σ(X,Y ),P) =

∞⊕
m=0

∞⊕
n=0

Hm,n,

即对任意的 F ∈ L2
C(Ω, σ(X,Y ),P), F 可以唯一地展开成

F =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

Im,n(fm,n).

该级数在 L2
C(Ω) 意义下收敛, 其中 f0,0 = E[F ], I0,0(f0,0) = E[F ], fm,n ∈ H⊙n

C ⊗ H⊙m
C 而且被 F 唯一

确定.

定义 2.9 对于任意给定的 m,n, p, q > 0, 对于 i = 0, . . . ,m∧ q, j = 0, . . . , n∧ p, f ∈ H⊙m
C ⊗H⊙n

C

和 g ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C , 称

f
⊗
i,j

g =
∞∑

l1,...,li+j=1

⟨f, el1 ⊗ · · · ⊗ eli ⊗ eli+1 ⊗ · · · ⊗ eli+j ⟩ ⊗ ⟨g, eli+1 ⊗ · · · ⊗ eli+j ⊗ el1 ⊗ · · · ⊗ eli⟩

为 f 和 g 的 (i, j)-次压缩 ((i, j)-th contraction). f
⊗

i,j g 是 H
⊗(m+p−i−j)
C ⊗H

⊗(n+q−i−j)
C 中的元素.约

定 f
⊗

0,0 g = f ⊗ g, 即 f 和 g 的张量积.
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性质 2.9 (参见文献 [19, 定理 2.1] 和 [40, 定理 A.1]) 对于任意给定的 m,n, p, q > 0, f ∈ H⊙m ⊗
H⊙n 和 g ∈ H⊙p ⊗ H⊙q, Im,n(f) 和 Ip,q(g) 的乘积公式为

Im,n(f)Ip,q(g) =
m∧q∑
i=0

n∧p∑
j=0

(
m

i

)(
q

i

)(
n

j

)(
p

j

)
i!j!Im+p−i−j,n+q−i−j(f ⊗i,j g).

2.4 复 Malliavin 分析

设 x1, y1, . . . , xm, ym ∈ R 是 2m 个变量, 定义复变量 zj = xj + iyj , j = 1, . . . ,m, 则通过

g(z1, . . . , zm) = g(x1 + iy1, . . . , xm + iym) = g̃(x1, y1, . . . , xm, ym),

可知存在复值函数 g : Cm → C 与 g̃ : R2m → C 之间的一一对应关系. 称 g ∈ C∞
p (Cm), 如果其对

应的函数 g̃ ∈ C∞
p (R2m). 也就是说, C∞

p (Cm) 是由所有自变量为 2m 维实数的无穷光滑而且其各阶

Wirtinger 偏导数 (其定义见等式 (2.19) 和 (2.20)) 都满足线性增长的复值函数组成的集合. 设 SZ 是

光滑随机变量 G = g(Z(h1), . . . , Z(hm)) 组成的集合, 其中 h1, . . . , hm ∈ HC, m > 1, g ∈ C∞
p (Cm). 设

G ∈ SZ , Chen 和 Liu [25] 分别定义了复 Malliavin 导数算子 D 和 D 如下:

DG =
m∑
j=1

∂jg(Z(h1), . . . , Z(hm))hj ,

DG =
m∑
j=1

∂jg(Z(h1), . . . , Z(hm))hj ,

其中 DG 和 DG 是 L2
C(Ω;HC) 中的元素. 对于复变量 zj = xj + iyj , xj , yj ∈ R, j = 1, . . . ,m,

∂jg =
∂

∂zj
g(z1, . . . , zm) =

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
g̃(x1, y1, . . . , xm, ym), (2.19)

∂jg =
∂

∂zj
g(z1, . . . , zm) =

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
g̃(x1, y1, . . . , xm, ym) (2.20)

是 Wirtinger 导数.

设 p 和 q 为非负整数, G ∈ SZ , 可以归纳地定义 (p, q) 阶复 Malliavin 导数 DpDq
G. 它是一个

取值于 H⊙p
C ⊗ H⊙q

C 的随机变量. 对于任意的 r > 1, 如果 p + q > 1, 则算子 DpDq
G 从 Lr

C(Ω) 到

Lr
C(Ω,H

⊙p
C ⊗ H⊙q

C ) 是可闭的. 定义 Dp,r ∩ D
q,r
为 SZ 在 Sobolev 模

∥G∥rp,q,r =

p∑
i=0

q∑
j=0

E(∥DiDj
G∥r

H
⊗(i+j)
C

)

下的闭包.

性质 2.10 (参见文献 [25, 命题 2.9]) 设 f ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C , 则

Ip,q(f) ∈
∞∩
p=0

∞∩
q=0

∞∩
r=1

(Dp,r ∩ D
q,r

),

而且对于任意的 k > 0, 有

DkIp,q(f) =


p!

(p− k)!
Ip−k,q(f), k 6 p,

0, k > p,
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DkIp,q(f) =


q!

(q − k)!
Ip,q−k(f), k 6 q,

0, k > q.

利用上述性质, 文献 [25, 定理 2.8] 得到了复 Stroock 公式.

定理 2.4 (参见文献 [25, 定理 2.8]) 对于任意的 G ∈ L2
C(Ω, σ(X,Y ),P), 有

G =
∞∑
p=0

∞∑
q=0

Ip,q(gp,q),

其中 gp,q ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C . 进一步地, 如果 G ∈ Dm,2 ∩ D
n,2

, 其中 0 6 m,n 6 ∞, 则当 m < ∞ 时对任
意的 p 6 m, 当 m = ∞ 时对任意的 p > 0, 以及当 n < ∞ 时对任意的 q 6 m, 当 n = ∞ 时对任意的
q > 0, 都有

gp,q =
1

p!q!
E[DpDq

G].

以上相关的定义和性质也可以参见文献 [15, 第 2.3 小节]. 关于复 Malliavin 分析更多的内容, 如

复散度算子和复 Ornstein-Uhlenbeck 半群, 可参见文献 [25]. Chen [18] 利用文献 [100] 中的方法, 通过

其他途径也定义了复 Malliavin 导数.

无穷维空间上复分析的数学理论及其在物理等领域的应用都非常有意义 (参见文献 [31, 73]), 而

且与 Gauss 概率测度有着密切的联系 (参见文献 [62, 111]), 值得随机分析工作者关注.

本小节叙述的复 Malliavin 分析内容也可以认为是无穷维空间上复分析的一种, 但其结论的获得

本质上还是将复值函数作为实 2 维来看待的. 当需要研究更为复杂和深刻的问题时, 目前这些方法与

结论是否还适用? 应该如何去发展复 Malliavin 分析? 这是需要认真思考的问题.

3 复 Wiener-Itô 混沌分解与实 Wiener-Itô 混沌分解之间的关系

3.1 复 Wiener-Itô 重积分与实 Wiener-Itô 重积分之间关系的核表示定理

设 h, f ∈ H, 定义 (h, f) 是 H 和 H 上的 Descartes 积. 设 H⊕ H 是 H 的直和空间, 其上内积自然

地定义为, 对于任意的 hi, fi ∈ H, i = 1, 2, 有

⟨(h1, f1), (h2, f2)⟩H⊕H = ⟨h1, h2⟩H + ⟨f1, f2⟩H.

在此内积下, H⊕ H 为一个 Hilbert 空间. 定义 H⊕ H 上的 Gauss 等距过程如下:

W = {W (h, f) = X(h) + Y (f) : h, f ∈ H}, (3.1)

其中, X 和 Y 是 H 上两个独立同分布的 Gauss 等距过程. 记 Hn(W ) 为 W 的 n 阶 Wiener-Itô 混沌.

对于任意的 0 < θn < · · · < θ0 < π, 定义 (n+ 1)× (n+ 1) 矩阵

M = M(θ0, . . . , θn) =



(sin θ0)
n

(
n
1

)
(sin θ0)

n−1 cos θ0 . . .
(

n
n−1

)
sin θ0(cos θ0)

n−1 (cos θ0)
n

(sin θ1)
n

(
n
1

)
(sin θ1)

n−1 cos θ1 · · ·
(

n
n−1

)
sin θ1(cos θ1)

n−1 (cos θ1)
n

...
...

. . .
...

...

(sin θn)
n

(
n
1

)
(sin θn)

n−1 cos θn . . .
(

n
n−1

)
sin θn(cos θn)

n−1 (cos θn)
n


.
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定理 3.1 (参见文献 [24, 定理 3.2]) 设 f, g, f̃ , g̃ ∈ H 满足 ∥f∥2H + ∥g∥2H = 1, ∥f̃∥2H + ∥g̃∥2H = 1, 则

对于任意的 θ ∈ R, 有

Hn(X(f) + Y (g)) + iHn(X(f̃) + Y (g̃)) =
n∑

k=0

dk(Jk,n−k(Z(h)) + iJk,n−k(Z(h̃))),

其中 h =
√
2eiθ(f − ig), h̃ =

√
2eiθ(f̃ − ig̃),

dk =
1

2n

∑
r+s=k

(−1)s
n∑

l=0

(
n

l

)(
l

r

)(
n− l

s

)
(cos θ)l(i · sin θ)n−l.

设 h ∈ HC 满足 ∥h∥HC =
√
2, 则

Jk,n−k(Z(h)) =

n∑
i=0

c̃iHn(X(fi) + Y (gi)), (3.2)

其中 fi + igi =
1√
2
eiθi h̄,

c̃i =
n∑

j=0

M−1
j,i i

n−k
∑

r+s=j

(
k

r

)(
n− k

s

)
(−1)n−k−s. (3.3)

这说明 Hn(W ) 的复化满足

HC
n(W ) := Hn(W ) + iHn(W ) =

⊕
k+l=n

Hk,l(Z).

定理 3.2 (核函数的存在性,参见文献 [24,定理 3.3]) 设 φ ∈ H⊙m
C ⊗H⊙n

C 和 F = Im,n(φ) = U+iV ,

则存在实的 u, v ∈ (H⊕ H)⊙(m+n) 使得

U = Im+n(u), V = Im+n(v),

其中 Ip(g) 是 g 关于 W 的 p 重实 Wiener-Itô 积分. 如果 m ̸= n, 则

E[U2] = E[V 2], E[UV ] = (m+ n)!⟨u, v⟩(H⊕H)⊗(m+n) = 0.

虽然定理 3.1 的证明是非平凡的, 但首先可以通过分析 Hermite 多项式的性质 2.3 与 Hermite-

Laguerre-Itô 多项式的性质 2.5 得到 (m,n) 阶复混沌与 m + n 阶实混沌之间在代数结构上的内在关

系. 具体而言, 一方面, 性质 2.5 的等式 (2.7) 可以简写为

Jm,l−m(z) =
l∑

k=0

akHk(x)Hl−k(y) + i
l∑

k=0

bkHk(x)Hl−k(y).

另一方面,如果
∑l

k=0 akHk(x)Hl−k(y) = Hl(x+y),则利用W 上 l阶混沌 Hl(W )的定义或Wiener-Itô

重积分的定义 (参见定义 2.2 和 2.3 及等式 (3.1)), 可得

l∑
k=0

akHk(X(f))Hl−k(Y (g)) = Hl(W (f, g)),
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即 Jm,l−m(Z(h)) 的实部可以表示为一个 l 阶实混沌. 然而, 这显然不一定成立. 但由性质 2.3, 并注意

到如果 N1 与 N2 相互独立且服从标准正态分布 N (0, 1), 则 N1 cos θ +N2 sin θ 也服从 N (0, 1). 因此,

设法找到 c̃k = ãk + ib̃k, 使得

Jm,l−m(z) =

l∑
k=0

ãkHl(x cos θk + y sin θk) + i

l∑
k=0

b̃kHl(x cos θk + y sin θk).

则由 Hl(W ) 的定义可得定理 3.1 中的等式 (3.2). 因此, 问题的关键是证明 c̃k 的存在性. 最终化归为

求解一个关于矩阵M(θ0, . . . , θn) 的线性方程, 即 c̃k 可以表示成等式 (3.3) 的形式.

事实上,定理 3.2是定理 3.1的推论.由以上分析可以看出,确定 c̃k 需要依赖于参数 (θ0, . . . , θn)的

选取, 而使得M 可逆的这组参数并不唯一. 因此, 定理 3.2 明确指出, 对于复 (m,n) 重 Wiener-Itô 积

分 Im,n(φ),存在实的核函数 u和 v,使得 Im,n(φ)的实部和虚部可以分别表示为 Im+n(u)和 Im+n(v),

但并没有给出核函数 u 和 v 的唯一性. 同时, c̃k 具体表示的非唯一性和计算的复杂性也使得这一定

理的应用受到一定的限制.

设 {ek = e1k + ie2k}k>1 是 HC 的一组完备正交基, 满足 ∥ek∥2HC
= ∥e1k∥2H + ∥e2k∥2H = 2. 设 u1,0(k) =

1√
2
(e1k,−e2k) 和 v1,0(k) =

1√
2
(e2k, e

1
k), 文献 [15, 引理3.1] 证明了 {u1,0(k), v1,0(k)}k>1 是 H⊕H 的完备正

交基. 将 ek, e
1
k, e

2
k, u1,0(k) 和 v1,0(k) 代入等式 (3.2), 计算得到

Jk,n−k(Z(e1)) =
n∑

j=0

cjHj(ReZ(e1))Hn−j(ImZ(e1))

=

n∑
j=0

cj

n∑
l=0

(M−1)jlHn(W (cos θlu1,0(1) + sin θlv1,0(1))),

其中 cj =
∑

r+s=j

(
k
r

)(
n−k
s

)
ik−r(−i)n−k−s.

文献 [15] 进一步细致计算上式, 得到

n∑
l=0

(M−1)jlHn(W (cos θlu1,0(1) + sin θlv1,0(1)))

=
n∑

l=0

(M−1)jlIn((cos θlu1,0(1) + sin θlv1,0(1))
⊗n)

=
n∑

l=0

(M−1)jlIn

( n∑
r=0

(
n

r

)
(cos θl)

r(sin θl)
n−ru1,0(1)

⊗r ⊗ v1,0(1)
⊗(n−r)

)

=
n∑

r=0

n∑
l=0

(M−1)jlMlrIn(u1,0(1)
⊗r ⊗ v1,0(1)

⊗(n−r))

=

n∑
r=0

(M−1M)jrIn(u1,0(1)
⊗rv1,0(1)

⊗(n−r))

= In(u1,0(1)
⊗j ⊗ v1,0(1)

⊗(n−j)).

这表明,对于 Jk,n−k(Z(e1)),等式 (3.2)右端的表示式实质上是唯一的,与参数 (θ0, . . . , θn)的选取

无关. 因此利用实和复 Wiener-Itô 重积分的定义, 可以总结出如下引理:

引理 3.1 (参见文献 [15, 引理 3.4]) 设 e1 = e11 + ie21 ∈ HC 满足 ∥e1∥HC =
√
2, 则

Ip,q(e⊗p
1 ⊗ e1

⊗q) =

p+q∑
j=0

∑
r+s=j

(
p

r

)(
q

s

)
ip−r(−i)q−sIp+q(u1,0(1)

⊗j ⊗ v1,0(1)
⊗(p+q−j)),
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其中

u1,0(1) =
1√
2
(e11,−e21), v1,0(1) =

1√
2
(e21, e

1
1),

Ip+q(·) 是关于 W 的实 p+ q 重 Wiener-Itô 积分.

设整数 p 和 q 满足 p > 0, q > 0 和 p+ q > 0. 设 p = {pk}∞k=1 和 q = {qk}∞k=1 ∈ Λ, 满足 |p| = p

和 |q | = q. 为了简化表达式, 令

ak,j :=
∑

r+s=j

(
pk
r

)(
qk
s

)
ipk−r(−i)qk−s.

对于满足 j 6 p+q 的 j = {jk}∞k=1 ∈ Λ,乘积
∏∞

k=1 ak,jk 是复数. 定义 u(p, q), v(p, q) ∈ (H⊕H)⊙(p+q)

如下:

u(p, q) =
∑

j6p+q

Re

( ∞∏
l=1

al,jl

)
symm

( ∞⊗
k=1

(u1,0(k)
⊗jk ⊗ v1,0(k)

⊗(pk+qk−jk))

)
,

v(p, q) =
∑

j6p+q

Im

( ∞∏
l=1

al,jl

)
symm

( ∞⊗
k=1

(u1,0(k)
⊗jk ⊗ v1,0(k)

⊗(pk+qk−jk))

)
.

利用引理 3.1, 得到如下性质:

性质 3.1 (参见文献 [15, 命题 3.5]) 设 p = {pk}∞k=1, q = {qk}∞k=1 ∈ Λ, 其中 |p| = p, |q | = q, 则

Ip,q
(
symm

( ∞⊗
k=1

e⊗pk

k

)
⊗ symm

( ∞⊗
k=1

ek
⊗qk

))
= Ip+q(u(p, q)) + iIp+q(v(p, q)),

其中 Ip+q(·) 是关于 W 的 p+ q 重 Wiener-Itô 积分.

对于任意的 f ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C , 存在唯一的序列

{c(p; q) : p, q ∈ Λ, |p| = p, |q | = q} ⊆ C,

使得
∑

p,q∈Λ,|p|=p,|q |=q |c(p; q)|2 <∞, 并且

f =
∑

p,q∈Λ,|p|=p,|q |=q

c(p; q)symm

( ∞⊗
k=1

e⊗pk

k

)
⊗ symm

( ∞⊗
k=1

ek
⊗qk

)
. (3.4)

在性质 3.1 基础上, 利用逼近的方法, 得到如下的实部和虚部核函数的表示唯一性定理.

定理 3.3 (核函数表示唯一性定理 I, 参见文献[15, 定理 3.3]) 设 f ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C 具有展开式

(3.4), 则 Ip,q(f) 具有如下的唯一表达形式:

Ip,q(f) =
∑

p,q∈Λ,|p|=p,|q |=q

Ip+q(Re(c(p; q))u(p, q)− Im(c(p; q))v(p, q))

+ i
∑

p,q∈Λ,|p|=p,|q |=q

Ip+q(Im(c(p; q))u(p, q) + Re(c(p; q))v(p, q)), (3.5)

其中 Ip+q(·) 为关于 W 的 p+ q 重 Wiener-Itô 积分.

在实际的模型应用中, 更希望得到可以计算的核表示公式. 在文献 [51, 定理 9] 中, Itô 对于复

Gauss 随机测度的多重随机积分给出了如下的递推关系: 设 p, q > 1, 则

Ip,q(f)I1,0(g) = Ip+1,q(f ·g) + Ip,q−1(f ◦ g),
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Ip,q(f)I0,1(g) = Ip,q+1(f · g) + Ip−1,q(f◦g),

其中,

f ·g(t1, . . . , tp+1; s1, . . . , sq) = f(t1, . . . , tp; s1, . . . , sq)g(tp+1),

f · g(t1, . . . , tp; s1, . . . , sq+1) = f(t1, . . . , tp; s1, . . . , sq)g(sq+1),

f◦g(t1, . . . , tp−1; s1, . . . , sq) =

p∑
k=1

∫
f(t1, . . . , tk−1, t, tk+1, . . . , tp−1; s1, . . . , sq)g(t)dm(t),

f ◦ g(t1, . . . , tp; s1, . . . , sq−1) =

q∑
k=1

∫
f(t1, . . . , tp; s1, . . . , sk−1, s, sk, . . . , sq−1)g(s)dm(s).

受此启发, 设 k = (k1, k2, . . .) 和 j = (j1, j2, . . .), 记

Ip,q(k , j ) := Ip,q(symm(ek1 ⊗ · · · ⊗ ekp)⊗ symm(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq )) = Ip,q(ek1 ⊗ · · · ⊗ ekp ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq )

和

up,q(k , j ) := up,q(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq), vp,q(k , j ) := vp,q(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq),

其中 up,q(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq), vp,q(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq) ∈ (H⊕ H)⊙(p+q) 可以通过如下关系递归定义:

u0,1(j) = u1,0(j), v0,1(j) = −v1,0(j),

up,q(k , j ) = up−1,q(k , j ) ⊗̃u1,0(kp)− vp−1,q(k , j ) ⊗̃ v1,0(kp)

= up,q−1(k , j ) ⊗̃u0,1(jq)− vp,q−1(k , j ) ⊗̃ v0,1(jq),

vp,q(k , j ) = up−1,q(k , j ) ⊗̃ v1,0(kp) + vp−1,q(k , j ) ⊗̃u1,0(kp)

= up,q−1(k , j ) ⊗̃ v0,1(jq) + vp,q−1(k , j ) ⊗̃u0,1(jq).

也就是说, up,q(k , j )和 vp,q(k , j )是递归定义的,可以一步通过计算得到,而且可以证明它们是良定的.

因此进一步得到如下定理:

定理 3.4 (参见文献 [15, 定理 3.7]) 对于 p > 0, q > 0, p+ q > 0, 可以得到

Ip,q(k , j ) = Ip+q(up,q(k , j )) + iIp+q(vp,q(k , j )),

其中 Ip+q(·) 是关于 W 的 p+ q 重 Wiener-Itô 积分.

这表明 Ip,q(k , j ) 的实部和虚部都可以表示成实的 p + q 重 Wiener-Itô 积分, 而且积分核可以通

过递归的方式计算出来.

进一步地, 利用定理 3.4 和逼近的想法, 还可以得到定理 3.3 的另一种表现形式.

设 {ek}k>1 是 HC 的完备正交基, 满足 ∥ek∥HC =
√
2, 则对于任意的 f ∈ H⊙p

C ⊗ H⊙q
C , 存在唯一的

序列

{bp,q(k , j ) := b(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq) : 1 6 k1 6 · · · 6 kp, 1 6 j1 6 · · · 6 jq} ⊆ C,

使得
∑

16k16···6kp,16j16···6jq
|bp,q(k , j )|2 <∞, 并且

f =
∑

16k16···6kp,16j16···6jq

bp,q(k , j )(symm(ek1 ⊗ · · · ⊗ ekp)⊗ symm(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq )). (3.6)
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定理 3.5 (核函数表示唯一性定理 II, 参见文献 [15, 定理3.9]) 设 f ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C 具有展开式

(3.6), 则 Ip,q(f) 具有如下唯一的表达式:

Ip,q(f) =
∑

16k16···6kp,16j16···6jq

Ip+q(Re(bp,q(k , j ))up,q(k , j )− Im(bp,q(k , j ))vp,q(k , j ))

+ i
∑

16k16···6kp,16j16···6jq

Ip+q(Im(bp,q(k , j ))up,q(k , j ) + Re(bp,q(k , j ))vp,q(k , j )), (3.7)

其中 Ip+q(·) 是关于 W 的 p+ q 阶 Wiener-Itô 重积分.

注 3.1 比较 f 的展开式 (3.4) 和 (3.6), 设 p, q ∈ Λ 满足 |p| = p, |q | = q. p 和 q 不为 0 的分量

分别记为 pj1 , . . . , pjm 和 ql1 , . . . , qln , 则

m∑
k=1

pjk = p,
n∑

k=1

qlk = q.

定义

(k1, . . . , kp) = (j1, . . . , j1︸ ︷︷ ︸
pj1

, . . . , jm, . . . , jm︸ ︷︷ ︸
pjm

), (j1, . . . , jq) = (l1, . . . , l1︸ ︷︷ ︸
ql1

, . . . , ln, . . . , ln︸ ︷︷ ︸
qln

).
(3.8)

于是,

c(p; q) = b(k1, . . . , kp; j1, . . . , jq) =: bp,q(k , j ),

其中 (k1, . . . , kp) 和 (j1, . . . , jq) 在 (3.8) 中给出. 而且当 p 和 q 取遍 {p, q ∈ Λ, |p| = p, |q | = q} 时,

k1, . . . , kp, j1, . . . , jq 取遍 {1 6 k1 6 · · · 6 kp, 1 6 j1 6 · · · 6 jq}.
这说明, 在 (3.5) 和 (3.7) 中 Ip,q(f) 的实部和虚部的 p+ q 重实 Wiener-Itô 积分的积分核表示是

一致的, 只是求和顺序不同.

注 3.2 定理 3.5是文献 [15,定理 3.9]的修订版本. 事实上,因为 f ∈ H⊙p
C ⊗H⊙q

C ,而 symm(ek1 ⊗
· · · ⊗ ekp) 和 symm(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ) 都是对称张量, 所以 f 的展开式应该表示成等式 (3.6) 右端求和的

形式, 而不是文献 [15, 公式 (3.11)] 展开式右端的求和形式; 同样在 Ip,q(f) 的实部和虚部的表示式中,

求和应该是等式 (3.7) 右端的形式, 而不是文献 [15, 定理 3.9] 中的求和形式.

但文献 [15, 定理 3.9] 的证明方法仍然适用, 基于定理 3.4 (或文献 [15, 定理 3.9]), 利用逼近, 可以

证明定理 3.5.

定理 3.4和 3.5中的表示式依赖于 f 关于 HC 的某组标准正交基的具体展开形式. 利用复 Stroock

公式和复 Malliavin 导数与实 Malliavin 导数之间的关系, 还可以给出另一种计算 Ip,q 实部和虚部重
积分表示式中核函数的方法.

在第 2.4小节中,对于 HC 上的复 Gauss等距过程 Z,引入了复 Malliavin微分算子 D 和 D. 对于

H⊕H 上的 Gauss 等距过程 W , 考虑实 Malliavin 微分算子 D. 设 F ∈ D1,p, DF ∈ Lp(Ω;H⊕H), 则可

以记 DF = (D1F,D2F ). 特别地, 对于

F = f(W (h1, f1), . . . ,W (hn, fn)),

其中 (h1, f1), . . . , (hn, fn) ∈ H ⊕ H, n > 1 且 f ∈ C∞
p (Rn), D1F 和 D2F 是具有如下形式的 H- 值随

机元:

D1F =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(W (h1, f1), . . . ,W (hn, fn))hi, D2F =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(W (h1, f1), . . . ,W (hn, fn))fi.
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进而若 F ∈ Dk,p, k > 2, 则 DkF = (D1, D2)
⊗kF ∈ Lp(Ω; (H⊕ H)⊗k).

与经典的 Wirtinger 导数类似, 文献 [15, 定理 3.11] 证明了

D =
D1 − iD2√

2
, D =

D1 + iD2√
2

. (3.9)

对于 F ∈ L2
C(Ω, σ(Z),P), 利用复混沌分解定理 2.3, 3.3 或 3.5, 得到

F =

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Ip,q(fp,q) =
∞∑
p=0

∞∑
q=0

Ip+q(up,q) + i

∞∑
p=0

∞∑
q=0

Ip+q(vp,q),

其中 Ip+q(·) 是关于 W 的 p + q 重 Wiener-Itô 积分, up,q, vp,q ∈ (H ⊕ H)⊙(p+q) 分别是 Ip,q(fp,q) 实部
和虚部的积分核, 则 ReF 和 ImF 可以唯一地展开为如下的级数形式:

ReF =
∞∑

n=0

In(fn), fn =
n∑

p=0

up,n−p,

ImF =

∞∑
n=0

In(gn), gn =

n∑
p=0

vp,n−p.

利用 (3.9) 和实 Wiener-Itô 重积分的 Stroock 公式 (2.5), 得到如下的广义 Stroock 公式. 通过该公式

可以计算出 fn 和 gn 的表达式.

性质 3.2 (广义 Stroock 公式, 参见文献 [15, 命题 3.13]) 对于 m > 0, 设 F ∈ Dm,2 ∩D
m,2

, 其实

部 ReF =
∑∞

n=0 In(fn), 虚部 ImF =
∑∞

n=0 In(gn), 其中 fn, gn ∈ (H ⊕ H)⊙n, In(·) 是关于 W 的 n 阶

Wiener-Itô 重积分, 则对于任意的 n 6 m, fn 和 gn 可以唯一地通过如下广义 Stroock 公式确定:

fn + ign =
1

n!
2−

n
2 E[(D +D, i(D −D))⊗nF ].

推论 3.1 (参见文献 [15, 推论 3.14]) 设 f ∈ H⊙p
C ⊗ H⊙q

C , 则 F = Ip,q(f) 具有如下唯一的表示:

Ip,q(f) = Ip+q(u) + iIp+q(v),

其中 Ip+q(·) 是关于 W 的 p+ q 阶 Wiener-Itô 重积分, u, v ∈ (H⊕ H)⊙(p+q) 通过如下广义 Stroock 公

式唯一确定:

u+ iv =
1

(p+ q)!
2−

p+q
2 (D +D, i(D −D))⊗(p+q)F.

以上结论说明 Ip,q(f) 的实部和虚部分别是实 p + q 重 Wiener-Itô 积分 Ip+q(u) 和 Ip+q(v), 并且

给出积分核 u 和 v 表达式的计算方法. 与以上积分核表示方向相反, 一个自然而有趣的问题是, 形如

Ip(g1) + iIp(g2) 的复随机变量, 其中 g1, g2 ∈ (H⊕H)⊙p, 是否可以表示成复 Wiener-Itô 重积分的形式?

文献 [15, 第 4 节] 给出了详尽的结果, 不但得到

Ip(g1) + iIp(g2) =

p∑
l=0

Il,p−l(g̃l,p−l),

其中 g̃l,p−l ∈ H⊙l
C ⊗ H

⊙(p−l)
C , 0 6 l 6 p (参见文献 [15, 定理 4.1]), 而且给出积分核 g̃l,p−l 表示式的计算

方法 (参见文献 [15, 定理 4.3 和 4.4]).

综合以上结论, 可以给出如下的复 Wiener-Itô 混沌分解:

1368



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 7 期

定理 3.6 (复 Wiener-Itô 混沌分解, 参见文献 [51, 定理 11]、[37, 定理 6.3] 和 [24, 定理 3.3])

L2
C(Ω, σ(Z),P) 有如下的直和分解:

L2
C(Ω, σ(Z),P) =

∞⊕
p=0

∞⊕
q=0

Hp,q(Z) =

∞⊕
p=0

⊕
k+l=p

Hk,l(Z) =

∞⊕
p=0

(Hp(W ) + iHp(W )). (3.10)

文献 [15, 注 4.5] 给出了复 Wiener-Itô 混沌分解 (3.10) 中每一个等式的出处和简要的发展过程.

以上抽象结论在复 Gauss 随机测度和复 (分数) Brown 运动下的具体表述形式可参见文献 [15, 18, 21,

24,25,51].

事实上,无论实Wiener-Itô混沌分解还是复Wiener-Itô混沌分解都与 Ornstein-Uhlenbeck算子的

特征值和特征子空间有着密切的关系, 可参见文献 [15, 18,23–25,36,42,48,50,51,80,83,84,100] 相关章

节获得更多这方面的结论.

3.2 相关应用的一些讨论

第 3.1小节对复Wiener-Itô混沌与实Wiener-Itô混沌之间的关系进行了刻画,建立了复随机重积

分与实随机重积分之间的桥梁. 这为研究复 Wiener-Itô 混沌及其应用提供了一个新的视角, 即可以将

复 Wiener-Itô 混沌或复 Wiener-Itô 重积分看作实 2 维 Wiener-Itô 混沌或实 Wiener-Itô 重积分, 从而

可以利用实随机重积分已有的丰富成果来处理复随机积分的问题.一个典型的例子是复四阶矩定理的

证明, 第 4 节将详尽地分析这一问题.

文献 [15, 命题 3.5 和推论 3.14] 提供的两种计算复 Wiener-Itô 重积分的实部和虚部重积分核函

数的路径, 拓展了上述想法应用的广度. 例如, 文献 [15, 推论 3.10] 考虑了复随机变量 Ip,q(ek1 ⊗ · · · ⊗
ekp ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ) (=: F1 + iF2) 密度函数的存在性. 其基本的想法是, 将上述复 Wiener-Itô 重积分

作为 2 维实 Wiener-Itô 重积分 (F1, F2), 利用 Nualart 等关于 2 维实随机重积分密度函数存在的充要

条件 (参见文献 [76, 定理 3.1] 和 [88, 定理 3]), 通过文献 [15, 命题 3.5] (即性质 3.1), 计算出 DF1 和

DF2 几乎必然线性独立的充要条件, 从而给出 F1 + iF2 密度存在的一个简洁充要条件.

例如, 当考虑复时空白噪声驱动的复随机 Ginzburg-Landau 方程∂tu = (i + µ)∆u− ν|u|2u+ τu+ ξ, t > 0, x ∈ Td, d > 2,

u(0, ·) = u0

重整化解的适定性时, 首要步骤是得到复随机热方程 (也称为具有色散的随机热方程 (stochastic heat

equation with dispersion))

∂tZ = ((i + µ)∆− 1)Z + ξ, t > 0, x ∈ Td

平稳解 (stationary solution) 的适定性和时空正则性. 在上述两个方程中, µ > 0, ν, τ ∈ C, Re ν > 0, ξ

为复的时空白噪声 (其定义参见文献 [15, 附录]). 设 k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, 定义 |k| =
√
k21 + · · ·+ k2d,

ρk = 1 + 4π2µ|k|2, θk = 4π2|k|2. 文献 [15, 第 5 节] 中的计算表明

Zt =
∑
k∈Zd

I1,0(ft,k(·))e2πik·x =: X + iY,

其中,

ft,k(s) := I(−∞,t](s)e
−(ρk+iθk)(t−s), s ∈ R.
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利用文献 [15, 定理 3.7] 和 [15, 推论 3.14], 得到

Xt :=
∑
k∈Zd

I1(ut,k(·))e2πik·x, Yt :=
∑
k∈Zd

I1(vt,k(·))e2πik·x

以及

ut,k(s) + ivt,k(s) =

 D +D

i(D −D)

 I1,0(ft,k(s)) =

ft,k(s)

ift,k(s)


= I(−∞,t](s)e

ρk(t−s)

cos(θk(t− s))

sin(θk(t− s))

+ i

− sin(θk(t− s))

cos(θk(t− s))

 .

从而可以借助文献 [72, 命题 5], 得到 I1(ut,k(s)) 和 I1(vt,k(s)) 的时空正则性估计, 进而得到 Z 的适定

性和时空正则性估计 (具体计算和估计参见文献 [15, 第 5 节]).

下面给出广义 Stroock 公式应用的一个新例子.

例 3.1 1962 年, Arató 等 [4] 引入复 Ornstein-Uhlenbeck 方程来研究 Chandra 摆动. 在这个例

子中, 讨论由复分数 Brown 运动驱动的复 Ornstein-Uhlenbeck 方程的参数估计问题. 设 βt = (B1
t +

iB2
t )/

√
2, 其中 (B1

t , B
2
t )t>0 是 Hurst 指数 H ∈ [12 ,

3
4 ) 的 2 维分数 Brown 运动. 分数 Brown 运动驱动

的复 Ornstein-Uhlenbeck 方程定义为

dZt = −γZtdt+ dβt, t > 0, (3.11)

其中 Z0 = 0, γ = λ− iθ ∈ C, λ > 0.

通过极小化
∫ T

0
|Żt + γZt|2dt, 可以得到 γ 的最小二乘估计:

γ̂T = −
∫ T

0
Z̄tdZt∫ T

0
|Zt|2dt

= γ −
∫ T

0
Z̄tdβt∫ T

0
|Zt|2dt

.

Chen 等 [21] 讨论了统计量 γ̂T 的渐近正态性. 记
√
T (γ̂T − γ) 的分子为 FT , 他们首先得到了 FT

依分布收敛到复 Gauss 随机变量, 注意到
√
T (γ̂T − γ) 的分母几乎处处收敛到一个常数, 由此完成了

证明.

现在, 利用推论 3.1, 可以显式写出 FT 实部和虚部的积分核函数, 因此可以进一步研究 FT 更为

精细的渐近行为. 在此将讨论 FT 的 Berry-Esséen 型上界估计. 事实上, 这个上界估计也蕴含了 FT 的

渐近正态性. 注意到 FT 是复 (1, 1)重Wiener-Itô积分,则推论 3.1不但表明其实部和虚部都是实 2重

Wiener-Itô 积分, 而且可以分别显式计算出实部和虚部的积分核. 进一步地, 利用文献 [80, 引理 5.2.4

和定理 6.2.2], 可以得到 FT 的 Berry-Esséen 型上界. 下面给出详细的计算过程.

设 αH = H(2H − 1), Γ(x) =
∫∞
0
tx−1e−tdt, x > 0, 以及 Z ∼ N (0,C) 是复 Gauss 随机变量, 其协

方差矩阵为

C =
1

2

σ2 + c b

b σ2 − c

 ,

其中 σ2 和 c+ ib 分别定义如下:

σ2 =


1

2λ
, H =

1

2
,

αH
Γ(2H − 1)

2λ

(
1

γ4H−2
+

1

γ̄4H−2

)(
Γ(2H − 1) +

2Γ(3− 4H)Γ(4H − 2)

Γ(2− 2H)

)
, H ∈

(
1

2
,
3

4

]
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和

c+ ib =


0, H =

1

2
,

αH
2Γ(2H − 1)

γ̄4H−1

(
Γ(2H) +

Γ(3− 4H)Γ(4H − 1)

Γ(2− 2H)

)
, H ∈

(
1

2
,
3

4

]
.

设 CT 为 (ReFT , ImFT ) 的协方差矩阵. 由文献 [21, 引理 3.5] 得到

lim
T→∞

E[|FT |2] = σ2, lim
T→∞

E[F 2
T ] = c+ ib.

这说明 limT→∞ det(CT ) = det(C),其中 det(·)表示矩阵的行列式. 注意到 C可逆,则对于充分大的 T ,

CT 也可逆. 设 F̃T 是复随机变量, 其实部和虚部为

(ReF̃T , ImF̃T )
T = C

1
2C

− 1
2

T (ReFT , ImFT )
T,

其中 (·)T 表示矩阵的转置. 例 3.1 的主要结论如下:

性质 3.3 存在仅依赖于 γ 和 H 的常数 c(γ,H), 使得对于充分大的 T , 复随机变量 F̃T 与 Z 之

间的 1-Wasserstein 距离满足

dW (F̃T , Z) 6
c(γ,H)

Tκ
, 其中 κ =



1

2
, H ∈

[
1

2
,
5

8

)
,

1

2
− ϵ, H =

5

8
, ∀ ϵ > 0,

3− 4H, H ∈
(
5

8
,
3

4

)
.

注 3.3 虽然在性质 3.3 中得到了 FT 的 Berry-Esséen 型上界, 但统计量
√
T (γ̂T − γ) 的精细渐

近性质才是这一专题中众所关注的问题. 实际上, 即使在实一维情形中, 这个问题也是具有挑战性的,

例如在文献 [43,第 7.2小节]中, Hu等考虑了一维实 Ornstein-Uhlenbeck方程相关统计量的渐近性质,

也仅能证明对应的 FT 的密度收敛性. 对统计量
√
T (γ̂T − γ) 本身更精确的渐近分析是一个值得探讨

的问题.

在该例中, 定义 H 如下: 当 H = 1
2 时, 设 H := L2(R+); 当 H ∈ ( 12 ,

3
4 ) 时, 设

H :=

{
f

∣∣∣∣ f : R+ → R, ∥f∥2H :=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(s)f(t)φ(s, t)dsdt <∞
}
,

其中 φ(s, t) = αH |s− t|2H−2, 内积定义为

⟨f, g⟩H =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

f(s)g(t)φ(s, t)dsdt.

按照通常方式复化 H, 并记为 HC.

由 (3.11) 可知, FT 是关于 (βt)t>0 的复 (1, 1) 重 Wiener-Itô 积分, 其具体形式为

FT =
1√
T

∫ T

0

Z̄tdβt =
1√
T

∫ T

0

∫ T

0

e−γ̄(t−s)I{06s6t6T}dβtdβ̄s = I1,1(ψT (t, s)),

其中

ψT (t, s) =
1√
T
e−γ̄(t−s)I{06s6t6T} ∈ HC ⊗ HC.

在证明性质 3.3 之前, 先给出如下的性质:
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性质 3.4 对于任意的 f ∈ HC ⊗ HC, I1,1(f) 具有如下唯一的表示式:

I1,1(f) = I2(u) + iI2(v),

其中 I2(·) 是关于 H⊕ H 上的实等距 Gauss 过程的 2 重 Wiener-Itô 积分, u, v ∈ (H⊕ H)⊙2 满足

u(t, s) + iv(t, s) =
1

4


f(t, s) + f(s, t)

i(f(t, s)− f(s, t))

−i(f(t, s)− f(s, t))

f(t, s) + f(s, t)

 . (3.12)

这一性质不仅仅局限于当下的例子,对一般的 Hilbert空间 H以及 f ∈ HC⊗HC,该性质对 I1,1(f)
都成立.

证明 直接计算得

(D + D̄, i(D − D̄))⊗2 =

 D + D̄

i(D − D̄)

⊗

 D + D̄

i(D − D̄)



=


(D + D̄)(D + D̄)

i(D − D̄)(D + D̄)

i(D + D̄)(D − D̄)

−(D − D̄)(D − D̄)

 =


D2 +DD̄ + D̄D + D̄2

i(D2 +DD̄ − D̄D − D̄2)

i(D2 −DD̄ + D̄D − D̄2)

−D2 +DD̄ + D̄D − D̄2

 .

由推论 3.1 和等式 D2I1,1(f) = D̄2I1,1(f) = 0 得到

u(t, s) + iv(t, s) =
1

4
(D + D̄, i(D − D̄))⊗2I1,1(f)

=
1

4


DD̄ + D̄D

i(DD̄ − D̄D)

i(−DD̄ + D̄D)

DD̄ + D̄D

 I1,1(f) =
1

4


f(t, s) + f(s, t)

i(f(t, s)− f(s, t))

−i(f(t, s)− f(s, t))

f(t, s) + f(s, t)

 .

证毕.

注 3.4 对于 d > 1, n > 1,基于文献 [83,第 23页]中关于 f ∈ (L2(R+,Rd))⊗n 对称化的定义,自

然地推导出 g(t, s) ∈ (H⊕ H)⊗2 的对称化 g̃(t, s) ∈ (H⊕ H)⊙2, 即

g(t, s) =


g1(t, s)

g2(t, s)

g3(t, s)

g4(t, s)

 , g̃(t, s) =
1

2


g1(t, s) + g1(s, t)

g2(t, s) + g3(s, t)

g3(t, s) + g2(s, t)

g4(t, s) + g4(s, t)

 . (3.13)

由此可得 (3.12) 中定义的 u 和 v 属于 (H⊕ H)⊙2.
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由性质 3.4 和文献 [80, 引理 5.2.4 和定理 6.2.2] 可以给出性质 3.3 的证明.

性质 3.3 的证明 由性质 3.4, 可以推导出

FT = I1,1(ψT (t, s)) = I2(uT ) + iI2(vT ),

其中

uT (t, s) + ivT (t, s) =
e−γ̄|t−s|

4
√
T


1

−i(I{06t6s6T} − I{06s6t6T})

i(I{06t6s6T} − I{06s6t6T})

1

 .

利用文献 [80, 引理 5.2.4 和定理 6.2.2] 中的结论, 只需要证明存在一个仅依赖于 γ 和 H 的正常数

c(γ,H), 使得对于充分大的 T , 有

∥uT ⊗1 uT ∥(H⊕H)⊗2 6 c(γ,H)

Tκ
, ∥vT ⊗1 vT ∥(H⊕H)⊗2 6 c(γ,H)

Tκ
. (3.14)

事实上, 注意到

|uT (t, s) + ivT (t, s)| 6
e−λ|t−s|

4
√
T

I{06s,t6T}1,

其中向量 1 = (1, 1, 1, 1)T. 设 hT (t, s) = e−λ|t−s|

4
√
T

I{06s,t6T}, 则存在一个仅依赖于 γ 和 H 的正常数

c(γ,H), 使得对于充分大的 T , 有

∥uT ⊗1 uT ∥(H⊕H)⊗2 6 ∥hT ⊗1 hT ∥H⊗2 6 c(γ,H)

Tκ
,

其中最后一个不等式取自文献 [22, 引理 3.1]. 同理, 可以得到 (3.14) 的第二个不等式也成立.

然而, 也需要注意到, 对于复 Wiener-Itô 重积分, 利用递归的方法或广义 Stroock 公式时, 随着积

分重数的增加,计算的复杂性和困难也急剧增加. 事实上,对于实Wiener-Itô重积分,也只对 2重随机

积分有完整的刻画,这是通过与 Hilbert-Schmidt算子建立对应关系实现的. 因此,在处理高阶Wiener-

Itô 重积分时, 无论实的情形还是复的情形, 都需要具体问题具体分析. 但对于某些复 Wiener-Itô 重积

分, 将其看作 2 维实 Wiener-Itô 重积分的观点依然非常有用. 例如, 文献 [17] 研究了如下具有一般非

线性形式的复随机 Ginzburg-Landau 方程:∂tu = (i + µ)∆u− ν|u|2mu+ τu+ ξ, t > 0, x ∈ T2,

u(0, ·) = u0,
(3.15)

其中 µ > 0, ν, τ ∈ C, Re ν > 0, m > 1 为整数, ξ 是复时空白噪声. 为了得到方程 (3.15) 重整化解的适

定性, 需要得到复 (k, l) 重 Wiener-Itô 积分 Z :k,l:
−∞,t(ϕ), ϕ ∈ L2(T2,C) 的时空正则性估计, Z :k,l:

−∞,t(ϕ) 具

体形式参见文献 [17, 公式 (3.3)]. 直接计算其积分核函数进行估计会非常复杂, 但可以将对 Z :k,l:
−∞,t(ϕ)

正则性的估计转化为对其 Fourier 系数二阶矩的估计. 实际上, 将复 Wiener-Itô 重积分看作 2 维实

Wiener-Itô重积分,对其 Fourier系数二阶矩的估计可以利用相应的实值函数的估计 (参见文献 [72,命

题 5])得到,从而得到 Z :k,l:
−∞,t(ϕ)的时空正则性 (参见文献 [17,命题 3.1]). Trenberth [108] 从复 Besov空

间出发,利用广义 Laguerre多项式作方程 (3.15)的重整化,但文献 [17]中的证明方法和验证流程更为

简洁与方便, 也较大程度上减少了论证的篇幅.
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4 复四阶矩定理与收敛速率

4.1 复四阶矩定理

首先回顾实的四阶矩定理.

定理 4.1 (四阶矩定理, 参见文献 [80, 定理 5.2.7]) 设 q > 2 是整数, 随机变量序列 Fn = Iq(fn)

是关于 Gauss 等距过程 X 的 q 阶混沌, 其中 f ∈ H⊙q. 进一步地, 假设当 n→ ∞ 时, E[F 2
n ] → σ2 > 0,

则当 n→ ∞ 时, 下述条件等价:

(i) Fn 依分布收敛到正态随机变量 N ∼ N (0, σ2);

(ii) E[F 4
n ] → 3σ4 = E[N4];

(iii) Var(∥DFn∥2H) → 0;

(iv) 对于任意的 r = 1, . . . , q − 1, 有 ∥fn⊗̃rfr∥H⊗(2q−2r) → 0;

(v) 对于任意的 r = 1, . . . , q − 1, 有 ∥fn ⊗r fr∥H⊗(2q−2r) → 0.

2005 年, Nualart 和 Peccati [87] 首次给出了四阶矩定理 (定理 4.1) 的完整形式及证明. 之后, 研

究者们从不同的角度给出了四阶矩定理不同的证明, 不但加深了对 Wiener-Itô 混沌的认识理解, 而且

还提出了新的方法和技术, 得到了更为深入的结果并拓展了定理的应用范围.在文献 [87]发表不久后,

Peccati和 Tudor[93]得到了多维版本的四阶矩定理. 2008年, Nualart和Ortiz-Latorre[85]使用Malliavin

分析的技术, 提出了四阶矩定理的一个新证明. 紧接着, 2009 年, Nourdin 和 Peccati [77] 将 Malliavin

分析与 Stein 方法结合在一起, 推导出 {Fn}n>1 正态逼近时定量和显式的上界. 进一步发展这套方法,

多位研究者得到了 Gauss 场泛函的多维正态逼近的显式上界, 如文献 [74,78,81]. 2010 年, Nourdin 和

Peccati [79]利用Malliavin分析中的无穷维分部积分公式,给出 Gauss场泛函累量 (cumulant)的新的递

推计算方法, 并基于累量给出了四阶矩定理新的证明. 从信息论的角度, 将相对熵和 Fisher 信息熵与

Malliavin分析方法结合, Nourdin等 [82] 以及 Nourdin和 Nualart [75] 分别基于相对熵和 Fisher信息熵

给出了四阶矩定理新的证明. 而 Ledoux [61]引入Markov算子迭代梯度和纯点谱混沌的概念,在抽象的

Markov 算子理论框架下, 得到了混沌特征函数收敛到正态分布的条件, 不但这一结果涵盖了 Wiener-

Itô混沌的四阶矩定理,而且这个方法还可以应用于其他的极限分布,如 Gamma分布. Azmoodeh等 [5]

将文献 [61] 中的证明方法进行了很大简化, 而且其方法和结果还可以包含具有 Laguerre 和 Jacobi 结

构的 Markov 扩散算子, 极限分布除了正态分布、Gamma 分布外还包括 Beta 分布. 最近, Hairer 在其

随机分析讲义 [36, 第 8 节] 中给出了基于正则结构观念和用图表示的四阶矩定理的证明方法. 四阶矩

定理得到大量关注, 在理论和应用方面取得很多有意义的结果. 这里不一一叙述, 感兴趣的读者可以

通过前述网站进行更多的了解.

对于复四阶矩定理, Chen和 Liu [24] 首次利用复Wiener-Itô混沌与实Wiener-Itô混沌之间的关系

给出了复四阶矩定理, 之后在文献 [15,16,21,25] 中还是利用这一思想, 借助定理 4.1, 给出了复四阶矩

定理不同形式的等价条件, 可以总结成如下的定理:

定理 4.2 (复四阶矩定理) 设非负整数 m和 n满足 m+n > 2, Fk = Im,n(fk)是关于复 Gauss等

距过程 Z 的 m+n阶混沌,记 l = m+n. 进一步地,假设当 k → ∞时, E[|Fk|2] → σ2 和 E[F 2
k ] → c+ib,

其中 | · | 表示复数的模长 (或绝对值), c, b ∈ R, 则当 k → ∞ 时, 下述条件等价:

(i) 实 2 维随机变量序列 (ReFk, ImFk) 依分布收敛到协方差矩阵为

C =
1

2

σ2 + c b

b σ2 − c


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的二元正态分布 N ∼ N ((0, 0),C);

(ii) E[|Fk|4] → c2 + b2 + 2σ4;

(iii) 对于任意的 0 < i+ j 6 l − 1, 有 ∥fk ⊗i,j fk∥H⊗(2(l−i−j)) → 0 和 ∥fk⊗i,jhk∥H⊗(2(l−i−j)) → 0, 其

中 hk 是 F̄k 的积分核, 即 F̄k = In,m(hk), 即性质 2.8(i) 中定义的 fk 的反的复共轭;

(iv) 对于任意的 0 < i+ j 6 l − 1, 有 ∥fk⊗̃i,jfk∥H⊗̃(2(l−i−j)) → 0 和 ∥fk⊗̃i,jhk∥H⊗(2(l−i−j)) → 0;

(v) 对于任意的 0 < i+ j 6 l − 1, 有 ∥fk⊗i,jhk∥H⊗(2(l−i−j)) → 0;

(vi) ∥DFk∥2H, ∥DF̄k∥2H 和 ⟨DFk, DF̄k⟩H 在 L2(Ω) 中收敛到常数, 其中 D 是复 Malliavin 导数, 即

Var(∥DFk∥2H) → 0, Var(∥DF̄k∥2H) → 0, Var(⟨DFk, DF̄k⟩H) → 0.

Campese [10] 利用复 Stein 方法也重新证明了复四阶矩定理, 但其结论要求极限的复 Gauss 随机

变量是圆对称的, 而以上的复四阶矩定理 (定理 4.2) 并不需要这一要求. 单从证明复四阶矩定理的角

度看, 利用将复混沌看作 2 维实混沌的角度已经足够. 然而, 既然实四阶矩定理从不同的角度可以给

出不同的证明方法, 那么是否需要将这些方法一一推广到复的版本? 这是一个值得深思的问题. 一个

朴素的想法是, 在尝试作推广时, 需要看能否引入新的概念、技术或发现复混沌新的结构, 甚至得到新

的结果.

4.2 收敛速率

2009 年, Nourdin 和 Peccati [77] 结合 Malliavin 分析和 Stein 方法得到了 Fn 正态逼近时定量和

显式的上界估计, 有力地推进了四阶矩定理收敛速率的研究. 在文献 [13, 第一节] 和 [14, 第一和二章]

中, Chen 给出了近十几年收敛速率研究的一个概述.

对于复四阶矩定理收敛速率的研究, 目前可行的思路之一还是利用第 3.1 小节中思想, 将问题转

化为 2 维实 Wiener-Itô 混沌的情形, 借助已有的向量值实 Wiener-Itô 混沌收敛速率的结果来研究. 然

而, 对于向量值的实 Wiener-Itô 混沌, 收敛速率结果不如一维情形完整系统. 其原因如下. (1) 在使用

多维 Stein方法时, Stein方程中出现了二阶算子,因此检验函数要求是二次光滑的,而在一维 Stein方

程中, 仅仅要求是一次光滑的. 而且, 多维 Stein 方程解的正则性也比一维 Stein 方程的解弱 (参见文

献 [80, 第 3 和 4 节]). (2) 希望通过光滑距离下的结果以及逼近方法得到 1-Wasserstein 距离或非光滑

距离 (如全变差距离) 下的结论时, 多维情形对逼近的函数类也有较高的要求. (3) 随机向量分量之间

复杂的相关性也是不易处理的.

最近, 在这一专题上, 一个突出的结果是 Chen [13] 得到的, 即对于分量阶数相同的实 Wiener-Itô

重积分, 得到了光滑距离下四阶矩定理的最优收敛速率. 该文献的主要创新点是对多维 Stein 方程进

行高阶展开并将累量引入到多维收敛速率的研究中. 文献 [13] 的主要结果表述如下.

首先, 对于 k = 3, 4, 定义 d 维随机变量分布之间的光滑距离

ρk(F,G) = sup{|E[g(F )]− E[g(G)]|}, (4.1)

其中 g 取遍 Ck(Rd) 中满足 Mj(g) 6 1 和 0 6 j 6 k 的函数, Mk(g) 是 g 的 k − 1 阶导数的 Lipschitz

常数.

定理 4.3 (参见文献 [13, 定理 3.1]) 设 q > 2, {Fn = (Fn,1, . . . , Fn,d)}n>1 是一列 q 阶 Wiener-Itô

混沌. 假设 Fn 有相同的协方差阵 C. 如果 Fn 依分布收敛到 Z ∼ Nd(0, C),则存在两个不依赖于 n的

常数 0 < c1 < c2 <∞, 使得对于充分大的 n, 有

c1M(Fn) 6 ρ4(Fn, Z) 6 c2M(Fn).
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进一步地, 如果 C 是正定矩阵, 则

c1M(Fn) 6 ρ3(Fn, Z) 6 c2M(Fn),

其中 M(Fn) 是由 Fn 累量确定的一个正数 (具体表示式参见文献 [13, 公式 (3.1)]).

文献 [13, 命题 3.6] 将上述最优速率的结论推广到 Fn 的协方差矩阵 Cn 不同, 但满足 Cn − C 的

Hilbert-Schmidt 模收敛到 0 的情形.

将以上结果应用到复 Wiener-Itô 重积分, 得到如下定理:

定理 4.4 (参见文献 [13, 定理 4.1]) 设 p + q > 2, {Fn = Ip,q(fn)}n>1 是一列复 (p, q) 重的

Wiener-Itô 随机积分, 其中 fn ∈ H⊙p
C ⊗H⊙q

C . 假设 Fn 有相同的协方差阵 C. 如果 Fn 依分布收敛到协

方差矩阵为 C 的复正态随机变量 Z, 则存在两个不依赖于 n 的常数 0 < c1 < c2 < ∞, 使得对于充分

大的 n, 有

c1M
′(Fn) 6 ρ4(Fn, Z) 6 c2M

′(Fn).

进一步地, 如果 C 是正定矩阵, 则

c1M
′(Fn) 6 ρ3(Fn, Z) 6 c2M

′(Fn),

其中

M ′(Fn) = max{|E[F 3
n ]|, |E[F 2

nFn]|,E[|Fn|4]− 2(E[|Fn|2])2 − |E[F 2
n ]|2}.

事实上,定理 4.4证明中最关键的步骤是将定理 4.3中M(Fn)用 Fn和 Fn的矩表示出来. 同样,文

献 [13,命题 4.2]将定理 4.4的结果推广到 Fn的协方差矩阵 Cn不同,但满足 Cn−C 的 Hilbert-Schmidt

模收敛到 0 的情形.

目前, 对于复 Wiener-Itô 随机积分四阶矩定理在 1-Wasserstein 距离和非光滑距离 (如全变差距

离) 下的收敛速率的研究还不多, 主要有文献 [10, 16]. Campese [10] 结合复 Stein 方法与文献 [5, 61] 中

Markov 算子四阶矩定理证明的框架, 给出了复四阶矩定理在 1-Wasserstein 距离下定量的上界. Chen

等 [16] 利用将复Wiener-Itô重积分看作 2维实Wiener-Itô重积分的观点,结合向量值实随机重积分相

关的结果 (参见文献 [80, 定理 6.2.2]), 得到了一元和多元复四阶矩定理的 Berry-Esséen 型上界, 再利

用文献 [13]中的下界得到了相应的 Berry-Esséen型下界. 特别地, 文献 [16]将上下界用复随机重积分

核的压缩形式表示出来, 这在实际应用中更为方便. 文献 [16] 中的结果改进了文献 [10] 中的上界, 而

且不要求极限的复 Gauss 随机变量是圆对称的, 甚至在某些情形下, 也改进了实 2 维的结果 (参见文

献 [16, 注 5.2]); 同时利用这个核函数压缩形式表示的上界, 还可以得到复四阶矩定理一个更为简洁的

等价条件, 即定理 4.2(v); 在一些情形下, 还得到了 1-Wasserstein 距离下复四阶矩定理的最优收敛速

率, 例如, 在例 3.1 中, 当 Hurst 指数是 1
2 时, 即复 Brown运动时, 得到了 F̃T 的最优收敛速率是 T− 1

2 .

通过该实例也进一步说明, 我们的上下界估计明确地改进了已有的相关结果, 利用文献 [10, 定理 4.6]

仅可以得到 F̃T 上界的阶是 T− 1
4 .

当然, 也应该看到文献 [10, 16] 中的结果远非完善. 文献 [16, 定理 5.1] 得到了多元复 Wiener-Itô

重积分四阶矩定理的上界与积分重数偏序有关,目前还不清楚上界中这种偏序关系是本质的还是估计

的技术限制引发的. 这也说明无论是对多元实 Wiener-Itô重积分还是对复 Wiener-Itô重积分, 四阶矩

定理在 1-Wasserstein距离和非光滑距离下精确的上界估计或最优收敛速率问题都具有复杂性和难度,

是一个值得研究的课题.
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5 进一步需要研究的问题

本节列出一些与复 Wiener-Itô 混沌相关的可以进一步深入研究的问题.

(1) 在处理高阶 Wiener-Itô 积分时, 由于涉及复杂的计算, 因此不同的实际模型应根据具体情形

逐一讨论. 即使在实的情形中, 也只对 2 重 Wiener-Itô 积分有完整的刻画. 这是因为 2 重 Wiener-Itô

积分可以与 Hilbert-Schmidt 算子联系起来 (参见文献 [80, 第 2.7.4 小节]). 2 重 Wiener-Itô 积分在应

用中也受到了较多关注, 经常出现在统计学、概率论和随机过程等领域 (参见文献 [43, 47,55,56]).

对于复 Wiener-Itô 积分, 值得注意的是复 (p, q) 重 Wiener-Itô 积分的实部和虚部的核函数都是

2p+q 维的. 这种维数急剧增长的现象使得将高阶复重积分转化为 2 维实重积分的思路在具体执行时

可能会遇到较大的困难. 这也促使我们进一步推进复多重 Wiener-Itô 积分理论自身的发展. 首先聚焦

于首个非平凡的复多重 Wiener-Itô 积分, 即满足 p+ q = 2 的 Ip,q. 此外, 注意到这个重积分也常出现

在一些实际模型中 (参见文献 [21, 99]).

与实的情形相比, 研究满足 p+ q = 2 的 Ip,q 结构的难点之一在于 I1,1(f) 中核函数 f ∈ HC ⊗ HC

是不对称的, 这导致无法构造 Hilbert-Schmidt 算子. 但是, 利用广义 Stroock 公式 (推论 3.1), 也可以

参考例 3.1 中的计算, 有

I1,1(f) = I2(u) + iI2(v),

其中, I2(·) 是关于 H⊕ H 上等距 Gauss 过程的 2 重 Wiener-Itô 积分, u, v ∈ (H⊕ H)⊙2 的具体表示由

性质 3.4 中的等式 (3.12) 给出. 同样基于文献 [83, 第 23 页] 中关于 f ∈ (L2(R+,Rd))⊗n, d, n > 1 的对

称化定义, g(t, s) ∈ (H ⊕ H)⊗2 的对称化可以由等式 (3.13) 给出, 即等式 (3.12) 中定义的 u 和 v 属于

(H⊕ H)⊙2. 我们希望尝试利用 I1,1(f) 实部和虚部核函数的对称结构, 以及处理实 2 阶 Wiener-Itô 积

分时非常有效的两个工具 (Hilbert-Schmidt 算子和辅助核函数序列), 清晰地刻画 I1,1(f) 的结构. 而

对于 I2,0(f1) 和 I0,2(f2), 虽然其结构也不是平凡的, 但其积分核函数 f1 和 f2 是对称的, 因此可以参

考实 2 维的情形构造相应的 Hilbert-Schmidt 算子来研究, 其难度应该比 I1,1(f) 小.

(2) 文献 [13] 推导了所有分量属于同阶 Wiener-Itô 混沌的 Wiener-Itô 重积分向量的最优收敛速

率. 我们将继续尝试利用其他技术来解决分量属于不同阶 Wiener-Itô 混沌的 Wiener-Itô 重积分向量

的最优收敛速率.

(3)文献 [16]得到了复多重Wiener-Itô积分序列在 1-Wasserstein距离下的 Berry-Esséen界,但该

界仅在某些特殊情形下是最优的. 我们会继续考虑如何处理一般情形下复 Wiener-Itô 重积分序列的

最优 Berry-Esséen 界.

(4)对于 Arató等 [4] 研究 Chandra摆动的复 Ornstein-Uhlenbeck过程的参数估计问题,文献 [3,21]

将驱动噪声分别推广为 Hurst 指数 H ∈ ( 12 ,
3
4 ) 和 H ∈ (0, 12 ) 的分数 Brown 运动, 得到了形式上的最

小二乘估计量具有强相合性及渐近正态性. 本质上, 这些结果是研究两个复 (1, 1) 重 Wiener-Itô 积分

比值过程的渐近性质. 尽管 Chen [13] 给出了向量值的 Wiener-Itô 重积分在光滑距离下的最优四阶矩

定理, 但是对于这种复数值比值过程的收敛速率, 即所谓的 Berry-Esséen 型上界, 仍没有解决. 作为比

较, 一维分数 Ornstein-Uhlenbeck 过程的 Berry-Esséen 型上界则有大量的结果.

(5) Schulte 和 Thäle [97] 给出了当四阶矩定理条件成立时实 Wiener-Itô 重积分的中偏差原理. 由

于向量值的 Wiener-Itô 重积分的中偏差原理近十年来一直没有进展, 所以考虑复 Wiener-Itô 重积分

的中偏差原理是一个难度适当的问题. 因为后者本质上是一个具有特殊代数结构的 2 维实 Wiener-Itô

重积分. 其要点仍然是对向量值 Wiener-Itô 重积分累量的估计.
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(6) 宇宙微波背景辐射极化的数学模型之一是环面上复 Gauss 场的从属过程, 具体而言, 由于数

据的群对称性, 人们要求 Gauss 场满足 “圆对称性”, 并研究复 Gauss 场的各类从属过程 (即复 (p, q)

重 Wiener-Itô 积分, p+ q = 2, 3) 的 “双谱 (bispectrum)” 等统计量 (参见文献 [60] 及其中的参考文献)

的统计渐近性质, 特别是渐近正态性和 Berry-Esséen 型上界 (参见文献 [6, 66,68]). 这个课题延伸下去

是考虑球面上的相关问题, 将面对非交换表示论带来的困难 (参见文献 [67]).
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22 Chen Y, Kuang N H, Li Y. Berry-Esséen bound for the parameter estimation of fractional Ornstein-Uhlenbeck

processes. Stoch Dyn, 2020, 20: 2050023

1378

https://doi.org/10.1080/10652469.2015.1095742
https://doi.org/10.1080/10652469.2015.1095742
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2024.115556
https://doi.org/10.1016/j.jfa.2013.10.014
https://doi.org/10.1214/ECP.v12-1316
https://doi.org/10.1016/j.jat.2004.10.014
https://doi.org/10.1016/j.jat.2004.10.014
https://doi.org/10.1063/5.0023030
https://doi.org/10.1063/5.0023030
https://doi.org/10.2307/1969178
https://arxiv.org/abs/1511.00547
https://arxiv.org/abs/2403.15006
https://doi.org/10.1016/0022-1236(92)90116-Z
https://doi.org/10.1016/0022-1236(92)90116-Z
https://doi.org/10.30757/ALEA.v21-08
https://doi.org/10.1016/j.spa.2023.104241
https://arxiv.org/abs/2407.05353, 2024
https://arxiv.org/abs/2408.11568, 2024
https://doi.org/10.31390/cosa.9.1.04
https://doi.org/10.1063/1.4958978
https://doi.org/10.30757/ALEA.v14-30
https://doi.org/10.1142/S0219493720500239


中国科学 : 数学 第 55 卷 第 7 期

23 Chen Y, Liu Y. On the eigenfunctions of the complex Ornstein-Uhlenbeck operators. Kyoto J Math, 2014, 54:

577–596

24 Chen Y, Liu Y. On the fourth moment theorem for complex multiple Wiener-Itô integrals. Infin Dimens Anal
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104 Stroock D W. Homogeneous chaos revisited. In: Séminaire de Probabilités, XXI. Lecture Notes in Mathematics, vol.

1247. Berlin: Springer, 1987, 1–7

105 Sun T C, Ho H C. On central and non-central limit theorems for non-linear functions of a stationary Gaussian process.

In: Dependence in Probability and Statistics: A Survey of Recent Results. Boston: Birkhäuser, 1986, 3–19
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