
中国科学 : 数学 2025年 第 55卷 第 2期 : 551∼ 566

SCIENTIA SINICA Mathematica

综 述

英文引用格式: Wu C C, Du D L, Miao R J, et al. Survey on approximation algorithms for the k-median problem (in Chinese).

Sci Sin Math, 2025, 55: 551–566, doi: 10.1360/SSM-2024-0171

c⃝ 2024《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

k- 中位问题的近似算法
献给韩继业教授 90 寿辰

吴晨晨1, 杜东雷2, 苗润杰3, 徐大川4∗

1. 天津理工大学理学院运筹学与系统工程研究所, 天津 300384;

2. Faculty of Management, University of New Brunswick, Fredericton E3B 5A3, Canada;

3. 郑州大学数学与统计学院, 郑州 450001;

4. 北京工业大学数学统计学与力学学院, 北京 100124

E-mail: wu chenchen tjut@163.com, ddu@unb.ca, runjiemiao@hotmail.com, xudc@bjut.edu.cn

收稿日期: 2024-05-26; 接受日期: 2024-09-22; 网络出版日期: 2024-12-30; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12371320) 资助项目

摘要 k- 中位问题是理论计算机科学和组合优化领域中的经典问题之一, 其应用场景遍及图像处理、

模式识别、供应链管理和数据挖掘等前沿领域. 如今, 随着大数据和机器学习的发展, k- 中位问题的

实际应用愈发复杂多样,这也产生了诸多亟待解决的研究课题.为使相关研究人员快速了解 k-中位问

题, 本文综述经典 k- 中位问题及其变型问题的基于线性规划舍入、原始 - 对偶、对偶拟合、局部搜索

和 Lagrange松弛等技巧设计的有效算法. 首先介绍经典 k-中位问题与无容量设施选址问题之间的密

切联系; 然后介绍 k- 中位问题的若干重要变形, 包括 k- 中心问题、k- 设施选址问题、背包中位问题、

容错 k- 中位问题、带容量的 k- 中位问题、带下界的 k- 中位问题、带惩罚的 k- 中位问题、带异常值

的 k- 中位问题和在线中位问题等问题; 最后介绍 k- 中位问题的近似算法研究成果, 并列出该领域中

的若干公开问题.

关键词 k- 中位问题 近似算法 线性规划 局部搜索

MSC (2020) 主题分类 65K05, 65K10, 68W25

1 引言

k- 中位问题 (k-median problem) 是组合优化领域中的经典问题, 它的目标是从给定的数据集中

选出 k 个中心点, 以最小化所有点到其最近中心点的距离总和. k- 中位问题与设施选址问题 (facility

location problem)有着密切联系:在 k-中位问题中,用中心点的开设费用取代中心点的开设数目限制,

并将优化目标设为开设费用与距离总和的最小化,便产生了无容量设施选址问题 (uncapacitated facility

location problem). k- 中位问题和无容量设施选址问题都是经典的 NP (non-deterministic polynomial)-
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困难问题, 对这类问题设计近似算法是一种重要且有效的解决方法. 本文主要综述 k- 中位问题在近

似算法领域的研究成果.

对于最小化问题 P ,算法 A被称为问题 P 的 ρ-近似算法,是指对问题 P 的所有实例,算法 A都
能在多项式时间内输出一个近似解, 其费用不超过最优解费用的 ρ 倍, 即

cost(AI) 6 ρ · cost(OPTI), 任取问题 P 的实例 I.

由于 k- 中位问题和无容量设施选址问题联系紧密, 其近似算法或多或少受到无容量设施选址问题的

近似算法的启发. 因此, 先介绍针对无容量设施选址问题的近似算法设计技巧. 粗略地讲, 这些技巧可

以分为 4 类, 分别是线性规划舍入、对偶拟合、原始 - 对偶和局部搜索.

线性规划舍入 技巧通常包含 3 个步骤: (1) 将问题建模成整数线性规划; (2) 通过松弛整数变量

得到线性规划松弛并求最优解; (3) 将求得的最优解舍入成整数线性规划的可行解. 无容量设施选址

问题的第一个常数近似算法便是由 Shmoys等 [40] 利用线性规划舍入技巧得到的,其近似比是 3.16. 之

后, Chudak 和 Shmoys [11]、Sviridenko [41] 以及 Byrka 和 Aardal [2] 基于线性规划舍入技巧不断改进近

似比.

线性规划舍入技巧的优点是, 在设计算法时所求得的最优解可以作为原问题的自然下界, 因此往

往能得到较好的近似比. 然而, 由于求解线性规划松弛得到的是分数最优解, 因此在设计算法时难以

利用问题的组合结构, 基于线性规划舍入技巧设计的算法也不是组合算法.

对偶拟合 技巧的本质是集合覆盖问题的贪婪算法. 它可以看作将贪婪算法中新集合的选择过程

“替换”成线性规划松弛的对偶问题中对偶变量上升过程, 之后根据对偶变量产生一个整数可行解. 通

常, 这样得到的对偶解并不可行, 因此需要通过适当的 “拟合” 进行修正, 而算法的近似比便可通过建

立因子揭示线性规划 (factor-revealing linear programming)来得到. 2003年, Jain等 [28] 利用对偶拟合

的技巧得到了无容量设施选址问题的 1.61- 近似算法. 之后, Mahdian 等 [38] 通过放缩设施的费用, 将

近似比改进到 1.52.

无容量设施选址问题的对偶拟合算法的一个重要的 “副产品” 是蕴涵其中的双因子近似. 所谓的

(γF , γC)- 双因子近似是指, 算法 A 输出的解的费用不超过任意可行解设施费用的 γF 倍与连接费用

的 γC 倍之和, 即

cost(A) 6 γF · costF (S) + γC · costC(S), 任取可行解 S,

其中 costF (S) 和 costC(S) 分别表示可行解 S 的设施费用和连接费用. 在设计近似算法时, 可以将双

因子近似结果与其他技巧结合得到更好的近似比. 然而, 总体来看, 对偶拟合技巧的 “针对性” 较强,

而泛化能力较弱.

原始 - 对偶 技巧是通过对线性规划松弛的对偶问题制定对偶上升过程, 得到的对偶可行解. 之

后, 再将对偶可行解对应成原问题的整数可行解. 2001 年, Jain 和 Vazirani [30] 基于原始 - 对偶技巧得

到了无容量设施选址问题的 3- 近似算法.

原始 - 对偶技巧的优点是, 它的可移植性强, 易于应用或泛化到不同的拓展问题上. 美中不足的

是, 通过原始 - 对偶技巧所得到的近似比一般比较大.

局部搜索 技巧是从任一可行解出发, 在所定义的局部交换规则下, 判断当前可行解能否被改进.

如果能被改进, 则不断更新当前可行解直到找到局部最优解. 不同的局部搜索算法主要通过所定义的

局部交换规则进行区分. 2000 年, Korupolu 等 [31] 通过定义增加一个设施、删除一个设施和交换一对

设施这 3 种局部交换规则, 得到了无容量设施选址问题的 (5 + ϵ)- 近似算法, 这里的 ϵ 是任意给定的
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表 1 k- 中位问题已有的近似算法和近似比下界

技巧 作者 近似比

线性规划舍入 Charikar 等 [7] 6 2
3

线性规划舍入 Charikar 和 Li [9] 3.25

局部搜索 Arya 等 [1] 5 + ϵ

局部搜索 Arya 等 [1] 3 + ϵ

局部搜索 Cohen-Addad 等 [13] 2.836 + ϵ

原始 - 对偶、两阶段舍入 Jain 和 Vazirani [30] 6

对偶拟合、两阶段舍入 Jain 等 [28] 4

对偶拟合、两阶段舍入 Li 和 Svensson [37] 1 +
√
3 + ϵ

对偶拟合、两阶段舍入 Byrka 等 [4] 2.675 + ϵ

对偶拟合、两阶段舍入 Cohen-Addad 等 [12] 2.67059 + ϵ

对偶拟合、两阶段舍入 Gowda 等 [18] 2.613

近似比下界 Jain 等 [29] 1 + 2
e

正实数. 在局部搜索算法中, 尾项 ϵ 通常和算法的运行时间有关, 可以看作为了保证算法能够在多项

式时间内执行完成而损失的近似比. 之后, 在 2004 年, Arya 等 [1] 基于同样的局部交换规则, 分析得

到了无容量设施选址问题的 (3 + ϵ)- 近似. 他们也指出可以借助 Charikar 和 Guha [6] 的技巧分析得到

(1 +
√
2 + ϵ)- 近似.

局部搜索技巧的优点是, 算法形式简单, 执行便捷, 便于数值实现且具有强大的泛化能力. 然而,

局部搜索算法分析过程的技巧性较强, 所得到的近似比一般而言也比较大.

综合而言, 以上 4 类技巧各有特色. 为达到更好的性能, 我们时常需要将多种技巧混合使用. 例

如, 当前针对无容量设施选址问题的近似比最小的近似算法便是 Li [34] 结合线性规划舍入技巧和对偶

拟合技巧得到的, 其近似比是 1.488. 关于无容量设施选址问题的近似比下界, Guha 和 Khuller [19] 指

出,除非 NP ⊆ DTIME(nO(log log n)),该下界为 1.463. 之后,在与 Chudak和 Shmoys [11] 的私人通信中,

Sviridenko 将上述前提假设加强到了 P ̸= NP. 关于设施选址问题的更多结果, 可参见综述文献 [48]

和专著 [49].

至此, 基本介绍了设计无容量设施选址问题近似算法的常用技巧. 为使相关研究人员快速了解 k-

中位问题, 本文转而综述 k- 中位问题的相关结果. 如前所述, k- 中位问题的近似算法也用到了上面这

4 类技巧, 相关结果见表 1.

本文较系统地梳理 k- 中位问题的近似算法研究结果, 其结构如下. 第 2 节介绍 k- 中位问题的重

要变型. 第 3 节介绍经典 k- 中位问题的研究进展. 第 4 节总结待研究的问题.

2 k- 中位问题的重要变型

2.1 再论 k- 中位问题和无容量设施选址问题

本小节通过对比 k- 中位问题和无容量设施选址问题的线性规划松弛、Lagrange 松弛及相应的对

偶问题, 进一步揭示 k- 中位问题与无容量设施选址问题之间的密切联系.
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给定需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、输入参数 k 以及每对待选设施点 i ∈ F 与需求点

j ∈ C 之间的连接费用 cij
1), k- 中位问题的目标是从待选设施点的集合 F 中开设不超过 k 个设施以

服务所有的需求点, 使得总的连接费用最小. 因此, k- 中位问题的目标函数可以写作

min
S⊆F :|S|6k

∑
j∈C

min
i∈S

cij .

如果对于是否开设待选设施点 i 引入 0-1 变量 yi, 是否将需求点 j 连接到设施点 i 引入 0-1 变量 xij ,

可以得到 k- 中位问题的整数线性规划

min
∑

i∈F,j∈C

cijxij

s.t. xij 6 yi, ∀ i ∈ F, j ∈ C,∑
i∈F

xij = 1, ∀ j ∈ C,

∑
i∈F

yi 6 k,

xij , yi ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ F, j ∈ C,

(2.1)

其中, 第一组约束表示, 如果需求点 j 连接到设施点 i 上, 则设施点 i 必须开设; 第二组约束表示每个

需求点 j 都必须连接到一个开设的设施点上; 第三组约束表示开设的设施点的总数不超过 k. 值得注

意的是, 由于变量 xij 和 yi 均为 0-1 变量, 因此整数线性规划 (2.1) 的第二组约束可以等价地修改为∑
i∈F

xij > 1, ∀ j ∈ C.

如果除去整数约束, 则可以得到 k- 中位问题的线性规划松弛

min
∑

i∈F,j∈C

cijxij

s.t. xij 6 yi, ∀ i ∈ F, j ∈ C,∑
i∈F

xij > 1, ∀ j ∈ C,

∑
i∈F

yi 6 k,

xij , yi > 0, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

(2.2)

如果允许通过在目标函数中支付惩罚来开设多于 k 个中心点, 则将得到 k- 中位问题的 Lagrange

松弛

min
∑

i∈F,j∈C

cijxij +
∑
i∈F

γyi − γk

s.t. xij 6 yi, ∀ i ∈ F, j ∈ C,∑
i∈F

xij > 1, ∀ j ∈ C,

xij , yi > 0, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

(2.3)

1) 本文只讨论 cij 为度量的情形, 即 cij 满足非负性、对称性和三角不等式.
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可以观察到, k-中位问题的线性规划松弛 (2.2)的可行解也是 Lagrange松弛 (2.3)的可行解. 并且,当

γ > 0 时, Lagrange 松弛 (2.3) 的最优值可以作为 k- 中位问题的线性规划松弛 (2.2) 的最优值的下界.

对于此 Lagrange 松弛, 我们也可以写出它的对偶形式

max
∑
j∈C

αj − γk

s.t. αj 6 βij + cij , ∀ i ∈ F, j ∈ C,∑
j∈C

βij 6 γ, ∀ i ∈ F,

αj , βij > 0, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

(2.4)

回顾无容量设施选址问题 2). 给定需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、每个待选设施点 i 的

开设设施费用 fi 以及每对待选设施点 i ∈ F 和需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij , 无容量设施选址问

题的目标是开设一些设施以服务需求点, 使得开设费用和连接费用的总和最小, 即其目标函数为

min
S⊆F

{∑
i∈S

fi +
∑
j∈C

min
i∈S

cij

}
.

如果对于是否开设待选设施点 i 引入 0-1 变量 yi, 是否将需求点 j 连接到设施点 i 上引入 0-1 变量

xij , 可以得到无容量设施选址问题的整数线性规划

min
∑
i∈F

fiyi +
∑

i∈F,j∈C

cijxij

s.t. xij 6 yi, ∀ i ∈ F, j ∈ C, (2.5)∑
i∈F

xij > 1, ∀ j ∈ C,

xij , yi ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

它与 k- 中位问题的整数线性规划 (2.1) 的区别在于, 目标函数为设施费用与连接费用的总和, 以及没

有开设设施的个数限制. 如果除去整数约束, 则可得到无容量设施选址问题的线性规划松弛

min
∑
i∈F

fiyi +
∑

i∈F,j∈C

cijxij

s.t. xij 6 yi, ∀ i ∈ F, j ∈ C, (2.6)∑
i∈F

xij > 1, ∀ j ∈ C,

xij , yi > 0, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

而其对偶形式为

max
∑
j∈C

αj

s.t. αj 6 βij + cij , ∀ i ∈ F, j ∈ C,∑
j∈C

βij 6 fi, ∀ i ∈ F,

αj , βij > 0, ∀ i ∈ F, j ∈ C.

(2.7)

2) 不至混淆的情形下, 使用与 k- 中位问题相同的符号.
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此时,通过对比 k-中位问题的 Lagrange松弛 (2.3)和无容量设施选址问题的线性规划松弛 (2.6),

以及 k- 中位问题的 Lagrange 松弛的对偶 (2.4) 和无容量设施选址问题的线性规划松弛的对偶 (2.7),

可以发现除掉目标函数中的 −γk 项, k-中位问题的 Lagrange松弛与无容量设施选址问题的线性规划

松弛几乎一样. 事实上, k-中位问题的 Lagrange松弛 (2.3)可以看作设施费用均为 γ 的无容量设施选

址问题.

进一步地, 若无容量设施选址问题的近似算法 A 输出的解 S 满足

costC(S) + c ·
∑
i∈S

fi 6 c ·
∑
j∈C

αj , (2.8)

假设设施开设费用均为 γ, 则可得到

costC(S) 6 c ·
(∑

j∈C

αj − γ|S|
)
.

利用 k- 中位问题的 Lagrange 松弛的对偶、k- 中位问题的 Lagrange 松弛和 k- 中位问题三者最优值

之间的大小关系, 可以发现 S 有望作为中位问题的近似解, 通过调整 γ 的取值促使 |S| = k 便得到 k-

中位问题的近似解.

因此, 为了设计 k- 中位问题的近似算法, 我们也可通过对无容量设施选址问题设计满足 (2.8) 的

近似算法, 这样的近似算法通常被称为 Lagrange 乘子保持 (Lagrangean multiplier preserving, LMP)-

算法. 已知的 LMP- 算法包含 Jain 和 Vazirani [30] 的 3- 近似算法、Jain 等 [28] 的 2- 近似算法和

Cohen-Addad 等 [12] 的 1.9973- 近似算法. 借助这些 LMP- 算法, 人们也得到了 k- 中位问题一系列近

似结果, 详见表 2 和第 3.2 小节.

2.2 k- 中位问题的拓展问题

本小节介绍 k- 中位问题的几类拓展问题, 如 k- 中心问题、k- 设施选址问题、背包中位问题、带

容量的 k- 中位问题、带下界的 k- 中位问题、带惩罚的 k- 中位问题、带异常值的 k- 中位问题和在线

中位问题等, 并介绍相应的近似算法研究结果.

k-中心问题 (k-center problem)可以看作 k-中位问题的姊妹问题.在 k-中心问题中,我们的输入

是需求点集合 C、待选设施点集合 F、正整数 k 以及每对待选设施点 i ∈ F 和需求点 j ∈ C 之间的

连接费用 cij . k- 中心问题的目标是开设不超过 k 个设施使得所有需求点的最大连接费用最小. 因此,

k- 中心问题可以写作

min
S⊆F :|S|6k

max
j∈C

min
i∈S

cij .

表 2 k- 中位问题的两阶段近似算法

作者 第一阶段损失近似比 第二阶段损失近似比 近似比

Jain 和 Vazirani [30] 3 2 6

Jain 等 [28] 2 2 4

Li 和 Svensson [37] 2 1+
√
3+ϵ

2
1 +

√
3 + ϵ

Byrka 等 [4] 2 1.3371 + ϵ 2.675 + ϵ

Cohen-Addad 等 [12] 1.9973 1.3371 + ϵ 2.67059 + ϵ

Gowda 等 [18] 2 1.3064 2.613
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与经典的 k- 中位问题对比可以发现两者具有相同的约束条件而目标函数不同. 通俗地讲, k- 中

位问题关注 “整体” 费用而 k- 中心问题关注 “单个” 费用, k- 中位问题追求总距离最小而 k- 中心问

题追求半径最小. 关于 k- 中心问题的近似算法研究成果见表 3.

k- 设施选址问题 (k-facility location problem) 是无容量设施选址问题和 k- 中位问题相结合的产

物. 在 k- 设施选址问题中, 我们的输入包含需求点集合 C、待选设施点集合 F、正整数 k、每个待选

设施点 i ∈ F 的开设费用 fi 以及每对待选设施点 i ∈ F 和需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij . k- 设施

选址问题的目标是开设不超过 k 个设施使得开设费用和连接费用的总和最小. 因此, k-设施选址问题

可以写作

min
S⊆F :|S|6k

{∑
i∈S

fi +
∑
j∈C

min
i∈S

cij

}
.

从 k- 设施选址问题的模型可以看到, 它继承了无容量设施选址问题的目标函数和 k- 中位问题的

约束条件.不难发现,当设施点开设费用 fi 均为 0时, k-设施选址问题退化为 k-中位问题;当 k > |F |
时, k- 设施选址问题退化为无容量设施选址问题. 关于 k- 设施选址问题的近似算法研究成果见表 4.

背包中位问题 (knapsack median problem) 是 k- 中位问题的另一个衍生问题, 在背包中位问题中,

我们的输入包含需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、预算值 (背包容量) B、每个待选设施点开设

费用为 fi 以及每个待选设施点 i ∈ F 和每个需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij . 背包中位问题的目标

是在保证设施开设费用不超过预算值 B 的前提下开设一些设施使得总连接费用最小, 即背包中位问

题可以描述为

min
S⊆F :

∑
i∈S fi6B

∑
j∈C

min
i∈S

cij .

粗略地看, 背包中位问题是 k- 中位问题在约束条件 k 上的松弛, 它将每个设施点的 “重要性” 通

过设施费用进行区分因而具有更广阔的应用场景. 不难发现, 当所有设施点的开设费用均为 1 且预算

值 B 取为 k 时, 背包中位问题退化为 k- 中位问题. 关于背包中位问题的近似算法研究成果见表 5.

在 k- 中位问题的部分应用场景中, 需求点对于连接的 “稳定性” 要求不尽相同, 这样的场景可以

用容错 k- 中位问题 (fault-tolerant k-median problem) 更好地建模. 具体地, 在容错 k- 中位问题中, 我

们的输入包含需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、正整数 k、每对待选设施点 i ∈ F 和需求点

j ∈ C 之间的连接费用 cij , 以及每个需求点 j ∈ C 对连接的 “稳定性” 要求 (容错要求) rj . 其中, 需

表 3 k- 中心问题的近似算法

作者 近似比

Garey 和 Johnson [16] NP- 困难性

Gonzalez [17] 2

Hochbaum 和 Shmoys [26] 2

Hochbaum 和 Shmoys [27] 2

表 4 k- 设施选址问题的近似算法

技巧 作者 近似比

原始 - 对偶 Jain 和 Vazirani [30] 6

对偶拟合 Jain 等 [28] 4

局部搜索 Zhang [50] 2 +
√
3 + ϵ
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求点 j 的容错要求 rj 是要将点 j 连接到 rj 个不同的开设设施上. 容错 k- 中位问题的目标是开设不

超过 k 个设施并在满足每个需求点容错要求的前提下将顾客连接到开设的设施点上,使得总连接费用

最小, 即

min
S⊆F :|S|6k

∑
j∈C

rj∑
t=1

ct(j, S),

其中 ct(j, S) 是需求点 j 与开设设施集合 S 中连接费用第 t 小的设施点之间的连接费用. 可以发现,

当所有的需求点的容错要求均为 1时,容错 k-中位问题退化为了 k-中位问题.关于容错 k-中位问题

的近似算法研究成果见表 6.

由于资源的有限性, 在许多应用场景中, 设施点的服务能力是有限的, 这便引出了带容量的 k- 中

位问题 (capacitated k-median problem). 在带容量的 k- 中位问题中, 我们的输入包含需求点的集合

C、待选设施点的集合 F、正整数 k、每个待选设施点 i ∈ F 和每个需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij ,

以及每个设施点 i 服务能力的上界, 即容量 ui. 带容量的 k- 中位问题的目标是开设不超过 k 个设施

并在保证不超过每个开设的设施点的容量限制的前提下将顾客连接到开设的设施点上,使得总连接费

用最小.

与前几种变型问题不同, 在带容量的 k- 中位问题中, 我们不仅需要考虑开设设施个数的全局约

束, 还需要考虑每个设施点的服务量的局部约束. 因此, 我们实际上需要在 F 中选择子集 S = {i1, i2,
. . . , ik}, 并以 S 中的设施点作为中心将需求点集合进行划分, 即找到 C1, C2, . . . , Ck 满足

∪k
i=1 Ci = C

和对任意互不相同的 i, j = 1, 2, . . . , k 均有 Ci ∩ Cj = ∅ 且 |Ci| 6 ui. 则带容量的 k- 中位问题可以描

述为

min
S={i1,i2,...,ik}⊆F :|S|6k

k∑
l=1

∑
j∈Cl

cilj .

可以看到,当每个设施点的容量均为无穷时,带容量的 k-中位问题便退化到了 k-中位问题.关于带容

量的 k- 中位问题的近似算法研究成果见表 7.

带下界约束的 k- 中位问题 (lower-bounded k-median problem) 也是 k- 中位问题的变型问题. 在

带下界约束的 k- 中位问题中, 我们的输入包含需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、正整数 k、每

个待选设施点 i ∈ F 和每个需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij , 以及每个设施点的服务量的下界要求

表 5 背包中位问题的近似算法

技巧 作者 近似比 特殊要求

线性规划舍入 Krishnaswamy 等 [32] 16 预算值增加至多 fmax

线性规划舍入 Kumar [33] 2,700 –

线性规划舍入 Charikar 和 Li [9] 34 –

线性规划舍入 Swamy [42] 32 –

线性规划舍入 Byrka 等 [3] 17.46 –

表 6 容错 k- 中位问题的近似算法

技巧 作者 近似比 特殊要求

对偶拟合 Swamy 和 Shmoys [43] 4 容错要求一致

线性规划舍入 Hajiaghayi 等 [22] 93 –
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li. 带下界约束的 k- 中位问题的目标是开设不超过 k 个设施并在保证不低于每个开设的设施点的下

界限制的前提下将顾客连接到开设的设施点上, 使得总连接费用最小. 与带容量的 k- 中位问题类似,

我们需要找到满足设施点下界约束的需求点的划分 C1, C2, . . . , Ck, 即 |Ci| > li. 因此, 带下界约束的

k- 中位问题可以描述为

min
S={i1,i2,...,ik}⊆F :|S|6k

k∑
l=1

∑
j∈Cl

cilj .

带下界约束的 k-中位问题可以看作 k-中位问题在需求分配 “公平性”方向的变型. 不难发现,当

每个设施点的下界均为 0时,带下界约束的 k-中位问题退化为 k-中位问题.关于带下界约束的 k-中

位问题的近似算法研究成果见表 8.

与无容量设施选址问题类似, k- 中位问题也有带惩罚及带异常值版本的变型问题. 在带惩罚的 k-

中位问题 (k-median problem with penalties) 中, 我们的输入包含需求点的集合 C、待选设施点的集

合 F、正整数 k、每个待选设施点 i ∈ F 和每个需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij , 以及惩罚函数

h : 2C → R+. “惩罚” 缘于考虑某些远距离的需求点对解结构的影响, 因此设定某些需求点可以通过

支付一定的惩罚费用而不被服务, 这样可能更容易发现问题的本质. 带惩罚的 k- 中位问题的目标是

开设不超过 k 个设施并选择一些需求点不被服务使得连接费用和惩罚费用总和最小, 即

min
S⊆F :|S|6k,P⊆C

{ ∑
j∈C\P

min
i∈S

cij + h(P )

}
.

当惩罚函数 h(·) 为模函数则被称为带线性惩罚的 k- 中位问题, 当惩罚函数 h(·) 为次模函数则被称为
带次模惩罚的 k-中位问题.可以看到,当所有需求点的惩罚费用函数值均为无穷时,带惩罚的 k-中位

问题退化为 k- 中位问题. 关于带惩罚的 k- 中位问题的近似算法研究成果见表 9.

带异常值的 k- 中位问题 (k-median problem with outliers) 是带惩罚的 k- 中位问题的孪生兄弟.

在带异常值的 k- 中位问题中, 我们的输入包含需求点的集合 C、待选设施点的集合 F、正整数 k、每

个待选设施点 i ∈ F 和每个需求点 j ∈ C 之间的连接费用 cij , 以及异常值 z. 异常值旨在捕获并析出

对解的结构影响过大的需求点以更好捕获解的结构特征. 带异常值的 k- 中位问题的目标是开设不超

表 7 带容量的 k- 中位问题的近似算法

作者 近似比 设施数目违背 设施容量违背 其他特殊要求

Li [36] eO(1/ϵ2) 1 + ϵ – 设施容量一致

Li [35] O(1/ϵ2) log(1/ϵ) 1 + ϵ – –

Byrka 等 [5] O(1/ϵ2) – 1 + ϵ –

Demirci 和 Li [14] O(1/ϵ5) – 1 + ϵ –

表 8 带下界约束的 k- 中位问题的近似算法

作者 近似比 下界违背 其他特殊要求

Han 等 [24] (2 +
√
3 + ϵ) 1+α

1−α
α ∈ [0, 1) 倍 –

Han 等 [25] 610 – 下界一致

Han 等 [25] 387 – 下界一致

Guo 等 [20] 和 Wu 等 [47] 516 + ϵ – 下界一致
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表 9 带惩罚的 k- 中位问题的近似算法

作者 近似比 特殊要求

Charikar 等 [8] 4 –

Hajiaghayi 等 [23] 3 + ϵ –

Wu 等 [45] 1 +
√
3 + ϵ 惩罚费用一致

Wu 等 [46] 3 + ϵ –

表 10 带异常值的 k- 中位问题的近似算法

作者 近似比 设施数目违背 异常值数目违背

Chen [10] 常数 – –

Friggstad 等 [15] 3 + ϵ 1 + ϵ –

Gupta 等 [21] 17 + ϵ – O(k log(nδ)− ϵ)

Wu 等 [46] 5 + ϵ – O(k log(nδ)− ϵ)

Wu 等 [46] 3 + ϵ – O(k2 log(nδ)− ϵ)

过 k 个设施并选择至多 z 个异常点使得总连接费用最小, 即

min
S⊆F :|S|6k,P⊆C:|P |6z

∑
j∈C\P

min
i∈S

cij .

可以看到, 当异常值的个数为 0 时, 带异常值的 k- 中位问题退化为 k- 中位问题. 关于带异常值的 k-

中位问题的近似算法研究成果见表 10.

k- 中位问题的另一种衍生问题是在线中位问题 (online median problem). 在线中位问题中的特点

是所能开设的设施数目是提前不知道的, 并将以 “在线” 形式给出的. 它的目标是确定开设设施的排

序, 使得当开设设施数目 (例如为 l) 确定后, 按照所确定的排序开设前 l 个设施所产生的费用与最优

解的费用之间的比值最小. 2003 年, Mettu 和 Plaxton [39] 给出了在线中位问题的 3- 近似算法.

上面这几种变型问题也可以相互融合以适应更丰富的应用场景,这也衍生出了非常丰富的研究问

题. 相关研究也在如火如荼地进行, 篇幅所限, 不予细释.

3 k- 中位问题算法

在文献中, k- 中位问题的近似算法可分为直接算法和间接算法 (又称两阶段算法) 两类. 直接算

法通常使用局部搜索技巧或线性规划舍入技巧直接设计近似算法, 如 Arya 等 [1] 的 (5 + ϵ)- 近似算法

和 (3+ ϵ)-近似算法、Cohen-Addad等 [13] 的 (2.836+ ϵ)-近似算法、Charikar等 [7] 的 62
3 -近似算法以

及 Charikar 和 Li [9] 的 3.25- 近似算法. 两阶段算法的第一阶段主要借助无容量设施选址问题构造 k-

中位问题的双点解, 之后在第二阶段对双点解进行舍入得到可行解. 因此, 两阶段算法最终的近似比

依赖这两个阶段中近似比的 “损失”, 如 Jain 和 Vazirani [30] 的 6- 近似算法、Jain 等 [28] 的 4- 近似算

法、Li 和 Svensson [37] 的 (1 +
√
3 + ϵ)- 近似算法、Byrka 等 [4] 的 (2.675 + ϵ)- 近似算法、Cohen-Addad

等 [12] 的 (2.67059 + ϵ)- 近似算法以及 Gowda 等 [18] 的 2.613- 近似算法. 这些算法在两个阶段损失的

近似比及最终近似比见表 2.

接下来在第 3.1 小节介绍 k- 中位问题的直接算法, 在第 3.2 小节介绍 k- 中位问题的两阶段算法.
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3.1 直接算法

本小节先介绍基于局部搜索技巧设计的近似算法,再介绍基于线性规划舍入技巧设计的近似算法.

3.1.1 局部搜索算法

如第 1 节所述, 局部搜索算法的执行往往非常简单 (其一般的执行框架见图 1), 而其分析往往技

巧性较强. 实际上, 在局部算法的执行中, 为了保证算法能在多项式时间内运行, 我们需要求每次执行

交换时的改进量大于某个门槛值, 这将损失部分近似比 (也就是近似比中 ϵ 的由来). 因此, 为了叙述

简洁, 在本节进一步介绍局部搜索算法时, 我们便不再关注 ϵ 这一部分.

在 Arya等 [1] 设计的 (5+ ϵ)-近似算法中,他们所使用的局部交换规则是单交换,其含义是在每次

执行交换时关掉一个中心点并打开一个新的中心点, 迭代地执行单交换操作直到得到局部最优解 S.

该算法的具体执行过程可以参见算法 1.

算法 1 k- 中位问题的 (5 + ϵ)- 近似算法

输入: 需求点集合 C、设施点集合 F 和正整数 k.

输出: 中心点集合 S ⊆ F .

1 (构造初始可行解) 从设施点集合 F 中任意选 k 个点作为初始可行解, 记为 S.

2 (局部搜索) 构造邻域 N1(S) := {S − v + u, v ∈ S, u ∈ F − S}. 计算

S̃ := arg min
S′∈N1(S)

cost(S′).

3 (终止准则) 如果 cost(S̃) > cost(S), 输出 S, 算法终止. 否则, 更新 S := S̃. 将每个需求点重新分配到最近的开设设施

上, 并转回第 2 步.

在分析算法的近似比 3) 时, 需先通过局部最优解 S 和最优解 O 构造适当的交换对集合 S =

{⟨s, o⟩}, 其中交换对 ⟨s, o⟩ 将 s ∈ S 关掉并将 o ∈ O 打开. 由于 S 的局部最优性, 集合 S 中所有的交
换对均不能改进 S, 这意味着

cost(S − s+ o) > cost(S), ∀ ⟨s, o⟩ ∈ S.

之后, 通过将这些不等式 (全部或部分) 进行整合得到 cost(S) 6 α · cost(O), 从而得到最终的近似比.

更具体地, 在 k- 中位问题的 (5 + ϵ)- 近似算法中, 我们先定义最优解 O 与局部最优解 S 之间的

俘获关系 σ∗ : O → S, 它将 O 中的每个中心点 o 映到 S 中距离 o 最近的中心点 σ∗(o) 上, 由此得到

最优解 O 与局部最优解 S 之间的俘获关系. 关于俘获关系的示意图见图 2.

图 1 局部搜索算法执行框架
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图 2 俘获关系示意图

根据俘获关系, 可以将 S 中的点分成 3 种类型: 俘获 O 中零个中心点、恰好俘获 O 中一个中心

点和俘获 O 中至少两个中心点, 分别记为 S0, S1 和 S2. 在构造和讨论交换对时, 我们将利用 S1 中的

中心点恰好一次、S0 中的中心点至多两次, 最终将相应的不等式累加便可得到

cost(S) 6 5 · cost(O).

进一步地, 通过考虑多交换 (即每次可以交换多个中心点 4)), Arya等 [1] 得到了 k-中位问题的 (3+ ϵ)-

近似算法.

k-中位问题目前近似比最小的局部搜索算法是 Cohen-Addad等 [13] 给出的 (2.836+ ϵ)-近似算法,

他们的关键创新点是引入势函数

Φ(F ′) =
∑
c∈C

(d(c, F ′) + β ·min{α · d(c, F ′), d2(c, F
′)})

来代替 k-中位问题原有的目标函数 cost(F ′) =
∑

c∈C d(c, F ′),其中 d2(c, F
′)是需求点 c与集合 F ′ 中

距离次近点之间的距离.

在 Cohen-Addad等的算法中, 他们以势函数为新的目标函数, 并针对势函数执行局部搜索算法得

到局部最优解 S. 最后, 将此局部最优解 S 作为 k- 中位问题的近似解输出. 与 Arya 等 [1] 的 (3 + ϵ)-

近似算法一样, Cohen-Addad 等的算法所使用的局部交换规则也是多交换.

在分析近似比时,他们也是在上述局部最优解 S 与 k-中位问题的最优解 O 之间构造交换对进行

对比. 通过构造并讨论简单交换 (simple swap)和树交换 (tree swap),最终证得 cost(S) 6 2.836·cost(O).

3.1.2 线性规划舍入算法

与无容量设施选址问题一样, k-中位问题的第一个常数近似算法也是通过线性规划舍入技巧得到

的, 该算法的执行包含如下 4 步:

(1) 求解线性规划松弛得到最优解;

(2) 对需求点类似 “聚类” 进行合并;

(3) 得到线性规划松弛的半整解 (决策变量取值于 {0, 1, 1
2});

(4) 将半整解舍入成整数可行解.

Charikar等 [7] 基于此框架给出了 k-中位问题的 62
3 -近似算法. 之后,在 2012年, Charikar和 Li [9]

利用相关舍入得到了 k- 中位问题的 3.25- 近似算法.

3) 此处采用 Williamson 和 Shmoys [44] 的分析.

4) 需要保证交换后仍是 k- 中位问题的可行解.
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3.2 两阶段算法

顾名思义, k- 中位问题的两阶段算法的特点是由相对独立的两个阶段整合而成的, 其一般框架如

图 3 所示.

在算法的第一阶段, 通常是借助无容量设施选址问题的原始 - 对偶算法或对偶拟合算法, 利用 k-

中位问题的 Lagrange 松弛与无容量设施选址问题之间的联系 (如第 2.1 小节所述), 得到 k- 中位问题

的双点解. 所谓的双点解是通过设置不同的设施开设费用 λ1 和 λ2,先得到两个解 S1 和 S2,它们满足

|S1| 6 k 6 |S2|, 并且可取 α1, α2 ∈ [0, 1] 使得 α1|S1|+ α2|S2| = k.

之后, 令 S = α1S1 + α2S2. 此时, 可以发现 |S| = k. 然而, 由于这样得到的 S 未必是整解, 因此需要

在两阶段算法的第二阶段中进一步将它舍入成整解.

2001 年, Jain 和 Vazirani [30] 设计得到了 k- 中位问题的第一个两阶段近似算法, 他们算法的近似

比是 6. 在他们算法的第一阶段, Jain 和 Vazirani 利用无容量设施选址问题原始 - 对偶 3- 近似算法

AJV 生成 k- 中位问题的双点解 S. 之后, 在第二个阶段, 他们将双点解舍入成 k- 中位问题真正的可

行解, 其具体执行过程如算法 2 所示.

算法 2 k- 中位问题的 6- 近似算法

输入: 需求点集合 C、设施点集合 F 和正整数 k.

输出: 中心点集合 S ⊆ F .

1 (初始化) 令 λ1 =
∑

i∈F,j∈C cij , λ2 = 0.

2 (产生双点解) 分别以 λ1 和 λ2 作为设施开设费用构造无容量设施选址问题实例并运行算法 AJV, 得到双点解 S1

和 S2.

3 (二分法更新双点解) 如果 |S1| = k 或 |S2| = k, 则算法终止, 将其作为近似解 S 并输出. 否则, 通过二分法更新 λ1 或

λ2 的取值为 λ = 1
2
(λ1 + λ2), 转回第 2 步, 重新生成双点解.

4 (构造映射) 将 S1 中的中心点映到 S2 中离它最近的中心点上, 并将所得到的集合补至基数恰好为 |S1|, 记所得到的
集合为 S′

2.

5 (舍入双点解) 以 α1 的概率选择 S1, 若未选中 S1, 则选择 S′
2; 对 S2 \ S′

2 中的每个中心点, 以概率 k−|S1|
|S2|−|S1|

随机进行

选取. 由此得到中心点集合 S.

算法 2的第 1–3步是两阶段算法的第一阶段,在此阶段构造了 k-中位问题的双点解;第 4和 5步

是两阶段算法的第二阶段, 在此阶段将双点解舍入为 k- 中位问题的可行解. 通过讨论连接费用, Jain

和 Vazirani 证明了算法 2 中舍入过程损失的近似比是 2, 因此该算法总的近似比是 6.

在 Jain 和 Vazirani 之后, Jain 等 [28] 通过对偶拟合技巧设计了无容量设施选址问题的 Lagrange

乘子保持 2- 近似算法 AJMS. 用 AJMS 算法代替算法 2 中的 AJV, Jain 等将生成 k- 中位问题双点解

过程损失的近似比改进到 2,尔后利用与 Jain和 Vazirani相同的舍入过程得到了 k-中位问题的 4-近

似算法.

图 3 两阶段算法的一般框架
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2023年, Cohen-Addad等 [12] 进一步尝试改进第一阶段损失的近似比,他们给出了 k-中位问题的

(2.67059+ ϵ)-近似算法. 他们的主要创新点是将对偶拟合技巧和局部搜索技巧相结合得到改进的算法

ACGLS,尔后利用算法 ACGLS 来改进第一阶段损失的近似比. 具体而言, ACGLS 是在执行完 Jain等 [28]

的对偶拟合算法之后, 将所得到的解作为初始可行解执行局部搜索算法. 为了分析算法 ACGLS 的性

能, Cohen-Addad 等先在 Jain 等的因子揭示线性规划基础上, 对设施费用和连接费用的比值 (以下简

称比值) 增加一个上界约束, 得到此特殊情形下新的因子揭示线性规划. 之后, 通过求解新的因子揭

示线性规划, 他们得到此特殊约束下更好的近似比. 对于比值不满足此特殊约束的情形, 他们进一步

借助局部搜索算法进行分析也得到了改进的近似比. 基于这样的研究框架, Cohen-Addad 等得到了 k-

中位问题的 (2.67059 + ϵ)- 近似算法. 笼统地说, Cohen-Addad 等的算法可以看作是将算法 2 中 AJV

替换为 ACGLS 得到的.

2016 年, Li 和 Svensson [37] 引入了伪解的定义, 并证明了可以通过找到具有性能保证的伪解来设

计 k- 中位问题的近似算法. 这样, 在对 k- 中位问题双点解的舍入过程中, 便有了更大的操作空间: 可

以通过舍入成伪解来设计算法. Li 和 Svensson 通过将双点解舍入成伪解, 将舍入过程损失的近似比

由 2改进到了 1+
√
3+ϵ

2 . 由此,他们给出了 k-中位问题的 (1+
√
3+ ϵ)-近似算法. 之后, 2017年, Byrka

等 [4] 进一步利用相关舍入技巧, 将上述近似比损失由 1+
√
3+ϵ

2 改进到了 1.3371 + ϵ, 他们得到了 k- 中

位问题的 (2.675 + ϵ)- 近似算法. 粗略地讲, Li 和 Svensson 的算法以及 Byrka 等的算法与算法 2 的区

别主要体现在第二阶段的舍入过程中.

当前, 对于 k- 中位问题近似比最小的近似算法由 Gowda 等 [18] 在 2023 年给出, 他们的算法也是

基于算法 2 的框架. 他们通过引入 “间隔点” 将算法 2 中的 S1, S
′
2 和 S2 \ S′

2 分隔成多个子集, 之后

根据这些子集设计逐渐加细的 “算法族” 来确定开设设施. 借此, Gowda 等将双点解舍入过程中损失

的近似比降低到了 1.3064, 由此得到了 k- 中位问题的 2.613- 近似算法.

4 讨论

根据第 2 和 3 节的研究现状, 总结出下面一些值得进一步研究的问题.

(1) 与无容量设施选址问题的近似间隙 [1.463, 1.488] 相比, 经典的 k- 中位问题的近似间隙 [1 +
2
e , 2.613]仍然比较大.这既说明我们对于 k-中位问题的认识和理解还不够深刻,也说明 k-中位问题仍

存在更广阔的研究空间. 根据我们的认识,一个可能的改进上界的思路是,从连续化的角度考虑 Gowda

等的算法, 设计连续化的舍入过程.

(2) 以下在线 k- 中位问题仍有待进一步研究. 在在线 k- 中位问题中, 需求点是随时间到达的, 每

当一个新的需求点到达时需要立即对它进行分配. 在线 k- 中位问题要在保证开设设施点不超过 k 个

的前提下, 使得总连接费用尽可能小.

(3) 相较于容错无容量设施选址问题, 容错 k- 中位问题的结果较少, 其近似比也有待进一步改进.
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46 Wu C C, Möhring R H, Wang Y S, et al. Approximation algorithms for robust clustering problems using local search

techniques. In: Proceedings of the 18th Annual Conference on Theory and Applications of Models of Computation.

Berlin: Springer, 2024, 197–208

47 Wu X L, Shi F, Guo Y T, et al. An approximation algorithm for lower-bounded k-median with constant factor. Sci

China Inf Sci, 2022, 65: 140601

48 Xu D C, Du D L, Wu C C. A Survey on approximation algorithms for facility location problems (in Chinese). Adv

Math (China), 2014, 43: 801–816 [徐大川, 杜东雷, 吴晨晨. 设施选址问题的近似算法综述. 数学进展, 2014, 43:

801–816]

49 Xu D C, Zhang J W. Approximation Algorithms for the Facility Location Problem (in Chinese). Beijing: Science

Press, 2014, 43: 801–816 [徐大川, 张家伟. 设施选址问题的近似算法. 北京: 科学出版社, 2013]

50 Zhang P. A new approximation algorithm for the k-facility location problem. Theoret Comput Sci, 2007, 384: 126–135

Survey on approximation algorithms for the k-median problem

Chenchen Wu, Donglei Du, Runjie Miao & Dachuan Xu
Abstract The k-median problem is one of the classical topics in the fields of theoretical computer science
and combinatorial optimization, which is widely applied to image processing, pattern recognition, supply chain
management, and data mining. Nowadays, with the development of big data and machine learning techniques,
the practical applications of the k-median problem become more and more complex. This leads to a variety of new
research topics that need to be solved urgently. In this paper, we introduce effective algorithms based on linear
programming rounding, primal-dual, dual-fitting, local search, Lagrange relaxation, and other techniques for the
classical k-median problem and its variants. We begin with the close relation between the k-median problem
and the uncapacitated facility location problem. Then we introduce several important variants of the k-median
problem including the k-center problem, k-facility location problem, knapsack median problem, fault-tolerant
k-median problem, capacitated k-median problem, k-median problem with lower bounds, k-median problem with
penalties, k-median problem with outliers, and online median problem. Finally, we survey the approximation
algorithms for the k-median problem and propose several open problems in this area.
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