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摘要 设环 R 的弱整体维数有限. 本文证明 R 是强 CM- 自由的. 作为应用, 本文得到一些同伦范畴

和相对导出范畴的三角等价和紧生成性. 当 R 弱整体维数不超过 1 时, 本文完全分类了这些等价范

畴中的可定义子范畴, 并说明这些等价的范畴在 von Neumann 正则环上满足 Telescope 猜想. 同时将

一个广义 Grothendieck 对偶型的三角等价成立的条件由 R 的左、右整体维数有限改进为仅右整体维

数有限.

关键词 弱整体维数 (强) CM- 自由性 紧生成性 可定义子范畴 Grothendieck 对偶

MSC (2020) 主题分类 16E50, 18G20, 18G25

1 引言及主要结论

设 R 是环, R-Mod 是左 R- 模的范畴, 其中所有有限表示左 R- 模构成的子范畴记为 R-mod. 分

别用 R-Proj 和 R-GProj 表示所有投射左 R- 模和 Gorenstein 投射左 R- 模构成的子范畴, 其中所有

的有限表示左 R- 模构成的子范畴分别记为 R-proj 和 R-Gproj. 注意到

R-Proj ⊆ R-GProj ⊆ R-Mod 和 R-proj ⊆ R-Gproj ⊆ R-mod.

众所周知, R-GProj = R-Mod 当且仅当 R 是 QF (quasi-Frobenius) 环; 一个 Artin 代数 R 满足

R-Gproj = R-mod 当且仅当 R 是自内射代数. 另一方面, Chen [1] 把满足等式 R-Gproj = R-proj

的 Artin 代数 R 称为 CM- 自由代数. Enochs 等 [2] 将这一概念推广到一般环, 并把满足 R-GProj =

R-Proj 的环 R 称为强 CM- 自由环. 显然, 强 CM- 自由性蕴涵着 CM- 自由性, 但是否是严格地蕴涵

目前未知. 关于一些特殊 Artin 代数的 CM- 自由性的分类参见文献 [1, 3, 4]; 但对于一般的情形, 这个

分类问题很困难 (参见文献 [1, 引言]).
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对于一般的环 R,当 R的左整体维数有限时,它是强 CM-自由的 (参见文献 [5,命题 2.27]). Ding

等 [6]、Mao和 Ding [7] 研究了 Ding-Chen环的强 CM-自由性. 由文献 [6,命题 2.14]、[7,命题 2.9]和 [8,

定理 1.1] 可知弱整体维数有限的 Ding-Chen 环是强 CM- 自由的. 从而一个自然的问题如下:

问题 A 弱整体维数有限的环是否是强 CM- 自由的?

受文献 [6, 命题 2.14] 和 [7, 命题 2.9] 的启发, 我们通过对 Gorenstein ∞- 凝聚环同调性质的进一

步研究, 在下述定理中给出问题 A 的肯定回答, 其中 R-Inj (R-GInj、R-DProj、R-DInj) 表示 R-Mod

中所有内射 (Gorenstein 内射、Ding 投射、Ding 内射) 左 R- 模构成的子范畴.

定理 B (= 定理 4.3) 设 R 是环, 考虑以下条件:

(1) R 具有有限的弱整体维数;

(2) R 是强 CM- 自由的, 即 R-Proj = R-GProj;

(3) R 是强余 CM- 自由的, 即 R-Inj = R-GInj;

(4) R-Proj = R-DProj;

(5) R-Inj = R-DInj,

则有 (1) ⇒ (2) ⇒ (4) 和 (1) ⇒ (3) ⇒ (5). 当 R 是 Gorentein ∞- 凝聚环时, (1)–(5) 等价.

三角范畴特别是紧生成的三角范畴是现代数学和理论物理等研究领域中的重要工具. 众所周知,

导出范畴和同伦范畴是三角范畴中最常见的例子, 并且通常的导出范畴 D(R-Mod), 在任意环 R 上紧

生成. 自 21 世纪以来, 通常的同伦范畴 K(R-Mod), 及其许多同伦子范畴的紧生成性受到国内外众多

学者的广泛关注 (参见文献 [9–13]). 特别地, S̆t́ov́ıc̆ek [9] 证明了 K(R-Mod) 是紧生成的当且仅当 R 是

左纯半单环; Neeman [11] 证明了, 当 R 是右凝聚环时, K(R-Mod) 的同伦子范畴 K(R-Proj) 是紧生成

的; S̆t́ov́ıc̆ek [12] 证明了, 当 R 是左凝聚环时, K(R-Mod) 的同伦子范畴 K(R-Inj) 是紧生成的; Gao [13]

证明了, 当 R 是有限 CM- 型的几乎 Gorenstein Artin 代数时, K(R-Mod) 的同伦子范畴 K(R-GProj)

是紧生成的, 并且 K(R-GProj) 与 DGP(R) (即相对于 R-GProj 的导出范畴) 三角等价. 事实上, 由

文献 [14, 命题 2.6] 可知, 它们还与 Gorenstein 内射版本的两个三角范畴 K(R-GInj) 和 DGI(R) 也

都三角等价. 因此, 这些等价的三角范畴均紧生成. 另一方面易知, 当 R 具有有限的左整体维数时,

K(R-Proj) = K(R-GProj)和K(R-Inj)均三角等价于D(R-Mod),从而紧生成. 作为定理 B的应用,我们

有如下推论,注意到存在弱整体维数有限的环既非左 (或右)凝聚又具有无限左整体维数 (参见例 3.5),

该推论可视为上述文献 [11–13] 中相关结论在非凝聚环以及环的整体维数无限情形下的继续.

推论 C (= 推论 4.6 和 4.10) 设环 R 具有有限的弱整体维数, 则存在三角等价

K(R-Proj) = K(R-GProj) ≃ DGP(R-Mod) ≃ DGI(R-Mod) ≃ K(R-GInj) = K(R-Inj),

并且其中每个三角范畴是紧生成的.

Grothendieck对偶的讨论是 Verdier引入三角范畴这一概念的主要动机之一,起源可追溯到 20世

纪 50 年代末. 注意到 K(R-Proj) 的紧生成性以及如下三角等价在经典的 Grothendieck 对偶定理的证

明中起到重要的作用 (参见文献 [11, 15]):

K(R-Proj)c ≃ Db(Rop-mod)op,

其中左边的范畴表示由 K(R-Proj) 的所有紧对象构成的全三角子范畴, 右边的范畴表示有限表示右

R- 模的有界导出范畴的反范畴. 当环 R 的左、右整体维数均有限时, Jørgensen 在文献 [10, 引言] 中

指出这个三角等价成立. 作为推论 C 的一个应用, 我们得到仅在 R 的右整体维数有限时该三角等价

也成立 (参见推论 4.10).
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设 C 是紧生成的三角范畴.称 C 满足 Telescope猜想 (或 Smashing猜想),如果 C 中任一 Smashing

子范畴是紧生成的. 尽管 Keller [16] 指出在一般环上 D(R-Mod)并不满足这一猜想, Neeman、Krause、

S̆t́ov́ıc̆ek、Bazzoni和 Hrbek等学者还是运用不同的方法研究了 D(R-Mod)满足 Telescope猜想的条件.

事实上, Bazzoni和 Hrbek [17]给出了弱整体维数不超过 1的环上D(R-Mod)中可定义子范畴的分类,并

由此说明在 von Neumann 正则环上 D(R-Mod) 满足 Telescope 猜想. 结合推论 C 和文献 [17] 中的结

论, 我们在 R 弱整体维数不超过 1 时完全分类了推论 C 中任一三角范畴中的可定义子范畴 (参见

推论 4.12); 并说明推论 C 中的三角范畴在 von Neumann 正则环上均满足 Telescope 猜想 (参见

推论 4.13).

2 预备知识

贯穿全文, R表示具有单位元的结合环,而所有的 (左、右) R-模都是酉模. 我们用 R-Mod表示左

R-模的范畴,其中由所有投射、内射和平坦的左 R-模构成的子范畴分别记为 R-Proj、R-Inj和 R-Flat;

用 Rop-Mod表示右 R-模的范畴,其中 Rop 表示 R的反环;分别用 pdR(M)、idR(M)和 fdR(M)表示

一个 R- 模 M 的投射、内射和平坦维数; 用 D(R-Mod) 表示左 R- 模的导出范畴, 并用 RHom(−,−)

表示通常的导出函子; 用 K(R-Mod)表示左 R-模的同伦范畴,其中投射和内射左 R-模构成的同伦子

范畴分别记为 K(R-Proj) 和 K(R-Inj).

设 A 是 Abel 范畴. 对每个 A 中对象的复形

C = · · · → Cm−1 δm−1
C→ Cm δmC→ Cm+1 δm+1

C→ · · · ,

分别记 Zm(C) = Ker(δmC )、Bm(C) = Im(δm−1
C ) 和 Hm(C) = Ker(δmC )/Im(δm−1

C ). 称一个复形 C 是正

合的 (或零调的), 如果每个 Hm(C) = 0.

设 B 是 A 的对象, X 是 A 的子范畴. 令集合

Ω = {m ∈ N |存在正合复形 0 → X−m → · · · → X−1 → X0 → B → 0,其中每个 Xi ∈ X}.

若 Ω 非空, 则定义 B 的 X - 投射维数为 X -pd(B) = inf Ω, 否则记 X -pd(B) = ∞. 对偶地可以定义 X -

内射维数.

根据文献 [18], 称左 R- 模 M 是 FP∞ 型的, 如果存在左 R- 模的正合序列

· · · → P1 → P0 → M → 0,

其中每个 Pi 都是有限生成投射的.

称左 R- 模 M 是绝对 clean 模, 如果对任意的 FP∞ 型左 R- 模 T , 都有 Ext1R(T,M) = 0; 称右 R-

模 N 是 level 模, 如果对任意的 FP∞ 型左 R- 模 T , 都有 TorR1 (N,T ) = 0. 分别用 R-AbsC 和 R-Lev

表示由所有绝对 clean和 level左 R-模构成的 R-Mod的子范畴,分别用 Lev-pdR(X)和 AbsC-idR(X)

表示 R- 模 X 的 R-Lev- 投射维数和 R-AbsC- 内射维数.

设 X 和 Y 是 Abel 范畴 A 的子范畴. 称二元组 (X ,Y) 是一个余挠对, 如果 Y = X⊥ 且 X = ⊥Y,

这里 X⊥ = {A ∈ A | Ext1A(X,A) = 0,∀X ∈ X}, 对偶地可定义 ⊥Y. 称余挠对 (X ,Y) 是遗传的, 如果

对任意的 X ∈ X 和 Y ∈ Y 及任意的 m > 1, 都有 ExtmA (X,Y ) = 0. 称余挠对 (X ,Y) 是完备的, 如果

对任意的 A ∈ A, 都存在如下两个 A 中的短正合序列:

0 → Y → X → A → 0 和 0 → A → Y ′ → X ′ → 0,
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其中 X,X ′ ∈ X 且 Y, Y ′ ∈ Y.

3 Gorenstein ∞∞∞- 凝聚环

为后文的需要, 本节给出 Gorenstein ∞- 凝聚环的定义、例子和基本事实.

定义 3.1 [19] 称 R为 AC-Gorenstein环,如果存在非负整数 m,使得对每个绝对 clean左或右 R-

模 A, 都有 Lev-pdR(A) 6 m.

定义 3.2 [20] 称 R 为 Gorenstein ∞- 凝聚环, 如果存在非负整数 m, 使得对每个绝对 clean 左或

右 R- 模 A, 都有 fdR(A) 6 m.

注 3.3 (1) 称环 R 是 Gorenstein 环 (Ding-Chen 环), 如果存在非负整数 m, 使得 R 是 m-

Gorenstein 环 (m-FC 环), 即 R 是双边 Noether (凝聚) 环, 并且 R 的双边自内射 (自 FP- 内射) 维

数不超过 m. 特别地, 0-Gorenstein 环 (0-FC 环) 即 QF 环 (FC 环). 由文献 [20, 注 4.2] 可知, 每个

Gorenstein 环 (Ding-Chen 环) 是 Gorenstein ∞- 凝聚环. 但反之未必成立 (参见文献 [20, 例 5.4]).

(2) 显然, 弱整体维数有限的环是 Gorenstein ∞- 凝聚环. 但反之未必成立. 事实上, 由文献 [6,

注 3.3] 可知, Z/4Z 是 QF 环 (从而由 (1) 可知它是 Gorenstein ∞- 凝聚环), 但弱整体维数无限.

(3)显然每个 Gorenstein ∞-凝聚环是 AC-Gorenstein环.下面例子说明反之未必成立. 令 R = K

nE 是 K 通过 E 的平凡扩张, 其中 K 是域, E 是无限维的 K- 向量空间, 则由文献 [21, 例 2.8] 可知,

所有左、右 R- 模都是 level 模. 因此 R 是 AC-Gorenstein 环. 另一方面, 由文献 [22, 定理 3.4] 的证明

可知, R 的弱整体维数无限. 可见 R 不是 Gorenstein ∞- 凝聚环.

称左 R- 模 M 是 Gorenstein 投射 [23] (或 Ding 投射 [6, 24], 或 Gorenstein AC- 投射 [18]) 的, 如果

存在一个由投射左 R- 模构成的 Hom(−, R-Proj)- 正合 (或 Hom(−, R-Flat)- 正合, 或 Hom(−, R-Lev)-

正合) 的正合序列

· · · → P1 → P0 → P 0 → P 1 → · · ·

使得 M ∼= Im(P0 → P 0). 对偶地可以定义 Gorenstein 内射 [23] (或 Ding 内射 [7, 24], 或 Gorenstein AC-

内射 [18]) 模. 分别用 R-GProj、R-GInj、R-DProj、R-DInj、R-GPac 和 R-GIac 表示 R-Mod 中所有

Gorenstein 投射、Gorenstein 内射、Ding 投射、Ding 内射、Gorenstein AC- 投射和 Gorenstein AC- 内

射左 R- 模构成的子范畴.

引理 3.4 设 R 是 Gorenstein ∞- 凝聚环, 则对任意的左 R- 模 M , 以下条件等价:

(1) M 是 Gorenstein AC- 投射模;

(2) M 是 Ding 投射模;

(3) M 是 Gorenstein 投射模;

(4) 存在左 R- 模的正合序列 0 → M → P 0 → P 1 → · · · , 其中每个 P i 是投射的.

证明 (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) 显然.

(4) ⇒ (1). 由 (4) 知, 存在如下投射左 R- 模的正合序列:

P = · · · → P1 → P0 → P 0 → P 1 → · · · ,

使得 M = Im(P0 → P 0). 设 A 是任一绝对 clean 右 R- 模, 则由 R 的 Gorenstein ∞- 凝聚性可知,

fdR(A) < ∞. 从而运用通常的同调代数方法可以证得 A ⊗R P 是正合的. 所以由文献 [18, 定理 A.6]

可知, M 是 Gorenstein AC- 投射的.

124



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 2 期

本节最后给出一些具有有限弱整体维数环的例子.

例 3.5 (1) 考虑环的有限直积 R = R1 × · · · ×Rm. 易知 R 具有有限的 (弱) 整体维数当且仅当

每个 Ri 具有有限的 (弱) 整体维数, 并且 R 是 (左、右) 凝聚环当且仅当每个 Ri 是 (左、右) 凝聚环.

(2) 显然具有有限整体维数的环和 von Neumann 正则环都具有有限的弱整体维数. 注意到 von

Neumann 正则环是左、右凝聚环. 下面例子说明存在环具有有限的弱整体维数, 但既不具有有限的整

体维数, 又非左 (右) 凝聚. 例如, 考虑环的直积 R = S1 × S2, 其中 S1 = D + (x1, x2)K[x1, x2], 这里 D

是 Dedekind 整环而 K 是其商域; S2 = Fα 是以 ℵα 为生成子的 Boolean 环, 这里 α 是一个无限基数.

由文献 [25, 第 128 页] 可知, S1 是整体维数为 2 的交换环 (因而 S1 的弱整体维数有限), 但 R 不是凝

聚环. 由文献 [26, 例 3.3] 可知, S2 是交换的 von Neumann 正则环 (因而 S2 是凝聚环, S2 的弱整体维

数有限), 但具有无限的整体维数. 因此, 由 (1) 中事实可知, R 具有有限的弱整体维数, 但既不具有有

限的整体维数, 又非左 (右) 凝聚.

根据以下事实, 我们还可以通过已知的环构造更多的环具有有限的弱整体维数.

注 3.6 (1) 设 R ⊆ S 是优越扩张, 则 R 与 S 的弱整体维数相同 (参见文献 [27, 定理 3]);

(2) 设 R ⊆ S 是可分 Frobenius 扩张, 则 R 与 S 的弱整体维数相同 (参见文献 [28, 定理 8′]);

(3) 设

T (R) =

R R

0 R


是特殊形式的上三角矩阵环,则 T (R)的弱整体维数比 R的弱整体维数多 1 (参见文献 [29,推论 3.7]);

(4)称环的满同态 (范畴意义下) f : R → S 是同调的,如果 S 作为 R-模具有有限的平坦维数 (通

常环的局部化对应的环同态是常见环的同调满同态的例子). 此时, 若 R 具有有限的弱整体维数, 则 S

也具有有限的弱整体维数.

4 弱整体维数和强 CM- 自由性

本节给出引言中主要定理及一些推论的证明.

对于一个非负整数 m, 约定环 R 满足条件 (m-AbsC-Lev) (或 (m-AbsC-Flat)) 是指所有左、右绝

对 clean R- 模 M 均满足 Lev-pdR(M) 6 m (或 fdR(M) 6 m). 注意到 R 为 AC-Gorenstein 环 (或

Gorenstein ∞- 凝聚环), 即存在某个非负整数 m 使得 R 满足条件 (m-AbsC-Lev) (或 (m-AbsC-Flat)).

引理 4.1 (参见文献 [19, 定理 4.2] 和 [20, 引理 4.3]) 设 m 如上, R 是满足条件 (m-AbsC-Lev)

的 AC-Gorenstein 环, 则对任意的左或右 R- 模 M , 以下条件等价:

(1) Lev-pdR(M) < ∞;

(2) Lev-pdR(M) 6 m;

(3) AbsC-idR(M) < ∞;

(4) AbsC-idR(M) 6 m.

若 R 是满足条件 (m-AbsC-Flat) 的 Gorenstein ∞- 凝聚环, 则上述条件还等价于

(5) fdR(M) < ∞;

(6) fdR(M) 6 m.

我们用 W 表示 R-Mod 中满足 Lev-pdR(M) < ∞ 的所有左 R- 模 M 构成的子范畴. 设 R 是

Gorenstein ∞-凝聚环,则由文献 [19,定理 6.2和 7.1]可知二元组 (R-GPac,W)和 (W, R-GIac)均构成
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R-Mod 中的完备遗传的余挠对 (其中后一余挠对还可参见文献 [20, 引理 5.1] 的证明). 另一方面, 分

别由文献 [20, 定理 4.5] 和引理 3.4 可知, R-GInj = R-DInj = R-GIac 和 R-Proj = R-DProj = R-GPac.

由这些事实可直接得到如下结论.

引理 4.2 设 R 是 Gorenstein ∞- 凝聚环, 则左 R- 模范畴中存在如下完备遗传的余挠对:

(R-DProj,W) = (R-GProj,W) 和 (W, R-DInj) = (W, R-GInj).

下述定理是本文的主要结论.

定理 4.3 设 R 是环, 考虑以下条件:

(1) R 具有有限的弱整体维数;

(2) R 是强左 CM- 自由的, 即 R-Proj = R-GProj;

(3) R 是强左余 CM- 自由的, 即 R-Inj = R-GInj;

(4) R-Proj = R-DProj;

(5) R-Inj = R-DInj,

则有 (1) ⇒ (2) ⇒ (4) 和 (1) ⇒ (3) ⇒ (5). 当 R 是 Gorentein ∞- 凝聚环时, (1)–(5) 等价.

证明 (1) ⇒ (2). 设环 R的弱整体维数有限, M 是 Gorenstein投射左 R-模. 由 R的 Gorenstein

∞- 凝聚性和引理 3.4 知, M 是 Ding 投射的. 故由文献 [6, 引理 2.4] 知, M 是投射的.

(2) ⇒ (4) 由 R-Proj ⊆ R-DProj ⊆ R-GProj 可得.

(4) ⇒ (1). 设 M 是任一左 R- 模. 由 R 的 Gorenstein ∞- 凝聚性和引理 4.2 可知, 存在左 R- 模

的短正合序列

0 → M → W → G → 0,

其中 W ∈ W 且 G ∈ R-DProj. 由 (4) 知 G ∈ R-Proj, 从而上述短正合列可裂, 故 M 同构于 W 的某

个直和因子. 由 R 的 Gorenstein ∞- 凝聚性和引理 4.1 可知, fdR(W ) < ∞, 因此, fdR(M) < ∞.

(1) ⇒ (3). 设 R 具有有限的弱整体维数, M 是任一 Gorenstein内射左 R-模. 由 R 的 Gorenstein

∞- 凝聚性和文献 [20, 定理 4.5] 可知, M 是 Gorenstein AC- 内射的. 从而存在左 R- 模的短正合序

列 0 → M → I → C → 0, 其中 I 是内射的, 且 C 是 Gorenstein AC- 内射的. 注意到 fdR(C) < ∞,

从而由 R 的 Gorenstein ∞- 凝聚性和引理 4.1 可知, AbsC-idR(C) < ∞. 由于 R-AbsC 是内射可解

的 (参见文献 [18, 命题 2.7]), 于是由通常的同调代数方法可以证明 Ext1R(C,M) = 0. 从而短正合序列

0 → M → I → C → 0 可裂, 进而 M 是内射的.

(3) ⇒ (5) 和 (5) ⇒ (1) 分别对偶于 (2) ⇒ (4) 和 (4) ⇒ (1).

众所周知, R-GProj 连同每项均属于 R-GProj 的短正合序列构成 R-Mod 的 Frobenius 正合子范

畴 (参见文献 [30, 定理 7.1.7(iii)]), 从而稳定范畴 R-GProj 是三角范畴 (参见文献 [30, 定理 6.2.1]),

并且该三角范畴诱导了著名的 Buchweitz-Happel 定理及其逆定理 (参见文献 [30, 定理 8.1.2]). 最近,

Zheng 和 Huang 在文献 [31, 定理 3.4] 中证明了在任意环上存在三角等价

R-GProj ≃ Db(R-Mod)fGP/K
b(R-Proj),

其中 Db(R-Mod)fGP 表示有界导出范畴 Db(R-Mod) 的由所有具有有限 Gorenstein 投射维数的同调

有界复形构成的全三角子范畴, Kb(R-Proj) 表示投射模的有界同伦范畴. 对偶地, 稳定范畴 R-GInj 是

三角范畴, 并存在相应的三角等价 R-GInj ≃ Db(R-Mod)fGI/K
b(R-Inj) (参见文献 [31, 注记 3.5]). 注

意, 我们用 K(R-Proj) 和 K(R-Inj) 表示投射模和内射模的 (无界) 同伦子范畴.
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Gao 和 Zhang [32] 引入并研究了 Gorenstein 投射导出范畴 DGP(R-Mod). 注意到该相对导出范畴

与通常的导出范畴 D(R-Mod) 之间存在紧密的联系. 事实上, 由文献 [32, 推论 2.5] 可知, 存在自然的

三角商函子 Π : DGP(R-Mod) → D(R-Mod), 并且 Π是三角等价当且仅当 R-Proj = R-GProj. 对偶地,

对于 Gorenstein 内射导出范畴 DGI(R-Mod), 也有相应的结论.

基于以上事实, 易得下述引理, 其中 K(R-GProj) 和 K(R-GInj) 表示 Gorenstein 投射模和 Goren-

stein 内射模的同伦子范畴.

引理 4.4 设 R 是环, 则以下条件等价:

(1) R 是强左 CM- 自由的, 即 R-Proj = R-GProj;

(2) R-GProj = 0;

(3) Db(R-Mod)fGP/K
b(R-Proj) = 0;

(4) DGP(R-Mod) ≃ D(R-Mod);

(5) K(R-Proj) = K(R-GProj).

对偶地, 以下条件等价:

(6) R 是强左余 CM- 自由的, 即 R-Inj = R-GInj;

(7) R-GInj = 0;

(8) Db(R-Mod)fGI/K
b(R-Inj) = 0;

(9) DGI(R-Mod) ≃ D(R-Mod);

(10) K(R-Inj) = K(R-GInj).

设 T 是具有任意直和的三角范畴. 称 T 中的对象 X 是紧的, 如果对 T 中的任意一簇对象 {Yj |
j ∈ J}, 标准态射 ⨿

j∈J

HomT (X,Yj) → HomT

(
X,

⨿
j∈J

YJ

)
是同构. 称该三角范畴 T 是紧生成的, 如果存在 T 中紧对象构成的集合 S, 使得对每个 T 中非零对
象 Y , 都存在非零同态 f : ΣmS → Y , 其中 S ∈ S, m ∈ Z, Σ 是 T 的平移函子.

注意到在任意环 R 上 D(R-Mod) 是紧生成的 (参见文献 [30, 注第 258 页]), 从而由定理 4.3 和引

理 4.4 可直接得到如下推论.

推论 4.5 设环 R 具有有限的弱整体维数, 则存在三角等价 DGP(R-Mod) ≃ D(R-Mod) ≃
DGI(R-Mod); 特别地, DGP(R-Mod) ≃ DGI(R-Mod) 是紧生成的.

贯穿下文, 用 Ch(R) 表示左 R- 模的复形范畴. 设 X,Y ∈ Ch(R). 用 Hom(X,Y ) 表示如下 Abel

群的复形:

· · · −→
∏
k∈Z

HomR(X
k, Y k+m)

δm−→
∏
k∈Z

Hom(Xk, Y k+m+1) −→ · · · ,

其中 δm 定义为

δm((fk)k∈Z) = (δk+m
Y fk − (−1)mfk−1δkX)k∈Z, ∀ (fk)k∈Z ∈ Hom(X,Y )m.

对 R-Mod 中的任一余挠对 (X ,Y), Gillespie [33] 引入了下述定义, 其中 C ∈ Ch(R).

(1) 称 C 为 X 复形, 如果 C 是零调的, 并且每个 Zi(C) ∈ X ;

(2) 称 C 为 Y 复形, 如果 C 是零调的, 并且每个 Zi(C) ∈ Y;

(3) 称 C 为 dg-X 复形, 如果每个 Ci ∈ X , 并且对于任意的 Y 复形 Y , Abel 群的复形 Hom(C, Y )

是零调的;

127



汪军鹏等: 环的弱整体维数和 CM- 自由性

(4)称 C 为 dg-Y 复形, 如果每个 Ci ∈ Y, 并且对于任意的 X 复形 X, Abel群的复形 Hom(X,C)

是零调的.

注意到, 当 (X ,Y) = (R-Proj, R-Mod) 时, dg-X 复形即 DG- 投射复形; 当 (X ,Y) = (R-Mod, R-Inj) 时,

dg-Y 复形即 DG- 内射复形.

设 R 是 Gorenstein ∞- 凝聚环, 则由引理 4.2 可知存在 R- 模范畴中的完备遗传的余挠对

(R-GProj,W) = (R-DProj,W) 和 (W, R-GInj) = (W, R-DInj) = (W, R-GIac).

分别当 (X ,Y) = (R-GProj,W)和 (X ,Y) = (R-DProj,W)时,定义 dg-X 复形为 DG-Gorenstein投射复

形和 DG-Ding投射复形;分别当 (X ,Y) = (W, R-GInj)、(X ,Y) = (W, R-DInj)和 (X ,Y) = (W, R-GIac)

时, 定义 dg-Y 复形为 DG-Gorenstein 内射复形、DG-Ding 内射复形和 DG-Gorenstein AC- 内射复形;

定义 W 复形为一个正合复形 X, 并满足每个 Zi(X) ∈ W.

由文献 [20, 引理 5.1 和定理 4.5] 可知, 一个复形 C 是 DG-Gorenstein AC- 内射复形当且仅当每

个 Ci 是 Gorenstein 内射模. 注意到在 Gorenstein ∞- 凝聚环上, DG-Gorenstein 内射复形、DG-Ding

内射复形和 DG-Gorenstein AC- 内射复形均一致, 从而有如下引理.

引理 4.6 设 R 是 Gorenstein ∞- 凝聚环, C ∈ Ch(R), 则以下条件等价:

(1) C 是 DG-Gorenstein 内射复形;

(2) 每个 Ci 是 Gorenstein 内射模.

称 X 为 Ding 投射复形 [34], 如果存在一个由投射复形构成的正合序列

· · · → P−1 → P0 → P1 → P2 → · · ·

使得 X ∼= Im(P0 → P1), 并且对任意平坦复形 Q, 函子 HomChR(−, Q) 仍保持该序列的正合性.

由文献 [35,定理 4.13]可知一个复形 C 是 Ding投射复形当且仅当每个 Ci 是 Ding投射模. 由文

献 [34, 定理 3.7] 可知, 对任意 Ding 投射复形 C 和平坦复形 F , Hom(C,F ) 是正合的. 基于这些事实,

下述引理给出 DG-Gorenstein 投射复形的刻画.

引理 4.7 设 R 是 Gorenstein ∞- 凝聚环, 则对任意 C ∈ Ch(R), 以下条件等价:

(1) C 是 DG-Gorenstein 投射复形;

(2) C 是 Ding 投射复形;

(3) 每个 Ci 是 Ding 投射模;

(4) 每个 Ci 是 Gorenstein 投射模.

证明 (1) ⇒ (4) 显然, (4) ⇔ (3) 由引理 3.4 可得, (3) ⇔ (2) 由文献 [35, 定理 4.13] 可得.

(2) ⇒ (1). 设 W 是任一 W 复形, 下证 Abel 群的复形 Hom(C,W ) 是正合的. 根据定义可知, W

是正合复形, 并且每个 ZiW ∈ W. 由引理 4.1 可知, 存在某个非负整数 m, 使得对任意的 i ∈ Z, 有
fdR(Z

iW ) 6 m. 这说明, 在 Ch(R) 中, W 的平坦维数 (即所有 ZiW 平坦维数的上确界) fdCh(R)(W ),

不超过 m. 下面对 fdCh(R)(W ) = n 6 m 进行数学归纳. 若 n = 0, 即 W 是平坦复形, 则由文献 [34, 定

理 3.7] 可知 Hom(C,W ) 是正合的. 设 n > 0. 考虑 Ch(R) 中的短正合序列

0 → K → F → W → 0,

其中 F 是平坦复形, 则存在如下 Abel 群复形的短正合序列:

0 → Hom(C,K) → Hom(C,F ) → Hom(C,W ) → 0.
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注意到 fdCh(R)(K) 6 fdCh(R)(W ) − 1, 从而由归纳假设可知 Hom(C,K) 正合. 另一方面, 由文献 [34,

定理 3.7] 可知 Hom(C,F ) 是正合的. 因此, Hom(C,W ) 是正合的.

由以上两个引理和定理 4.3 可直接得到如下推论:

推论 4.8 设环 R 的弱整体维数有限, C ∈ Ch(R), 则

(1) C 是 DG- 投射复形当且仅当每个 Ci 是 (Gorenstein) 投射模;

(2) C 是 DG- 内射复形当且仅当每个 Ci 是 (Gorenstein) 内射模.

用 K(DG-Proj) 和 K(DG-Inj) 分别表示所有左 R- 模的 DG- 投射和 DG- 内射复形构成的同伦子

范畴. 推论 4.8 说明, 若环 R 的弱整体维数有限, 则存在等式

K(R-GProj) = K(R-Proj) = K(DG-Proj) 和 K(R-GInj) = K(R-Inj) = K(DG-Inj).

众所周知, 对任意环 R, 存在三角等价 K(DG-Proj) ≃ D(R-Mod) ≃ K(DG-Inj) (参见文献 [30, 定

理 5.3.2]), 并且 D(R-Mod) 是紧生成的. 根据这些事实、定理 4.3 和引理 4.4, 可以直接得到如下推论.

推论 4.9 设环 R 的弱整体维数有限, 则存在三角等价

K(R-GProj) = K(R-Proj) ≃ D(R-Mod) ≃ K(R-Inj) = K(R-GInj);

特别地, K(R-Proj) = K(R-GProj) ≃ K(R-GInj) = K(R-Inj) 是紧生成的.

对任一紧生成的三角范畴 G, 用 Gc 表示由 G 的所有紧对象构成的全三角子范畴. 由文献 [10, 引

言] 可知, 当 R 具有左、右整体维数时, K(R-Proj) 是紧生成的, 并且存在如下的三角等价:

K(R-Proj)c ≃ Db(Rop-mod)op,

其中右边的范畴表示有限生成右 R-模的有界导出范畴的反范畴.作为推论 4.9的一个应用,下述结论

将这一紧生成性和三角等价均成立的条件改进为仅具有有限的右整体维数.

推论 4.10 设环 R 具有有限的右整体维数, 则 K(R-Proj) 和 K(Rop-Proj) 均是紧生成的, 并且

存在如下的三角等价:

K(R-Proj)c ≃ Db(Rop-mod)op 和 K(R-Proj)c ≃ (K(Rop-Proj)c)op.

证明 首先由环 R 右整体维数的有限性可知, R 具有有限的弱整体维数, 从而由推论 4.9和弱整

体维数有限性的对称性 (所有左 R-模的平坦维数的上确界等于所有右 R-模的平坦维数的上确界)可

知, K(R-Proj) 和 K(Rop-Proj) 均是紧生成的; 同时存在如下三角等价:

K(R-Proj) ≃ D(R-Mod) 和 K(Rop-Proj) ≃ D(Rop-Mod).

从而存在限制的三角等价

K(R-Proj)c ≃ D(R-Mod)c 和 K(Rop-Proj)c ≃ D(Rop-Mod)
c
.

我们断言存在如下的三角等价:

D(R-Mod)c ≃ (D(Rop-Mod)
c
)op ≃ Db(Rop-mod)op,

其中 (D(Rop-Mod)
c
)op 表示 D(Rop-Mod)

c 的反范畴, 从而可得欲证的三角等价. 事实上, 一方面, 运

用通常的方法可以证明导出函子

RHom(−, R) : D(R-Mod)c → D(Rop-Mod)
c
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是三角对偶, 即 RHom(−, R) 诱导了第一个三角等价. 另一方面, 由于 R 的右整体维数有限, 从而易

证存在三角等价 D(Rop-Mod)
c ≃ Db(Rop-mod), 进而有另一个三角等价.

注 4.11 当 R 是左 Noether 环时, Krause [36] 证明了 K(R-Inj) 是紧生成的, 并且存在三角等

价 K(R-Inj)c ≃ Db(R-mod). 当 R 具有有限的右整体维数时, 由推论 4.10 的证明可知, K(R-Inj) 和

K(Rop-Inj) 是紧生成的, 并且存在三角等价

K(R-Inj)c ≃ Db(Rop-mod)op 和 K(R-Inj)c ≃ (K(Rop-Inj)c)op.

众所周知, 左 R- 模的短正合序列 0 → M → N → L → 0 是纯正合的当且仅当对任意的有限生成

左 R- 模 P , 都存在诱导的 Abel 群的正合序列

0 → HomR(P,M) → HomR(P,N) → HomR(P,L) → 0,

此时称 M 为 N 的纯子模. 称 R-Mod的子范畴 X 是可定义的, 如果 X 对直积、正向极限和纯子模封
闭. 注意到这些概念在紧生成的代数三角范畴中有相应的版本. 设 T 是紧生成的代数三角范畴, Σ 是

T 的平移函子. 称好三角 X → Y → Z → ΣX 是纯好三角, 如果对 T 的任意紧对象 C, 都存在诱导的

Abel 群的正合序列

0 → HomT (C,X) → HomT (C, Y ) → HomT (C,Z) → 0,

此时称 X 为 Y 的纯子对象. 称 T 的子范畴 X 是可定义的, 如果 X 对直积、同伦正向极限和纯子
对象封闭. 设 R 的弱整体维数不超过 1. Bazzoni 和 Hrbek [17] 用 R-Mod 中的可定义子范畴刻画了

D(R-Mod) 中可定义子范畴. 下述结论运用这一事实刻画一些同伦子范畴和相对导出范畴的可定义子

范畴.

推论 4.12 设环 R 的弱整体维数不超过 1, T 表示相互三角等价的三角范畴 K(R-Proj) =

K(R-GProj) ≃ DGP(R-Mod) ≃ DGI(R-Mod) ≃ K(R-GInj) = K(R-Inj) 中任一范畴, 则互逆的对应

方式

V 7→ Vn = {Hn(X) | X ∈ V,∀n ∈ Z},

{Vn | n ∈ Z} 7→ V = {X ∈ T | Hn(X) ∈ Vn,∀n ∈ Z}

给出以下两个类之间的一一对应:

{T 中的可定义子范畴} ↔ {类 {Vn | n ∈ Z} |每个 Vn 是 R-Mod 中的可定义子范畴}.

证明 首先 6个范畴的三角等价由推论 4.5和 4.9可知. 注意到在三角等价下可定义子范畴是一

个不变量, 即若存在三角等价 F : G → G′, 则 U 是 G 的可定义子范畴当且仅当 F (U) 是 G′ 的可定义

子范畴. 因此欲证的一一对应可由文献 [17, 命题 3.5] 得到.

设 G 是紧生成的代数三角范畴, U 是 G 的三角子范畴.称 U 是 G 的 Smashing子范畴,如果 U 是
局部化子范畴 (即 U 对任意直和封闭), 包含函子 ι : U → G 具有保持直和的右伴随. 一个基本事实是,

紧生成的三角子范畴是 Smashing子范畴,著名的 Telescope猜想考虑其逆. 称 G 满足 Telescope猜想,

如果 G 的任一 Smashing子范畴是紧生成的. Bazzoni和 Hrbek在文献 [17,推论 4.12]中证明了在 von

Neumann 正则环上 D(R-Mod) 满足 Telescope 猜想, 注意到满足 Telescope 猜想是三角等价的不变量

(即三角等价的其中一个范畴满足这一猜想当且仅当另一个也满足), 从而由推论 4.5 和 4.9, 得到如下

推论.
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推论 4.13 设环 R 是 von Neumann 正则环, T 表示相互三角等价的三角范畴

K(R-Proj) = K(R-GProj) ≃ DGP(R-Mod) ≃ DGI(R-Mod) ≃ K(R-GInj) = K(R-Inj)

之一, 则 T 满足 Telescope 猜想.

致谢 感谢审稿人提出的宝贵建议, 使得论文在行文和内容上都有很大的提升.
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Weak global dimension and CM-freeness of rings

Junpeng Wang, Zhongkui Liu & Xiaoxiang Zhang

Abstract Let R be a ring with finite weak global dimension. We prove that R is (strongly) CM-free. As
applications, we obtain some triangulated equivalences between some compactly-generated homotopy categories
and relative derived categories. We classify the definable categories of such equivalent triangulated categories
when the weak global dimension of R is at most 1, and show that such equivalent triangulated categories satisfy
Telescope conjecture when R is a von Neumann regular ring. We also improve the condition such that a triangu-
lated equivalence about the extended Grothendieck duality holds from the finiteness of the left and right global
dimension of R to only the finiteness of the right global dimension of R.
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