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摘要 本文研究状态方程满足 p′(ρ) = ργ−1 的 3 维定常可压缩位势流方程, 其中 p 和 ρ 分别表示压

强和密度, γ > −1 是一个已知常数. 在锥形坐标系中, 位势流方程是一个典型的混合型方程, 其类型

可由一个拟 Mach数 L决定: 方程是椭圆型的当且仅当 L < 1, 是双曲型的当且仅当 L > 1. 本文首先

证明一个椭圆性原理: 当 γ > −1 时, 此方程在抛物 - 椭圆区域的内部是椭圆型的. 特别地, 当 γ > −1

时, 可找到一个与区域无关的函数 δ0 > 0 使得 L 6 1 − δ0. 然后利用该椭圆性原理, 可以更进一步地

说明, 当 γ > −1 时, 此方程在严格远离退化边界的任一子区域上是一致椭圆型的.

关键词 3 维定常位势流方程 混合型方程 椭圆性原理 抛物 - 椭圆区域 退化边界
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1 引言

本文关注的是 3 维空间中的定常位势流方程, 它由质量守恒定律和 Bernoulli 定律组成:

divx(ρ∇xΦ) = 0, (1.1)

1

2
|∇xΦ|2 + h(ρ) =

1

2
K, (1.2)

其中 x = (x1, x2, x3), ρ、Φ 和
1
2K 分别表示密度、位势函数和 Bernoulli 常数. 这里比焓 h(ρ) 满足

h′(ρ) =
p′(ρ)

ρ
=
c2(ρ)

ρ
, (1.3)

其中 p = p(ρ) 是压强, c = c(ρ) 是音速, 满足如下关系式:

p′(ρ) = ργ−1, 其中 γ > −1. (1.4)
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由 (1.3) 和 (1.4) 可得

h(ρ) =


ργ−1 − ργ−1

0

γ − 1
=
c2 − c20
γ − 1

, γ ∈ [−1, 1) ∪ (1,+∞),

ln

(
ρ

ρ0

)
, γ = 1,

(1.5)

此处 c0 对应密度为 ρ0 > 0 时的音速.

将 (1.2) 代入 (1.1) 并利用 (1.5), 可以得到一个二阶拟线性方程

(c2 − Φ2
x1
)Φx1x1 + (c2 − Φ2

x2
)Φx2x2 + (c2 − Φ2

x3
)Φx3x3

− 2Φx1Φx2Φx1x2 − 2Φx1Φx3Φx1x3 − 2Φx2Φx3Φx2x3 = 0, (1.6)

其中

c2 = c20 +
γ − 1

2
(K − |∇xΦ|2). (1.7)

因为方程 (1.6) 的特征形式为

Q(ζ) = c2 − |∇xΦ · ζ|2, 对于任意的 ζ ∈ R3, |ζ| = 1, (1.8)

所以, 当 M > 1 时, (1.6) 是双曲型的; M < 1 时, 它是椭圆型的; M = 1 时, 它是抛物退化的, 其中

M = |∇xΦ|/c 是气流的 Mach 数.

注意到 (1.6) 在下述伸缩变换下形式保持不变:

x → αx, (ρ,Φ) →
(
ρ,

Φ

α

)
, 其中 α ̸= 0.

因此, 方程 (1.6) 存在一类具有如下形式的解:

ρ(x) = ρ(ξ), Φ(x) = x3ϕ(ξ), (1.9)

其中 ξ = (ξ1, ξ2) := (x1/x3, x2/x3) 被称为锥形坐标系. 这种形式的解会出现在三角翼超音速绕流问题

中. 关于这一问题, 许多学者都进行了研究 (参见文献 [1–8]).

为方便后文表述, 引进符号

D2φ[a, b] :=
2∑

i,j=1

aibj∂ijφ, 其中 φ ∈ C2 且 a, b ∈ R2.

于是, 由 (1.6) 和 (1.9) 可知, 函数 ϕ 满足

c2(∆ϕ+D2ϕ[ξ, ξ])−D2ϕ[Dϕ− χξ, Dϕ− χξ] = 0, (1.10)

其中 ∆ 和 D 是标准的 Laplace 和梯度算子,

χ = ϕ−Dϕ · ξ. (1.11)

方程 (1.10) 还可被整理为

A(ξ, ϕ,Dϕ) : D2ϕ :=

2∑
i,j=1

Aij(ξ, ϕ,Dϕ)∂ijϕ = 0, (1.12)
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其中 A(ξ, ϕ,Dϕ) 的表达式由 (1.10) 给出.

定义气流的拟 Mach 数

L2 :=
|Dϕ|2 + |χ|2 − ϕ2

1+|ξ|2

c2
. (1.13)

直接验算可知方程 (1.10) 的类型由 L 决定. 具体而言, 方程 (1.10) 是双曲型的当且仅当 L > 1, 是椭

圆型的当且仅当 L < 1, 是抛物退化的当且仅当 L = 1.

因为方程 (1.10) 的类型依赖于 ϕ 本身及 Dϕ, 所以无法提前确定它的具体类型. 当机翼的前缘后

掠角不是充分小时, 这是处理三角翼超音速绕流问题的主要困难之一. 此外, 该问题还有一个重要的

特点: 对于多方气体, 方程 (1.10) 在一部分边界上是抛物退化的 (参见文献 [3]); 而对于 Chaplygin 气

体, 这一性质会发生在整个边界上1). 因此, 本文将基于方程 (1.10) 在边界上是退化的这一假设条件

来研究其在抛物 - 椭圆区域上的类型. 特别地, 受三角翼超音速绕流问题的启发, 还将考虑平坦边界

上的滑移条件. 顺便说明, 由于现阶段大多数处理椭圆型方程的有效工具都要求方程是一致椭圆型的,

如经典的 Schauder 估计和 Hopf 引理等, 因此, 本文会重点关注方程 (1.10) 在什么情形下是一致椭圆

型的.

这里指出, 当 γ = −1 时, Chaplygin 气体的状态方程满足条件 (1.4). 该气体常出现在描述宇宙膨

胀的模型中 (参见文献 [9, 10]). 近年来, 基于 Chaplygin 气体的独有特性, 一些学者以该气体为模型,

对高维 Riemann和激波反射等问题进行了研究,如 Serre [11, 12]、Chen和 Qu [13,14] 及 Lai和 Sheng [15].

现在给出问题相应的数学描述. 在 (ξ1, ξ2) 的上半平面, 假设 ΩD 是一个有界开区域, 其边界由

∂1ΩD 和如下两个平坦的固壁组成:

W1 := {ξ2 = 0,−∞ < ξ1 < 0} 和 W2 := {ξ2 = ξ1 tan θ0, 0 < ξ1 < +∞},

其中 θ0 ∈ (0, π/2)表示 W2 和 ξ1-轴形成的夹角. 记 P1 为 ∂1ΩD 和 W1 的交点, P2 为 ∂1ΩD 和 W2 的

交点 (参见图 1). 于是, 我们的问题可以表述为如下问题:

OP
1

P
2

W
1

W
2

ξ
1

ξ
2

θ
0

Ω
D

∂ 1 Ω
D

图 1 锥形坐标系中的区域 ΩD

1) Long B S, Yi C. Supersonic flow of Chaplygin gas past a delta wing. In preparation, 2019

1351



龙柄菘等: 锥形坐标系中 3 维定常位势流方程的椭圆性原理

问题 1.1 假设函数 ϕ ∈ C0(Ω̄D) ∩ C1(Ω̄D \ ∂1ΩD) ∩ C3(ΩD ∪ W1 ∪ W2) 满足方程 (1.10), 在

Ω̄D \ ∂1ΩD 中有 M > 1、0 6 L 6 1 和 ρ > 0, 且边界条件为

L = 1, 在 ∂1ΩD 上 (1.14)

和

Dϕ · νw1 = 0, 在 W1 上, (1.15)

Dϕ · νw2 = 0, 在 W2 上. (1.16)

我们的目标是确定方程 (1.10) 在区域 ΩD 内的类型, 这里 νw1 = (0,−1) 表示 W1 的单位外法向量,

νw2 = (sin θ0,− cos θ0) 表示 W2 的单位外法向量.

定理 1.1 (主要定理) 令 M̂ > 1 是一个常数, 则关于问题 1.1, 有如下结论:

(i) 如果 γ > −1, 在 ΩD 中有 M > M̂ , 并且边界 ∂1ΩD ∈ C2 垂直于固壁 W1 和 W2, 那么方程

(1.10) 在区域 ΩD 内是椭圆型的, 且在严格远离边界 ∂1ΩD 的任意子区域 Ωsub
D ⊂ ΩD 上是一致椭圆

型的.

(ii) 如果 γ = −1, 边界 ∂1ΩD 是 C2 分片光滑的且具有一致严格正的曲率, 那么可以得到与情形

(i) 相同的结论.

对于定理 1.1 中 γ > −1 的情形, 最为关键的一步是建立方程 (1.10) 的椭圆性原理 (见下文引

理 2.1), 它可以被看作文献 [16] 中关于自相似流方程椭圆性原理的推广. 但需要说明的是文献 [16] 中

的方法对于 γ = −1 的情形并不适用. 为了克服这一困难, 我们将利用脚注 1) 中发展的技巧去得到问

题解的一个先验估计, 从而来确定方程 (1.10) 的类型.

本文的后续内容安排如下. 第 2 节主要建立 γ > −1 时方程 (1.10) 的椭圆性原理. 同时, 对于情

形 γ = −1, 也可以得到一个相对较弱的结论. 第 3 节给出一个方程 (1.10) 是一致椭圆型的充要条件.

然后, 结合引理 3.2 中构造的函数和 γ > −1 时对应的椭圆性原理, 完成定理 1.1(i) 的证明. 最后, 当

γ = −1 时, 通过建立问题解的先验估计, 证明定理 1.1(ii) 的结论.

2 方程 (1.10) 的椭圆性原理

受文献 [16, 17] 中方法的启发, 对于 γ > −1 的情形, 先构造方程 (1.10) 的一个椭圆性原理. 为便

于书写, 在下文中简记

ϕi := ∂iϕ, ϕij := ∂ijϕ, ϕijk := ∂ijkϕ; eξ1 := (1, 0), eξ2 := (0, 1),

其中 i, j, k ∈ {1, 2}.
引理 2.1 假设 Ω ⊂ R2 是一个有界开区域, γ > −1, diam(Ω) 6 d < +∞. 若函数 ϕ ∈ C3(Ω) 满

足方程 (1.10) 且在 Ω 内有 M > M̂ > 1、0 6 L 6 1 和 ρ > 0, 其中 M̂ 是一个已知常数, 那么存在一个

常数 δ0 = δ0(d) ∈ (0, 1/(1 + d)) 使得对于任意满足 |Db|+ |D2b| 6 δ0 的函数 b ∈ C2(Ω), 要么

L2 6 1− δ0, 在 Ω 内,

要么 L2 + b 在 Ω 内达不到极大值.
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证明 在下面的证明过程中,用 O(δ)来表示任意可被 δ 控制的变量,即 |O(δ)| 6 Cδ,其中 C > 0

是仅依赖于 (γ, d) 的常数. 证明的过程将被分成两步.

第 1步 在引理的假设条件下,在此断言存在一个常数 δ1 ∈ (0, 1)使得对于任意满足 |Db|+|D2b| 6
δ1/(1 + d) 的函数 b ∈ C2(Ω) 和区域 Ω 内的任意一点 P , 要么

L2 6 1− δ1, 在 P 处, (2.1)

要么 L2 + b 在 P 点处达不到极大值. 用反证法进行证明. 假设这一结论不成立, 那么对于任意的常

数 δ1 ∈ (0, 1), 可以找到一个满足 |Db| + |D2b| 6 δ1/(1 + d) 的函数 b ∈ C2(Ω) 和区域 Ω 内的一点

P̂ (ξ1p, ξ2p), 使得

L2 > 1− δ1, 在 P̂ 处, (2.2)

且 L2 + b 在 P̂ 点处取得极大值, 这等价于

D(L2 + b)(P̂ ) = 0, (2.3)

∂ii(L
2 + b)(P̂ ) 6 0, 其中 i = 1, 2. (2.4)

当 δ1 充分小时, 利用这些关系推导出一个矛盾.

由于方程 (1.6) 的形式在任意旋转变换下均保持不变且其解 Φ 具有形式 (1.9), 故不失一般性, 在

(ξ1px3, ξ2px3, x3) 处, 可以假设 ∂x1Φ = ∂x2Φ = 0 和 ∂x3Φ = |DxΦ|, 其中 x3 ∈ R. 于是由 (1.9)、(1.11)

和 (1.13) 可得

Dϕ = 0, χ = ϕ, M =
ϕ

c
, 在 P̂ 处, (2.5)

L =
M |ξ|√
1 + |ξ|2

=
ϕ|ξ|

c
√
1 + |ξ|2

, 在 P̂ 处. (2.6)

此外, 因为方程 (1.10) 具有旋转不变性, 所以还可以选取 ξ1p = −|ξ| < 0 和 ξ2p = 0. 将其代入 (2.6)

可得

|ξ1p| =
L√

M2 − L2
, 在 P̂ 处. (2.7)

直接计算可得

D(|Dϕ|2) = 2D2ϕDϕ, Dχ2 = −2χD2ϕξ, (2.8)

Dc2 = −(γ − 1)D2ϕ(Dϕ− χξ). (2.9)

再结合 (2.5)–(2.7), 有

D(|Dϕ|2) = 0, Dχ2 = 2ϕ|ξ1p|Dϕ1, 在 P̂ 处, (2.10)

Dc2 = −(γ − 1)ϕ|ξ1p|Dϕ1, 在 P̂ 处. (2.11)

(1) 首先利用一阶条件 (2.3) 和方程 (1.10) 来计算 ϕij 在 P̂ 处的值. 由 (1.13)、(2.10) 和 (2.11)

可得

D(L2 + b) =
D(|Dϕ|2 + χ2)− L2Dc2

c2
− (1 + |ξ|2)Dϕ2 − ϕ2D(|ξ|2)

(1 + |ξ|2)2c2
+Db
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= (2 + (γ − 1)L2)M |ξ1p|
Dϕ1
c

− 2M2|ξ1p|
(1 + |ξ1p|2)2

eξ1 +Db

=M |ξ1p|
(
(2 + (γ − 1)L2)

Dϕ1
c

− 2M

(
1− L2

M2

)2

eξ1

)
+Db, 在 P̂ 处. (2.12)

假设条件 L 6 1 和 γ > −1 表明在 Ω 中 2 + (γ − 1)L2 > 0. 于是结合 (2.3) 和 (2.12) 可知,

Dϕ1
c

=
2M(1− L2

M2 )
2

2 + (γ − 1)L2
eξ1 +O(δ1)(eξ1 + eξ2), 在 P̂ 处,

即

ϕ11
c

=
2M(1− L2

M2 )
2

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处, (2.13)

ϕ12
c

= O(δ1), 在 P̂ 处. (2.14)

另一方面, 由 (2.5)–(2.7), 可将方程 (1.10) 简化为

(1− L2)ϕ11 +

(
1− L2

M2

)
ϕ22 = 0, 在 P̂ 处. (2.15)

将 (2.13) 代入此方程有

ϕ22
c

=
2M(L2 − 1)(1− L2

M2 )

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.16)

注意到, 当 δ1 充分小时, O(δ1) 是一个小量, 因此在 P̂ 处, 有

ϕ11
c

> 0 和
ϕ22
c

< 0,

这意味着

|ϕ11|+ |ϕ22|
c

=
2M(1− L2

M2 )(2− (1 + 1
M2 )L

2)

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.17)

(2)接着用二阶条件 (2.4)来推导出一些关系.为此, 需要计算 ∂iiL
2 的表达式. 从 (1.13)、(2.8)和

(2.9) 可以看出

∂iL
2 =

2 + (γ − 1)L2

c2
Dϕi · (Dϕ− χξ)− 2(1 + |ξ|2)ϕϕi − 2ξiϕ

2

(1 + |ξ|2)2c2
. (2.18)

不妨用 E1 和 E2 分别表示方程 (2.18) 右端的第一和二项. 于是,

∂iiL
2 = ∂iE1 + ∂iE2. (2.19)

关于 E1, 直接计算有

∂iE1 =
2 + (γ − 1)L2

c2
∂i(Dϕi · (Dϕ− χξ))− 1

c2
∂ic

2(∂iL
2 + E1)

=
2 + (γ − 1)L2

c2
(Dϕii · (Dϕ− χξ) + |Dϕi|2 + |Dϕi · ξ|2 − χϕii)
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+
γ − 1

c2
Dϕi · (Dϕ− χξ)(∂iL

2 + E1), (2.20)

其中第二个等式用到了关系式

∂ic
2 = −(γ − 1)Dϕi · (Dϕ− χξ), ∂iχ = −2χDϕiξ.

类似地, 关于 E2, 有

∂iE2 = − 2

(1 + |ξ|2)2c2
∂i((1 + |ξ|2)ϕϕi − ξiϕ

2)− ∂i((1 + |ξ|2)2c2)
(1 + |ξ|2)2c2

E2

= − 2

(1 + |ξ|2)2c2
((1 + |ξ|2)(ϕϕii + ϕ2i )− ϕ2)

+
8ξi((1 + |ξ|2)ϕϕi − ξiϕ

2)

(1 + |ξ|2)3c2
+
γ − 1

c2
Dϕi · (Dϕ− χξ)E2. (2.21)

将 (2.20) 和 (2.21) 代入 (2.19) 并利用关系式 ∂iL
2 = E1 + E2, 可得

∂iiL
2 =

2 + (γ − 1)L2

c2
(Dϕii · (Dϕ− χξ) + |Dϕi|2 + |Dϕi · ξ|2 − χϕii)

− 2

(1 + |ξ|2)2c2
((1 + |ξ|2)(ϕϕii + ϕ2i )− 4ξiϕϕi)

+
2ϕ2

(1 + |ξ|2)3c2
(1 + |ξ|2 − 4ξ2i ) +

2(γ − 1)

c2
Dϕi · (Dϕ− χξ)∂iL

2. (2.22)

从 (2.3)可以发现在 P̂ 点处, ∂iL
2 = −∂ib. 再结合 (2.5)–(2.7)和 (2.22),二阶条件 (2.4)在 P̂ 点处可

写为

0 > ∂ii(L
2 + b)

= (2 + (γ − 1)L2)

(
M |ξ1p|

ϕ1ii
c

+ (1 + |ξ1p|2)
ϕ21i
c2

+
ϕ22i
c2

)
−M

(
2 + (γ − 1)L2 +

2

1 + |ξ1p|2

)
ϕii
c

+
2M2

(1 + |ξ1p|2)3
(1 + |ξ1p|2 − 4|ξip|2)

− 2(γ − 1)M |ξ1p|
ϕ1i
c
∂ib+ ∂iib, 在 P̂ 处,

由此可知,

L
ϕ1ii
c

6 − M√
M2 − L2

(
ϕ21i
c2

+

(
1− L2

M2

)
ϕ22i
c2

− ϕ11ϕii
c2

)
+
√
M2 − L2

(
ϕii
c

+

(
4|ξip|2

1 + |ξ1p|2
− 1

)
ϕ11
c

)
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.23)

下面重点推导 Lϕ122

c 在 P̂ 点处的表达式. 取 i = 1, 将 (2.13) 和 (2.14) 代入 (2.23), 有

L
ϕ111
c

6
√
1− L2

M2

(
4L2

M

ϕ11
c

− ϕ212
c2

)
+O(δ1)

=
8L2(1− L2

M2 )
5
2

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.24)
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同样地, 当 i = 2 时, 利用 (2.14)–(2.17) 可知,

L
ϕ122
c

6 − M√
M2 − L2

(
ϕ212
c2

+

(
1− L2

M2

)
ϕ222
c2

− ϕ11ϕ22
c2

)
+

√
M2 − L2

(
ϕ22
c

− ϕ11
c

)
+O(δ1)

= −
√
1− L2

M2

(
2− L2

1− L2

ϕ222
c2

+M
|ϕ11|+ |ϕ22|

c

)
− M√

M2 − L2

ϕ212
c2

+O(δ1)

= −
2M2(2− (1 + 1

M2 )L
2)(1− L2

M2 )
3
2

2 + (γ − 1)L2

−
4M2(1− L2)(2− L2)(1− L2

M2 )
5
2

(2 + (γ − 1)L2)2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.25)

注意到上式最后一个等式的第一项可作如下分解:

2M2

(
2−

(
1 +

1

M2

)
L2

)(
1− L2

M2

) 3
2

= 4M2(1− L2)

(
1− L2

M2

) 3
2

+ 2M2L2

(
1− 1

M2

)(
1− L2

M2

) 3
2

. (2.26)

将其代入 (2.25) 中, 有

L
ϕ122
c

6 −
4L2(1− L2)(1− L2

M2 )
3
2

2 + (γ − 1)L2
− 2

(
1− 1

M̂2

) 5
2 L2

2 + (γ − 1)L2

− 4

(
1− 1

M̂2

) 5
2 (1− L2)(2− L2)

(2 + (γ − 1)L2)2
+O(δ1)

= −2

(
1− 1

M̂2

) 5
2 4− 4L2 + (γ + 1)L4

(2 + (γ − 1)L2)2

−
4L2(1− L2)(1− L2

M2 )
3
2

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处, (2.27)

其中在第一个不等式里利用了假设条件

M > M̂ > 1 和 L 6 1.

为了处理 (2.27) 中出现的项 4−4L2+(γ+1)L4

(2+(γ−1)L2)2 , 考虑函数

F (t) =
4− 4t+ (γ + 1)t2

(2 + (γ − 1)t)2
, 其中 t ∈ [0, 1].

因为

F ′(t) =
8γ(t− 1)

(2 + (γ − 1)t2)3
, 其中 t ∈ [0, 1],
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所以,

F (t) >


1, γ ∈ (−1, 0),

1

γ + 1
, γ > 0.

综合上述分析和 (2.27), 最终得到

L
ϕ122
c

6 −
2(1− 1

M̂2
)

5
2

γ + 2
−

4L2(1− L2)(1− L2

M2 )
3
2

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.28)

(3) 现在来导出当 δ1 充分小时所存在的矛盾. 先将方程 (1.10) 两边同时关于 ξ1 求偏导可得

c2(∆ϕ1 +D2ϕ1[ξ, ξ] + 2D2ϕ[∂1ξ, ξ]) + (∆ϕ+D2ϕ[ξ, ξ])∂1c
2

−D2ϕ1[Dϕ− χξ, Dϕ− χξ]− 2D2ϕ[∂1(Dϕ− χξ), Dϕ− χξ] = 0.

利用 (2.8) 和 (2.9), 上式可写为

c2(∆ϕ1 +D2ϕ1[ξ, ξ])−D2ϕ1[Dϕ− χξ, Dϕ− χξ]

+ (2χ− (γ − 1)(∆ϕ+D2ϕ[ξ, ξ]))Dϕ1 · (Dϕ− χξ)

− 2D2ϕ[Dϕ1 + (Dϕ1 · ξ)ξ, Dϕ− χξ] + 2c2Dϕ1 · ξ = 0. (2.29)

再结合 (2.5) 和 (2.7) 以及常规的计算可得其在 P̂ 点处的形式为

c2((1 + ξ21p)ϕ111 + ϕ122)− ξ21pϕ
2ϕ111 + (γ − 1)ξ1pϕϕ11((1 + ξ21p)ϕ11 + ϕ22)

+ 2ξ1pϕ((1 + ξ21p)ϕ
2
11 + ϕ212) + 2ξ1p(c

2 − ϕ2)ϕ11 = 0, 在 P̂ 处.

整理上式有

(1− L2)
ϕ111
c

+

(
1− L2

M2

)
ϕ122
c

− (2 + (γ − 1)L2)M |ξ1p|
ϕ211
c2

− 2(1−M2)

(
1− L2

M2

)
|ξ1p|

ϕ11
c

− 2

(
1− L2

M2

)
M |ξ1p|

ϕ212
c2

= 0, 在 P̂ 处,

由此可知,

L
ϕ122
c

=
L2 − 1

1− L2

M2

L
ϕ111
c

+
2ML2

√
M2 − L2

ϕ212
c2

+
L2

√
M2 − L2

(
M(2 + (γ − 1)L2)

1− L2

M2

ϕ11
c

+ 2(1−M2)

)
ϕ11
c
, 在 P̂ 处. (2.30)

将 (2.13)、(2.14) 和 (2.24) 代入 (2.30), 有

L
ϕ122
c

=
L2 − 1

1− L2

M2

L
ϕ111
c

+
2L2(1− L2)√
M2 − L2

ϕ11
c

+O(δ1)

> −
4L2(1− L2)(1− L2

M2 )
3
2

2 + (γ − 1)L2
+O(δ1), 在 P̂ 处. (2.31)
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显然, 当 (2.1) 中的常数 δ1 ∈ (0, 1) 充分小时, 上式与 (2.28) 矛盾. 因此断言得证.

第 2 步 从第 1 步中已证的断言可知, 对于任意的内点 P̄ ∈ Ω, 若 L2 + b 在 P̄ 处取到极大值, 那

么一定有关系式 L2(P̄ ) 6 1− δ1. 另外, 注意到 |Db| 6 δ1/(1 + d) 和 diam(Ω) 6 d, 因此,

oscΩb 6 diam(Ω)|Db| 6 dδ1
1 + d

,

这意味着

L2 6 L2(P̄ ) + oscΩb 6 1− δ1
1 + d

, 在 Ω 内.

于是, 只需取 δ0(d) = δ1/(1 + d) 即可完成引理的证明.

引理 2.1的结论适用于方程在边界上是抛物退化的情形. 接下来,在 (ξ1, ξ2)平面上考虑一个带有

平坦边界 Γ 的区域 Ω, 且方程 (1.10) 的解 ϕ ∈ C3(Ω ∪ Γ) 满足

Dϕ · ν = 0, 在 Γ 上, (2.32)

其中 ν 表示 Γ 的单位外法向量.

引理 2.2 假设 Ω ⊂ R2 是一个有界开区域, Γ ⊂ Ω 是一个开的平坦边界, γ > −1 且 diam(Ω)

6 d < +∞. 若函数 ϕ ∈ C3(Ω ∪ Γ) 是方程 (1.10) 的解, 并且在 Ω ∪ Γ 上满足 M > M̂ > 1、0 6 L 6 1

和 ρ > 0, 在 Γ 上满足 (2.32), 其中 M̂ 是一个常数, 那么存在一个常数 δ0 = δ0(d) ∈ (0, 1/(1 + d)) 使得

对于任意的函数 b ∈ C2(Ω ∪ Γ), 当其在 Ω 内满足 |Db|+ |D2b| 6 δ0、在 Γ 上满足 Db · ν = 0 时, 要么

L2 6 1− δ0, 在 Ω ∪ Γ 内,

要么 L2 + b 在 Ω ∪ Γ 内达不到极大值.

证明 因为方程 (1.6) 和 (1.10) 都具有旋转不变性, 所以不妨取 Γ ⊂ {ξ1 = 0} 和 ν = (1, 0). 此时

边界条件 (2.32) 可简化为

ϕ1 = 0, 在 Γ 上. (2.33)

将其沿着 Γ 的切向求导可得

ϕ12 = 0, ϕ122 = 0, 在 Γ 上, (2.34)

再结合 (2.33), 有

∂1c
2 = −(γ − 1)Dϕ1(Dϕ− χξ) = 0, 在 Γ 上. (2.35)

将方程 (1.10) 关于 ξ1 求导并利用 (2.33)–(2.35) 可以发现, 在 Γ 上, c2ϕ111 = 0. 又在 Ω ∪ Γ 上,

c2 = ργ−1 > 0,

因此,

ϕ111 = 0, 在 Γ 上. (2.36)
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基于上述分析, 可将区域 Ω 关于 ξ2 轴作镜像对称得到一个新的区域, 记为 Ωext. 相应地, 函数 ϕ

也作如下延拓:

ϕext(ξ1, ξ2) =

ϕ(ξ1, ξ2), 在 Ω 内,

ϕ(−ξ1, ξ2), 在 Ωext \ Ω 内.
(2.37)

显然, ϕext ∈ C3(Ωext) 且在区域 Ωext 内满足方程 (1.10), 于是, Γ 上的点可看作区域 Ωext 的内点. 再

利用引理 2.1 的结论即可完成证明.

可以看到当 γ = −1 时, 若 L→ 1, 那么 2 + (γ − 1)L2 → 0. 这表明在引理 2.1 中, 当 δ1 充分小时,

O(δ1) 对应的变量无法再被 Cδ1 所控制, 其中 C 是一个仅与 (γ, d) 有关的常数. 因此, 引理 2.1 中的

方法并不适用于 γ = −1 的情形. 尽管如此, 还是可以得到一个相对较弱的结果:

引理 2.3 假设 Ω ⊂ R2 是一个有界开区域, γ > −1, diam(Ω) 6 d < +∞. 若函数 ϕ ∈ C3(Ω) 满

足方程 (1.10) 且在 Ω 内有 M > 1、0 6 L 6 1 和 ρ > 0, 那么

L2 < 1, 在 Ω 内.

证明 用反证法进行证明. 如果上述结论不成立, 那么必存在一点 P̂ (ξ1p, ξ2p) ∈ Ω 使得

L2 = 1, 在 P̂ 处.

又因为在 Ω 内 0 6 L 6 1, 所以,

D(L2)(P̂ ) = 0. (2.38)

类似引理 2.1 中的分析, 不失一般性, 可以假设

Dϕ = 0, χ = ϕ, M =
ϕ

c
, 在 P̂ 处,

L =
M |ξ1p|√
1 + |ξ1p|2

=
ϕ|ξ1p|

c
√
1 + |ξ1p|2

, 在 P̂ 处.

于是, 在 P̂ 点处, 将 γ = −1、M > 1 和 L2 = 1 代入 (2.12), 有

D(L2) =M |ξ1p|
(
(2 + (γ − 1)L2)

Dϕ1
c

− 2M

(
1− L2

M2

)2

eξ1

)
= −2M

√
1 + |ξ1p|2

(
1− 1

M2

)2

eξ1

< 0, 在 P̂ 处. (2.39)

显然, 上式与一阶条件 (2.38) 矛盾. 引理证毕.

注 2.1 从引理 2.1 和 2.3 可以看出, 当 γ > −1 时, 方程 (1.10) 一定不存在解 ϕ ∈ C3 使得在任

一开区域上, 该方程是抛物退化的且 M > M̂ > 1, ρ > 0, 其中 M̂ 是一个常数.

3 定理 1.1 的证明

为了证明本文的主要定理, 先给出下述引理.
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引理 3.1 假设 Ω ⊂ R2 是一个有界开区域, diam(Ω) 6 d < +∞, 且在 Ω内有 ρ > 0, 则在区域 Ω

内, 方程 (1.10) 是一致椭圆型的当且仅当存在一个仅与 d 有关的正数 ε ∈ (0, 1) 使得 L2 6 1− ε, 其中

L 的定义由 (1.13) 给出.

证明 直接计算可得方程 (1.10) 的特征满足

λ2 − a1λ+ a2 = 0,

其中

a1 = c2 + (ξ1ϕ2 − ξ2ϕ1)
2 + (1 + |ξ|2)

(
c2 − |Dϕ|2 − |χ|2 + ϕ2

1 + |ξ|2

)
,

a2 = (1 + |ξ|2)c2
(
c2 − |Dϕ|2 − |χ|2 + ϕ2

1 + |ξ|2

)
.

于是,

λ2
λ1

=
a1 +

√
a21 − 4a2

a1 −
√
a21 − 4a2

. (3.1)

为简化符号, 引进

m2 = (1 + |ξ|2)
(
c2 − |Dϕ|2 − |χ|2 + ϕ2

1 + |ξ|2

)
, (3.2)

n2 = (ξ1ϕ2 − ξ2ϕ1)
2, (3.3)

则

a21 − 4a2 = (c2 +m2 + n2)2 − 4c2m2

= (c2 −m2 + n2)2 + 4m2n2

> (c2 −m2 + n2)2. (3.4)

将该不等式代入 (3.1) 可得如下估计:

λ2
λ1

> c2 + n2

m2
> c2

m2
=

1

(1 + |ξ|2)(1− L2)
, (3.5)

其中最后一步可由 (1.13)和 (3.2)得到. 不等式 (3.5)表明,对于任意一个有界常数 C > 0,如果 λ2/λ1

6 C, 那么

L2 6 1− 1

C(1 + d2)
. (3.6)

另一方面, 从 (1.10) 和 (1.12) 可知, 对于任意的 ξ ∈ Ω 和 τ ∈ R2 − {0}, 有

2∑
i,j=1

Aij(ξ, ϕ,Dϕ)τiτj = c2(|τ |2 + |ξ · τ |2)− |(Dϕ− χξ) · τ |2. (3.7)

利用 Cauchy-Schwarz 不等式, 上式的左端项满足

c2(1 + |ξ|2)|τ |2 >
2∑

i,j=1

Aij(ξ, ϕ,Dϕ)τiτj > (c2 − |Dϕ− χξ|2)|τ |2. (3.8)
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另外, 注意到

c2 − |Dϕ− χξ|2 > c2 − |Dϕ− χξ|2 − (|Dϕ|2|ξ|2 − |Dϕ · ξ|2)

= c2 −
(
|Dϕ|2 + |χ|2 − ϕ

1 + |ξ|2

)
= c2(1− L2), (3.9)

将其代入 (3.8) 中, 有

λ2
λ1

6 1 + |ξ|2

1− L2
.

这表明, 若 L2 6 1− ε, 则

λ2
λ1

6 1 + d2

ε
.

综上, 引理证毕.

基于上述引理, 下面可以开始证明定理 1.1.

3.1 情形 γ > −1γ > −1γ > −1

情形 γ > −1 的证明主要是基于引理 2.1 和 3.1. 为了应用这些结论, 构造下述函数:

g = g(ξ) ∈ C2(Ω̄D).

引理 3.2 假设 ∂1ΩD ∈ C2 垂直于固壁 W1 和 W2, 则可找到一个函数 g = g(ξ) ∈ C2(Ω̄D) 和两

个仅依赖于区域 ΩD 的正数 C0, C1 < +∞, 使得对于任意的内点 ξ ∈ ΩD 均有

1

C0
dist(ξ, ∂1ΩD) 6 g(ξ) 6 C0dist(ξ, ∂

1ΩD), (3.10)

|Dg(ξ)|+ |D2g(ξ)| 6 C1, (3.11)

而且

Dg · νw1 = 0, 在 W1 上, (3.12)

Dg · νw2 = 0, 在 W2 上. (3.13)

证明 首先, 令点 P ′
1 := 1

2 (O + P1) 和 P ′
2 := 1

2 (O + P2), 其中 O 是 (ξ1, ξ2) 平面上的原点 (参见

图 1). 连接这两点使得曲线 P ′
1P

′
2 与边界 ∂1Ω 平行, 并记由曲线 ∂1Ω 和 P ′

1P
′
2 及线段 P1P

′
1 和 P2P

′
2

围成的有界区域为 D := P1P
′
1P

′
2P2.

接着, 引进极坐标变换

T1 : r = (ξ21 + ξ22)
1/2, 0 < r < +∞ 和 θ = arctan

ξ2
ξ1
, θ0 6 θ 6 π,

并用 r = ψ(θ) > 0 表示边界 ∂1ΩD 在极坐标系中对应的表达式. 相应地, 曲线 P ′
1P

′
2 的表达式为

r = ψ(θ)/2. 为了拉直这两条曲线, 利用变换

T2 : ξT1 = θ, ξT2 =
r

ψ(θ)
.
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于是, 在平面 (ξT1 , ξ
T
2 ) 中, 区域 D 和曲线 ∂1ΩD 分别变为矩形区域 DT 和直线段 ∂1ΩT

D.

引进函数 f ∈ C∞([0,+∞)) 满足

f(s) =


s, 如果 s ∈

[
0,

1

4

]
,

1, 如果 s > 3

8
,

且在 [0,+∞) 上有 0 6 f ′(s) 6 C 和 0 6 f ′′(s) 6 C, 其中 C 是一个已知的正数. 显然, 函数

gT (ξT ) = f(dist(ξT , ∂1ΩT
D)) (3.14)

属于 C∞(DT ) 空间, 此处 ξT = (ξT1 , ξ
T
2 ). 因此, 可以定义如下的目标函数:

g(ξ) =

gT ◦ T2 ◦ T1(ξ), 当 ξ ∈ D̄,

1, 当 ξ ∈ Ω̄D \ D̄.
(3.15)

我们剩下的工作是验证 g(ξ) 满足性质 (3.10)–(3.13). 从 ∂1ΩD ∈ C2 可得函数 r = ψ(θ) 属于 C2

空间,因此, g(ξ) ∈ C2(Ω̄D). 此外注意到 T1 和 T2 均为可逆变换,于是,结合 (3.14)、(3.15)和函数 f(s)

的性质可知 g(ξ)满足性质 (3.10)和 (3.11). 另一方面, 因为边界 ∂1ΩD 垂直于固壁 W1 和 W2, 且函数

g(ξ) 在区域 Ω̄D \ D̄ 中是常数, 所以, g(ξ) 也满足性质 (3.12) 和 (3.13).

现在可以来证明定理 1.1(i) 的结论. 根据引理 2.1 和 3.1 中的结论, 只需要考虑区域 ΩD 中 L2 >

1− δD 的点即可, 这里 δD ∈ (0, 1/(1 + dD)) 是一个常数, 其中 dD 表示区域 ΩD 的直径.

令 g(ξ) 为引理 3.2 中构造的函数. 基于性质 (3.11), 可选取适当小的常数 µ 使得

µ(|Dg|+ |D2g|) 6 δD.

于是, 由引理 2.2 可知 L2 + µg 无法在 ΩD ∪W1 ∪W2 上取到极大值. 接着讨论关于 L2 + µg 在原点 O

处的估计. 因为函数 ϕ ∈ C1(Ω̄D \ ∂1ΩD), 且满足边界条件 (1.15) 和 (1.16), 所以, 有 Dϕ(O) = 0. 又

c =
√
ργ−1 > 0, 因此在原点 O 处有 L = 0. 这表明当 µ 适当小时, 在 O 处一定有 L2 + µg 6 1.

另一方面, 由引理 3.2 中的讨论可以看到, 在边界 ∂1ΩD 上, g(ξ) = 0. 于是, 由边界条件 (1.14) 可

知, 在 ∂1ΩD 上, L2 + µg = 1.

综上可知, 在 Ω̄D 内, L2 6 1− µg. 再次运用性质 (3.10) 和引理 3.1, 即可完成定理 1.1(i) 的证明.

3.2 情形 γ = −1γ = −1γ = −1

情形 γ = −1 的证明思路源于脚注 1). 为了方便读者, 在此仍给出相对详细的证明过程. 本小节

用 W1 和 W2 分别表示图 1 中的线段 OP1 和 OP2.

从 (1.7) 和 (1.9) 可以发现, 当 γ = −1 时,

c2 = |∇xΦ|2 + c20 −K

= |Dϕ|2 + |ϕ−Dϕ · ξ|2 + c20 −K. (3.16)

因为三角翼超音速绕流问题中的来流是超音速的, 故不失一般性, 可以选取 c20 −K = −1. 于是, 利用

(1.13)、(3.16) 和引理 3.1 可知, 如果存在一个有界常数 C 和一个正数 ε0 使得函数 ϕ 满足√
1 + |ξ|2 + ε0 6 ϕ < C, (3.17)
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|Dϕ| < C, (3.18)

那么方程 (1.10) 是一致椭圆型的.

令

w :=
ϕ√

1 + |ξ|2
. (3.19)

在此变换下, 方程 (1.10) 变为

c2(∆w +D2w[ξ, ξ])− (1 + |ξ|2)D2w[Dw + (Dw · ξ)ξ, Dw + (Dw · ξ)ξ]

+ 2(w2 − 1)Dw · ξ +
w(c2 + w2 − 1)

1 + |ξ|2
= 0, (3.20)

其中

c2 = w2 − 1 + (1 + |ξ|2)(|Dw|2 + |Dw · ξ|2). (3.21)

因为 ΩD 是有界区域, 所以, 方程 (3.20) 和 (1.10) 有着相同的类型. 再结合引理 2.3 可知, 在区域 ΩD

内, (3.20) 是椭圆型的, 即 w > 1.

不妨用 Nw 来表示方程 (3.20) 的右边. 另外, 对于任意有界的开区域 Ω̂ ⊂ R2, 定义如下算子:

Mw := Dw · ν̂ + bw, 在 ∂Ω̂ 上,

其中 ν̂ 表示边界 ∂Ω̂的单位外法向量, b > 0是一个关于 ξ 的函数. 于是, 方程 (3.20)满足如下比较原

理 (其证明可参见脚注 1) 中的引理 3.1 和 4.1).

引理 3.3 假设 Ω ⊂ R2 是一个有界开区域, 它的边界由 ∂1Ω 和 ∂2Ω 组成, ν 是 ∂2Ω 的单位外

法向量. 另外, 假定函数 w± ∈ C0(Ω) ∩ C1(Ω \ ∂1Ω) ∩ C2(Ω) 在区域 Ω 内满足 w± > 1. 若算子 N 关
于 w+ 或 w− 是局部一致椭圆的, 且

Nw− > 0, Nw+ 6 0, 在 Ω 内,

w− 6 w+, 在 ∂1Ω 上,

Mw− <Mw+, 在 ∂2Ω 上,

那么在区域 Ω 内有 w− 6 w+.

为后文讨论所需, 定义两个区域

Λ1 : = {θ0 < θ < π}, (3.22)

Λ2 : = {θ0 + π < θ < 2π}, (3.23)

其中

θ = arctan

(
ξ2
ξ1

)
∈ [0, 2π).

从变换 (3.19) 可以看到边界条件 L = 1 等价于 w = 1. 于是, 由问题 1.1 可以推导出如下关于 w
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的问题: 

Nw = 0, 在 ΩD 内,

w = 1, 在 ∂1ΩD 上,

Dw · νw1 = 0, 在 W1 上,

Dw · νw2 = 0, 在 W2 上.

(3.24)

下面开始建立估计 (3.17). 为此目的, 可先利用引理 3.3 来得到函数 w 的 L∞ 估计.

引理 3.4 假设 w ∈ C0(Ω̄D)∩C1(Ω̄D \ ∂1ΩD)∩C3(ΩD ∪W1 ∪W2) 是问题 (3.24) 的解且在区域

ΩD 内满足 w > 1. 如果边界 ∂1ΩD 是 C2 分片光滑的且具有一致严格正的曲率, 那么一定存在一个仅

与 ΩD 有关的常数 C 使得

1 < w < C, 在 Ω̄D \ ∂1ΩD 内.

特别地, 对于任意远离边界 ∂1ΩD 的子区域 Ωsub
D ⊂ ΩD, 有

1 + ε0 6 w < C,

其中正数 ε0 > 0 仅与 Ωsub
D 相关.

证明 该证明的主要思路是找到问题 (3.24) 合适的上下解, 然后利用比较原理得到估计. 为此,

先分析方程 Nw = 0 的精确解. 可直接验证对于任意给定的常向量 η ∈ R3, 函数

wη(ξ) =
η · (ξ, 1)√
1 + |ξ|2

(3.25)

是方程 Nw = 0 的一个精确解. 简单计算可得

∂iw
η(ξ) =

√
1 + |ξ|2ηi − wηξi

1 + |ξ|2
, 其中 i = 1, 2, (3.26)

其中 ∂i 表示 ∂ξi . 于是,

Dwη(ξ) · νw1 =
η̃ · νw1√
1 + |ξ|2

, Dwη(ξ) · νw2 =
η̃ · νw2√
1 + |ξ|2

, (3.27)

其中 η = (η̃, η3) = (η1, η2, η3). 用 Oη̃ = (ξ1, ξ2) 表示 η3 = 1 时 η̃ 对应的坐标, 则由 (3.22)、(3.23) 和

(3.27)可知,当 Oη̃ ∈ Λ1 时, Dwη ·νw1 在 W1 上以及 Dwη ·νw2 在 W2 上的值都是负的; 而当 Oη̃ ∈ Λ2

时, 两者的值都是正的.

基于上述分析, 下面重点关注问题 (3.24) 上下解的构造. 关于上解, 考虑集合

Σ+ := {η ∈ R3 : Oη̃ ∈ Λ2,且在 ∂1ΩD 上 wη > 1}. (3.28)

当 η ∈ Σ+ 时, 显然, 函数 wη 满足

Nwη = 0, 在 ΩD 内,

wη > 1, 在 ∂1ΩD 上,

Dwη · νw1 > 0, 在 W1 上,

Dwη · νw2 > 0, 在 W2 上.

1364



中国科学 : 数学 第 51 卷 第 9 期

从 (3.25)可以看出,对于任一固定的常向量 η ∈ R3, 函数 wη(ξ)关于 (ξ1,ξ2,1)√
1+|ξ|2

与 η 的夹角是单调递减

的. 因此, 若 η ∈ Σ+, 那么对应的函数 wη 在区域 ΩD 内是处处大于 1 的. 特别地, 对于任意的紧子区

域 Ωc
sub ⊂ ΩD, 有

wη > 1 + ε, 在 Ωc
sub 内, (3.29)

其中常数 ε > 0 仅依赖于 Ωc
sub.

由 (3.25)、(3.26) 和 (3.29) 可知, 当 η ∈ Σ+ 时, 算子 N 关于 wη 是局部一致椭圆的. 因此, 根据

引理 3.3, 在区域 ΩD 内有 w 6 wη. 记 w+ 为所有这些 wη 组成集合的下确界, 即

w+ = inf{wη : η ∈ Σ+}, (3.30)

于是, 在区域 ΩD 内, w 6 w+, 且在边界 ∂1ΩD 上, w+ > 1. 特别需要指出的是, 边界 ∂1ΩD 一致严格

正的曲率保证了

w+ = 1, 在 ∂1ΩD 上. (3.31)

关于下解, 考虑集合

Σ− := {η ∈ R3 :在 ∂1ΩD ∪W1 ∪W2 上, w
η < 1}, (3.32)

并定义

w− := sup{wη : η ∈ Σ−}. (3.33)

显然, 在 ΩD 内, Nw− > 0.

在此断言, 对于任意的紧子区域 Ωc
sub ⊂ ΩD, 一定存在一个仅与 Ωc

sub 相关的常数 ε0 > 0 使得

w− > 1 + ε0, 在 Ωc
sub 内. (3.34)

对于任一固定的点 ξ0 = (ξ10, ξ20) ∈ Ωc
sub, 可以选取一个充分小的数 0 < ε0 ≪ 1 和一个常向量

η0 = (1 + ε0)
(ξ10, ξ20, 1)√

1 + |ξ0|2

使得 η0 属于集合 Σ−. 再利用 (3.33), 断言得证.

由 (3.34) 和函数 w− 的连续性可知, 在 ΩD 内有 w− > 1, 在 ∂1ΩD ∪W1 ∪W2 上有 w− > 1. 此外

由 w− 的定义可知其在 ∂1ΩD ∪W1 ∪W2 上小于等于 1. 于是, 有

w− = 1, 在 ∂1ΩD ∪W1 ∪W2 上. (3.35)

这表明在线段 W1 上 Dw− · νw1 < 0, 在线段 W2 上 Dw− · νw2 < 0. 另一方面, 从 (3.25)、(3.26) 和

(3.34) 可以推断出算子 N 关于 w− 是局部一致椭圆的. 因此, 综合上述讨论并应用引理 3.3 可得

w > w−, 在 ΩD 内. (3.36)

最后, 改进在原点 O 和 W1 ∪W2 处的估计. 为此, 考虑集合

Σ̃− := {η ∈ R3 : Oη̃ ∈ Λ1,且在 ∂1ΩD 上, w
η < 1}.
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显然, 当 η ∈ Σ̃− 时, 函数 wη 满足

Nwη = 0, 在 ΩD 内,

wη < 1, 在 ∂1ΩD 上,

Dwη · νw1 < 0, 在 W1 上,

Dwη · νw2 < 0, 在 W2 上.

关系式 (3.34)和 (3.36)表明算子 N 关于 w是局部一致椭圆的. 因此,再次利用引理 3.3有,若 η ∈ Σ̃−,

那么对于任意一个子区域 Ωsub
D ⊂ ΩD, 当 wη 在其上处处大于 1 时, 函数 wη 就是问题 (3.24) 的一

个下解, 即在 Ωsub
D 上有 w > wη. 取 w̃− 为所有这些 wη 组成集合的上确界. 于是, 在区域 ΩD 内有

w > w̃−. 类似关系式 (3.34) 的证明方法, 可以找到一个仅依赖于 Ωsub
D 的常数 ε0 > 0, 使得在原点 O

和 W1 ∪W2 处满足 w̃− > 1 + ε0.

由上述引理立得 √
1 + |ξ|2 < ϕ− 6 ϕ 6 ϕ+ < C, 在 Ω̄D\∂1ΩD 内, (3.37)

ϕ = ϕ±, 在 ∂1ΩD 上, (3.38)

其中 ϕ± =
√
1 + |ξ|2w±, 常数 C 仅与区域 ΩD 相关.

接着, 基于前面的讨论, 建立 Lipschitz 估计 (3.18).

引理 3.5 假设函数 ϕ 是问题 1.1 的解且在区域 ΩD 上有 ϕ >
√

1 + |ξ|2. 如果边界 ∂1ΩD 是 C2

分片光滑的且具有一致严格正的曲率, 那么一定存在一个仅与区域 ΩD 有关的常数 C 使得

∥Dϕ∥L∞(ΩD) < C. (3.39)

证明 首先, 考虑函数 ϕ 在边界 ∂1ΩD 上的估计. 从 (3.37) 和 (3.38) 可以看出

∥Dϕ∥L∞(∂1ΩD) 6 ∥Dϕ+∥L∞(∂1ΩD). (3.40)

另外, 由 (3.26) 和 (3.30) 并注意到 ϕ+ =
√
1 + |ξ|2w+, 发现上式的右端被一个仅与 ΩD 有关的常数 C

所控制.

然后, 重点关注区域内部的估计. 观察方程 (1.12), 直接计算可知函数 1
2 |Dϕ|

2 满足

A : D2

(
1

2
|Dϕ|2

)
=

2∑
k=1

(Dϕk)
T ·A · (Dϕk) +

2∑
i,j,k=1

Aijϕkϕijk, (3.41)

这里, 上标 T 表示转置. 将方程 A : D2ϕ = 0 关于 ξk 求导并在其两端同时乘上 ϕk, 有

2∑
i,j=1

∂k(Aij)ϕijϕk +
2∑

i,j=1

Aijϕkϕijk = 0. (3.42)

利用关系式 (3.42), 方程 (3.41) 可改写为

A : D2

(
1

2
|Dϕ|2

)
=

2∑
k=1

(Dϕk)
T ·A · (Dϕk) +

2∑
k=1

hk(ξ, ϕ,Dϕ)∂k

(
1

2
|Dϕ|2

)
, (3.43)
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其中

hk(ξ, ϕ,Dϕ) = −
2∑

i,j=1

∂i(Akj)
ϕi
ϕj
. (3.44)

引理 2.3 表明方程 (1.12) 在区域 ΩD 内是椭圆型的. 这等价于矩阵 A 是一个正定阵, 即

2∑
k=1

(Dϕk)
T ·A · (Dϕk) > 0. (3.45)

根据上面这些性质, 我们断言, 如果 |Dϕ|2 不是一个常函数, 那么它一定不能在区域 ΩD 内部取

到极大值. 事实上, 对于任意的内点 ξ̃0 ∈ ΩD, 从 (3.41)、(3.43) 和 (3.45) 可以看到, 当 Dϕ(ξ̃0) = 0, 或

者 ∂1ϕ(ξ̃0) 和 ∂2ϕ(ξ̃0) 均不等于 0 时, 断言中的结论是成立的. 因此, 仅需讨论 ∂1ϕ(ξ̃0) 或 ∂2ϕ(ξ̃0) 为

0 的情形即可. 对于这两种情形, 均可在 (ξ1, ξ2) 平面上选取一个适当的旋转变换使得在新坐标系中对

应 ξ̃0 的点上, ∂1ϕ ̸= 0 且 ∂2ϕ ̸= 0. 又注意到, 方程 (1.12) 和函数 |Dϕ|2 都具有旋转不变性, 于是, 在

经过旋转变换后的新坐标系中, (3.43) 仍成立. 再次利用 (3.45), 我们便可证明断言.

最后处理边界 W1 ∪W2 和原点 O. 因为方程 (1.12) 和边界条件 (1.14)–(1.16) 的形式在旋转变换

下是保持不变的. 于是类似引理 2.2 中的方法, 可以将线段 W1 和 W2 上的点当作区域 ΩD 的内点来

处理. 而对于原点 O,我们发现 W1 和 W2 上单位外法向量的方向是不同的,且在 W1 上, Dϕ ·νw1 = 0;

在 W2 上, Dϕ · νw2 = 0, 因此, Dϕ(O) = 0. 这意味着函数 |Dϕ|2 的最大值只会在边界 ∂1ΩD 上取

到, 即

∥Dϕ∥L∞(ΩD) 6 ∥Dϕ∥L∞(∂1ΩD). (3.46)

利用此估计和边界估计 (3.40), 引理证毕.

结合前面的讨论以及引理 3.4 和 3.5 即可完成定理 1.1(ii) 的证明.
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The ellipticity principle for the 3-D steady potential flow in
conical coordinates

Bingsong Long & Chao Yi

Abstract In this paper, we consider the 3-D steady potential flow for a compressible gas with pressure satisfying
p′(ρ) = ργ−1, where ρ is the density and γ > −1 is a constant. The potential equation is of mixed type in conical
coordinates, and the type is completely determined by a pseudo-Mach number L with L < 1 (resp. L > 1)
corresponding to elliptic (resp. hyperbolic) regions. We first establish an ellipticity principle: for γ > −1, the
equation is elliptic in the interior of a parabolic-elliptic region; in particular, when γ > −1, there exists a domain-
dependent function δ0 > 0 such that L 6 1− δ0. Then applying this ellipticity principle, we further prove that for
γ > −1, the equation is uniformly elliptic in any subregion that is strictly away from the degenerate boundary.

Keywords 3-D steady potential flow, mixed type equation, ellipticity principle, parabolic-elliptic region,

degenerate boundary
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