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摘要 令 (Ωi,Σi, µi), i = 1, 2为两个测度空间, 1 < p <∞, X = Lp(Ω1,Σ1, µ1), Y = Lp(Ω2,Σ2, µ2). 设

f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 即 f(0) = 0 且

|∥f(x) + f(y)∥ − ∥x+ y∥| 6 ε, ∀x, y ∈ X.

本文证明对任意非满的标准 ε- 范数可加映射 f : X → Y , 都存在有界线性满算子 T : Y → X 满足

∥T∥ = 1, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

进一步地, 若 f 为几乎满射, 则存在一个线性满等距 U : X → Y , 使得

∥f(x)− U(x)∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

上述结果中的误差 “3
2ε” 都是最优的.

关键词 ε- 范数可加映射 线性等距 稳定性 Lp 空间

MSC (2020) 主题分类 46B04, 46B20

1 引言

设 X 和 Y 是实 Banach 空间, 称映射 f : X → Y 为等距映射 (保度量映射), 如果对所有的

x, y ∈ X, 都有

∥f(x)− f(y)∥ = ∥x− y∥.

如果 f 将 X 中的原点映成 Y 中的原点, 即 f(0) = 0, 则称 f 是标准的.
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自 1932 年 Mazur 和 Ulam [13] 开始, 人们对 Banach 空间上等距映射性质的研究已经持续了 90

多年. Mazur-Ulam 定理 [13] 断言: 每个标准的满等距映射 f : X → Y 都是线性的. 这个定理揭示了一

个深刻的事实: Banach 空间之间的映射保持度量不变的前提是保持线性结构不变. 给定 X 中两个线

性无关的向量 x 和 y, 其所生成的平行四边形的两条对角线分别为 x − y 和 x + y. 向量 x 和 y 在映

射 f 下的像为 f(x) 和 f(y) (不妨假定 f(x) 与 f(y) 也是线性无关的), 由其生成的平行四边形的两条

对角线分别为 f(x)− f(y) 和 f(x) + f(y). 从几何上粗略来看, 等距映射 f 保持了平行四边形一条对

角线 x− y 长度不变. 一个自然的问题是, 如果映射 f 保持了另一条对角线 x+ y 长度不变, 即

∥f(x) + f(y)∥ = ∥x+ y∥, ∀x, y ∈ X, (1.1)

则 f 是否仍是线性的? 称该映射 f 为保持向量和的范数不变的映射 (本文中也称之为范数可加映

射). 在 (1.1) 中, 分别取 y = 0,±x, 容易验证 f 为标准的等距映射并满足 f(−x) = −f(x). 进而由
Mazur-Ulam 定理知 f 仍是线性的. 对 x = (xn)

∞
n=1 ∈ c0, 定义 f(x) = (∥x∥, x1, x2, . . .), 则 f : c0 → c0

是一个标准的等距映射, 但不是一个范数可加映射. 这意味着对称定义域上的范数可加映射是一类比

等距映射性质更强的映射. 然而当定义域不对称时, 等距映射与范数可加映射是互不相容的. 例如,

对 x = (xn)
∞
n=1 ∈ c+0 , 令 f(x) = (∥x∥, x1, x2, . . .), 则 f : c+0 → c+0 是标准的等距映射但并不是范数

可加映射; 当 x0 = (1, 0, 0, . . .) ∈ c+0 时, 令 f(x0) = (1, 1, 0, . . .), 当 x = (xn)
∞
n=1 ∈ c+0 \{x0} 时, 令

f(x) = (0, x1, x2, . . .), 则 f : c+0 → c+0 是一个范数可加映射但不是一个等距映射, 其中 c+0 为 c0 的正

锥. 更多关于范数可加映射的研究进展, 可参见文献 [1, 8, 14,15,22,24,25].

值得注意的是, Mazur-Ulam 定理中的满性假设条件是不可或缺的. 例如, 对 x ∈ R, 令 f(x) =

(x, sinx), 则 f : R → ℓ2∞ 为标准的范数可加映射 (也是等距映射), 但 f 不是线性的. 对非满的等距映

射, Figiel [9] 将 Mazur-Ulam定理推广为:对每个等距映射 f : X → Y ,都存在范数为 1的线性左逆,即

存在有界线性算子 T : L(f) ≡ spanf(X) → X 满足 ∥T∥ = 1 使得 Tf = IdX .

等距映射和范数可加映射最直观的研究背景就是测量, 然而受测量工具的精度限制, 由实际测量

所获得的数据与原始数据相比总是存在误差,这使得人们难以验证一个给定的映射是否为严格的等距

映射或范数可加映射. 因此, 对扰动等距映射或扰动范数可加映射的研究就变得更加自然.

定义 1.1 设 X 和 Y 是实 Banach 空间, f : X → Y 为一个映射, ε > 0. 称 f 是一个 ε- 等距映

射, 如果它满足

|∥f(x)− f(y)∥ − ∥x− y∥| 6 ε, ∀x, y ∈ X;

称 f 是一个 ε- 范数可加映射, 如果它满足

|∥f(x) + f(y)∥ − ∥x+ y∥| 6 ε, ∀x, y ∈ X.

Hyers 和 Ulam [11] 率先研究了 ε- 等距映射, 并证明了当 X 和 Y 是 Hilbert 空间时, 存在一个

常数 γ = 10, 使得对任意标准的满 ε- 等距映射 f : X → Y , 都存在一个线性等距 U : X → Y 满足

∥f(x) − U(x)∥ 6 γε, ∀x ∈ X. 随后, Gevirtz [10] 将上述结果推广到所有的 Banach 空间并且得到了

γ = 5. Omladič和 Šemrl [16] 最终得到了最优常数 γ = 2. ε-等距映射的这种稳定性性质被称为 Hyers-

Ulam 稳定性.

受 Figiel 定理启发, 非满 ε- 等距映射的性质也引起了众多数学家的关注 (参见文献 [2–7, 17, 21,

23, 26]). Qian [17] 首次研究了非满的 ε- 等距映射的稳定性, 并提出了, 对于任意的 Banach 空间 X
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和 Y 以及任意的标准的 ε- 等距映射 f : X → Y , 是否存在一个常数 γ > 0 和一个有界线性算子

T : L(f) ≡ spanf(X) → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X?

当 X 和 Y 为 Lp (1 < p < ∞) 空间, 他对上述问题给出了肯定的回答, 且 γ = 6. Šemrl 和 Väisälä [21]

进一步得到了最佳常数 γ = 2.

定理 1.1 [21] 设 X 和 Y 都是 Lp (1 < p < ∞) 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 等距映射, 则存在

范数为 1 的有界线性满算子 T : Y → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 2ε, ∀x ∈ X.

此外, Qian 举例说明了对于每个具有不可补子空间 X 的可分的 Banach 空间 Y , 都存在一个不

稳定的标准的 ε- 等距 f : X → Y . 这不仅对于非满 ε- 等距的稳定性问题给出了一般的否定的回答,

也说明 ε- 等距的稳定性与空间的可补性是密切相关的. 受 Qian 的反例的启发, Cheng 和 Dong [3] 及

Cheng 等 [4] 提出了 ε- 等距的一种具有普遍适用性的弱稳定性概念, 以万有弱稳定性公式为工具, 人

们进一步得到了非满的 ε- 等距的一系列新的稳定性结果, 并且将 ε- 等距逼近问题中的满性假设条件

弱化为了几乎满假设 (参见文献 [5, 18, 19,23,26]).

目前, Banach空间之间的等距及 ε- 等距映射已经被充分研究, 并得到了一大批深刻的结果. 但是

对与等距映射密切相关的 ε-范数可加映射的研究才刚刚起步.尽管 Banach空间之间的每个范数可加

映射都是等距映射, 但我们却难以验证 Banach 空间之间的 ε- 范数可加映射是否为 ε- 等距映射. 受

ε- 等距映射 Hyers-Ulam 稳定性和 Qian 稳定性问题的启发, 我们自然地提出下述问题.

问题 1.1 对于任意的 Banach 空间 X 和 Y , 是否存在一个常数 γ > 0, 使得对任意标准的满 ε-

范数可加映射 f : X → Y , 都存在一个线性等距 U : X → Y , 使得

∥f(x)− U(x)∥ 6 γε, ∀x ∈ X?

若常数 γ 存在, 则 γ 的最优值是多少?

问题 1.2 对于任意的 Banach 空间 X 和 Y , 是否存在一个常数 γ > 0, 使得对任意标准的 ε- 范

数可加映射 f : X → Y , 都存在一个有界线性算子 T : L(f) ≡ spanf(X) → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 γε, ∀x ∈ X?

若常数 γ 存在, 则 γ 的最优值是多少?

最近, 本文作者 [20] 研究了定义在 c0 上的 ε- 范数可加映射的 Hyers-Ulam 稳定性, 并证明了每个

标准的满 ε- 范数可加映射 f : c0 → Y 都可以被一个线性满等距作一致地逼近, 其误差不超过 3
2ε.

本文研究两个 Lp 空间之间的 ε- 范数可加映射的稳定性问题. 令 (Ωi,Σi, µi), i = 1, 2 为两个测度

空间, 1 < p < ∞, X = Lp(Ω1,Σ1, µ1), Y = Lp(Ω2,Σ2, µ2), f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射. 首

先建立映射 f 的弱稳定性公式: 对于任意的 x∗ ∈ X∗, 都存在唯一的满足 ∥x∗∥ = ∥ϕ∥ ≡ r 的 ϕ ∈ Y ∗,

使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩| 6 3

2
rε, ∀x ∈ X.
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利用该弱稳定性公式, 我们证明对任意非满的 f : X → Y , 都存在有界线性满算子 T : Y → X 满足

∥T∥ = 1, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

进一步地, 若 f 为几乎满射, 则存在一个线性满等距 U : X → Y , 使得

∥f(x)− U(x)∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

上述结果中的误差 “ 3
2ε” 都是最优的. 本文对问题 1.1 和 1.2 在 Lp 空间上作了肯定的回答.

本文中, X 表示实 Banach 空间, X∗ 为 X 的共轭空间, BX 和 SX 分别表示 X 的闭单位球和单

位球面. 对于给定的有界线性算子 T : X → Y , T ∗ : Y ∗ → X∗ 表示 T 的共轭算子.

2 ε- 范数可加映射的弱稳定性

令 (Ωi,Σi, µi), i = 1, 2 为两个测度空间, 1 < p < ∞, X = Lp(Ω1,Σ1, µ1), Y = Lp(Ω2,Σ2, µ2). 本

节研究 Lp 空间之间 ε- 范数可加映射 f : X → Y 的弱稳定性.

下述关于 Banach 空间之间 ε- 等距和 ε- 范数可加映射关系的事实来自于文献 [20]. 为阅读方便

起见, 我们给出其证明.

命题 2.1 设 X 和 Y 为 Banach 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 则 f 是一个 2ε-

等距映射.

证明 任取 x ∈ X, 由 f 的定义知

|∥f(x) + f(−x)∥ − ∥x− x∥| 6 ε,

即

∥f(x) + f(−x)∥ 6 ε.

任取 x, y ∈ X, 有

∥f(x)− f(y)∥ = ∥(f(x) + f(−x))− (f(−x) + f(y))∥

6 ∥f(−x) + f(y)∥+ ∥f(x) + f(−x)∥

6 ∥x− y∥+ 2ε

和

∥f(x)− f(y)∥ = ∥(f(x) + f(−x))− (f(−x) + f(y))∥

> ∥f(−x) + f(y)∥ − ∥f(x) + f(−x)∥

> ∥x− y∥ − 2ε.

这说明 f 是一个标准的 2ε- 等距映射. 证毕.

由命题 2.1 知 Banach 空间上每个标准的 ε- 范数可加映射都是标准的 2ε- 等距映射. 下述例子说

明命题 2.1 中的常数 “2” 是最优的.
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例 2.1 任取 ε > 0, 定义 f : R → R:

f(x) =


0, x = 0,

−ε
2
, x = ε,

x+
ε

2
, x ̸= 0, ε.

容易验证 f 为标准的 ε- 范数可加映射. 注意到 ||f(2ε)− f(ε)| − |2ε − ε|| = 2ε. 结合命题 2.1 知 f 为

严格的 2ε- 等距映射.

尽管 Banach空间上的每个扰动范数可加映射都是一个扰动等距映射, 反之却并不成立. 例如,前

文中给出的映射 f : c0 → c0, f(x) = (∥x∥, x1, x2, . . .), ∀x = (xn)
∞
n=1 ∈ c0 是一个标准的 (ε = 0)- 等距

映射, 但对任意的 θ > 0, 其都不是一个 θ- 范数可加映射. 这说明扰动范数可加映射实际上是扰动等

距映射的一个真子类. 结合命题 2.1 和 Šemrl-Väisälä 定理 (定理 1.1), 有如下定理:

定理 2.1 设 X 和 Y 都是 Lp (1 < p <∞) 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 则存在

范数为 1 的有界线性满算子 T : Y → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 4ε, ∀x ∈ X.

定理 2.1 在 Lp (1 < p < ∞) 空间上对问题 1.2 (Qian 稳定性问题) 给出了肯定地回答, 然而常数

“4”并不是最优的. 接下来,将建立 Lp 空间之间 ε-范数可加映射的弱稳定性公式,并利用该弱稳定性

公式去获得最优的 Hyers-Ulam 稳定性和 Qian 稳定性结果.

设 X 为一个 Banach 空间, 函数 τ : [0, 2] → [0, 1] 称为 X 的凸性模, 其中 τ(s) = inf{1 − ∥x+y
2 ∥ :

∥x− y∥ > s, x, y ∈ BX}. X 称为是一致凸的, 如果对所有的 0 < s 6 2 都有 τ(s) > 0.

我们还需要下述引理 (参见文献 [21, 命题 2.3]).

引理 2.1 设 X 为 Banach 空间, Y 为一致凸空间, f : X → Y 为标准的 ε- 等距映射, 则极限

U(x) = lim
t→∞

f(tx)

t
, ∀x ∈ X

存在, 且 U : X → Y 为线性等距.

接下来, 建立 Lp 空间之间 ε- 范数可加映射的弱稳定性公式.

引理 2.2 设 X,Y 是两个 Lp 空间 (1 < p <∞), f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 则对任

意的 x∗ ∈ X∗, 都存在唯一的 ϕ ∈ Y ∗ 满足 ∥x∗∥ = ∥ϕ∥ ≡ r 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩| 6 3

2
rε, ∀x ∈ X. (2.1)

证明 设 f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 由命题 2.1 知 f 为标准的 2ε- 等距. 注意到

X 和 Y 都是一致凸和一致光滑空间. 由引理 2.1 知极限 U(x) = limt→∞
f(tx)

t 对所有的 x ∈ X 都存

在, 并且定义了一个线性等距 U : X → Y . 任取 x∗ ∈ X∗, 不失一般性, 假设 ∥x∗∥ = 1. 注意到 X 是

自反的, 因此存在一个 z ∈ SX 使得 ∥x∗∥ = ⟨x∗, z⟩ = 1. 由 X 的光滑性知, x∗ 是范数 ∥ · ∥ 在 z 处的

Gateaux 导数, 记为 x∗ = d∥z∥, 满足

lim
t→+∞

(∥tz + x∥ − t∥z∥) = lim
t→0+

(∥z + tx∥ − ∥z∥)/t = ⟨x∗, x⟩, ∀x ∈ X.

对任意的 x ∈ X, 由 f 为 ε- 范数可加映射知

|∥f(x) + f(x)∥ − ∥x+ x∥| 6 ε,
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即

|∥f(x)∥ − ∥x∥| 6 1

2
ε.

对每个 n ∈ N, 由 Y 的光滑性, 可以取 ϕn ∈ SY ∗ , ϕn = d∥f(nz)∥. 因此 ⟨ϕn, f(nz)⟩ = ∥f(nz)∥, 且对任
意的 x ∈ X, 有

∥z + 1
nx∥ − ∥z∥

1
n

= ∥nz + x∥ − n > ∥f(nz) + f(x)∥ − ε− n

> ⟨ϕn, f(nz) + f(x)⟩ − ε− n

= ∥f(nz)∥+ ⟨ϕn, f(x)⟩ − ε− n

> ⟨ϕn, f(x)⟩ −
3

2
ε.

注意到 BY ∗ 是弱紧的, 任取 {ϕn} 的弱聚点 ϕ ∈ BY ∗ , 当 n→ ∞ 时, 由上式可得

⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩ > −3

2
ε. (2.2)

对任意的 t > 0, n ∈ N 满足 n > t, 有

t+
1

2
ε > ∥f(tz)∥ > ⟨ϕn, f(tz)⟩

= ⟨ϕn, f(nz)⟩ − ⟨ϕn, f(nz)− f(tz)⟩

> ∥f(nz)∥ − ∥f(nz)− f(tz)∥

>
(
∥nz∥ − 1

2
ε

)
− (∥(n− t)z∥+ 2ε)

= t− 5

2
ε.

因此,

t+
1

2
ε > ⟨ϕ, f(tz)⟩ > t− 5

2
ε, ∀ t > 0.

上式两端分别除以 t, 令 t → ∞, 有 limt→∞⟨ϕ, f(tz)/t⟩ = 1. 因此, ⟨ϕ,U(z)⟩ = 1. 这意味着 ∥ϕ∥ = 1 且

ϕ = d∥U(z)∥. 接下来, 证明

⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

给定 x ∈ X, n ∈ N, 令 ψn ∈ SY ∗ , ψn = d∥f(x) + f(nz)∥, 则有

∥z + 1
nx∥ − ∥z∥

1
n

= ∥nz + x∥ − n 6 ∥f(nz) + f(x)∥+ ε− n

= ⟨ψn, f(nz) + f(x)⟩+ ε− n

6 ∥f(nz)∥+ ⟨ψn, f(x)⟩+ ε− n

6 ⟨ψn, f(x)⟩+
3

2
ε.
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任取 {ψn} 的一个弱聚点 ψ ∈ BY ∗ , 由上式可得

⟨x∗, x⟩ − ⟨ψ, f(x)⟩ 6 3

2
ε. (2.3)

我们断言 (2.3) 中的泛函 ψ 与 x 的选取无关. 对任意的 t > 0, n ∈ N 满足 n > t, 有

t+
1

2
ε > ∥f(tz)∥ > ⟨ψn, f(tz)⟩

= ⟨ψn, f(x) + f(nz)⟩ − ⟨ψn, f(x)⟩ − ⟨ψn, f(nz)− f(tz)⟩

> ∥f(x) + f(nz)∥ − ∥f(x)∥ − ∥f(nz)− f(tz)∥

> (∥x+ nz∥ − ε)−
(
∥x∥+ 1

2
ε

)
− (∥(n− t)z∥+ 2ε)

> t− 2∥x∥ − 7

2
ε.

因此,

t+
1

2
ε > ⟨ψ, f(tz)⟩ > t− 2∥x∥ − 7

2
ε, ∀ t > 0.

上式两端分别除以 t, 令 t → ∞, 则有 limt→∞⟨ψ, f(tz)/t⟩ = 1, 即 ⟨ψ,U(z)⟩ = 1. 因此 ∥ψ∥ = 1,

ψ = d∥U(z)∥, 这说明 ψ 与 x 的选取无关且 ϕ = ψ. 联立 (2.2) 和 (2.3) 便得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩| 6 3

2
ε, ∀x ∈ X. (2.4)

若存在两个泛函 ϕ1 和 ϕ2 满足 (2.4), 则有

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ1, f(x)⟩| 6
3

2
ε, ∀x ∈ X (2.5)

和

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ2, f(x)⟩| 6
3

2
ε, ∀x ∈ X. (2.6)

在 (2.5) 和 (2.6) 中, 用 nz 替换 x 并且两端同时除以 n, 令 n→ ∞, 则有 ϕ1 = ϕ2 = d∥U(z)∥. (2.4) 的
齐次性蕴涵着 (2.1). 证毕.

3 ε- 范数可加映射的稳定性

令 (Ωi,Σi, µi), i = 1, 2 为两个测度空间, 1 < p < ∞, X = Lp(Ω1,Σ1, µ1), Y = Lp(Ω2,Σ2, µ2). 本

节研究 Lp 空间之间 ε- 范数可加映射 f : X → Y 的 Qian 稳定性和 Hyers-Ulam 稳定性.

由定理 2.1知两个 Lp (1 < p <∞)空间之间的 ε-范数可加映射都是 Qian稳定性的,下述例子说

明存在 Banach 空间 X 和 Y 及不具有 Qian 稳定性的 ε- 范数可加映射 f : X → Y , 在一般情形下对

问题 1.2 给出了否定的回答.

例 3.1 注意到

card(Bℓ∞) = card(ℓ∞) = card(RN) = ℵN = ℵ 6 card(c0) 6 card(ℓ∞) = card(Bℓ∞),
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因此, card(c0) = card(Bℓ∞). 令 g : c0 → Bℓ∞ 为一个双射且 g(0) = 0. 给定 ε > 0, 定义 f : c0 → ℓ∞:

f(x) = x+ (ε/2)g(x), ∀x ∈ c0.

容易验证 f 为标准的 ε- 范数可加映射并满足 L(f) = ℓ∞. 由 c0 是 ℓ∞ 的不可补子空间知问题 1.2 中

的算子 T 不存在.

Banach 空间 X 中的闭子空间 M 称为 α- 可补的, 如果存在 X 中的闭子空间 N ⊂ X 满足

M ∩N = {0} 和 M +N = X, 且投影算子 P : X →M 满足 ∥P∥ 6 α.

利用引理 2.2, 我们将定理 2.1 中的常数 “4” 减小到最优常数 “ 3
2”.

定理 3.1 设 X 和 Y 都是 Lp (1 < p <∞) 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 则存在

范数为 1 的有界线性满算子 T : Y → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

证明 由引理 2.2 知, 对任意的 x∗ ∈ X∗, 都存在唯一的满足 ∥x∗∥ = ∥ϕ∥ ≡ r 的 ϕ ∈ Y ∗, 使得

|⟨x∗, x⟩ − ⟨ϕ, f(x)⟩| 6 3

2
rε, ∀x ∈ X. (3.1)

令

Q(x∗) = ϕ,

则 Q : X∗ → Y ∗ 是良定义的并且是保范的. 我们断言 Q 为一个线性等距.

由 (3.1) 知, 对任意的 x∗1, x
∗
2 ∈ X∗, 有

|⟨x∗1 + x∗2, x⟩ − ⟨Q(x∗1) +Q(x∗2), f(x)⟩| 6
3

2
(∥x∗1∥+ ∥x∗2∥)ε, ∀x ∈ X

和

|⟨x∗1 + x∗2, x⟩ − ⟨Q(x∗1 + x∗2), f(x)⟩| 6
3

2
∥x∗1 + x∗2∥ε, ∀x ∈ X.

因此,

|⟨Q(x∗1) +Q(x∗2)−Q(x∗1 + x∗2), f(x)⟩| 6 3(∥x∗1∥+ ∥x∗2∥)ε, ∀x ∈ X. (3.2)

注意到 f 为标准的 2ε- 等距, 由引理 2.1 知极限

U(x) = lim
t→∞

f(tx)

t
, ∀x ∈ X

存在, 且 U : X → Y 为一个线性等距. 令 M = U(X).

在 (3.2) 中用 nx 替换 x, 两端分别除以 n, 令 n→ ∞, 则有

⟨Q(x∗1) +Q(x∗2)−Q(x∗1 + x∗2), U(x)⟩ = 0.

这意味着

(Q(x∗1) +Q(x∗2))|M = Q(x∗1 + x∗2)|M . (3.3)
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注意到 M = U(X) 在 Y 中是 1- 可补的 (参见文献 [12, 第 162 页]), 所以存在范数为 1 的投影算子

P : Y →M .

由 (3.1) 可知, 对任意的 x∗ ∈ X∗, 有

|⟨x∗, x⟩ − ⟨Q(x∗), f(x)⟩| 6 3

2
∥x∗∥ε, ∀x ∈ X.

由 X 的自反性可知存在 z ∈ SX 满足 ⟨x∗, z⟩ = ∥x∗∥. 在上式中用 nz 替换 x, 两端同时除以 n, 令

n→ ∞, 则有

∥Q(x∗)∥ = ∥x∗∥ = ⟨x∗, z⟩ = ⟨Q(x∗), U(z)⟩ = ⟨Q(x∗)|M , U(z)⟩ 6 ∥Q(x∗)|M∥ 6 ∥Q(x∗)∥.

因此, ∥Q(x∗)|M∥ = ∥Q(x∗)∥. 注意到 M 在 Y 中是 1- 可补的, 有

∥Q(x∗)|M∥ 6 ∥Q(x∗)|MP∥ 6 ∥Q(x∗)|M∥∥P∥ = ∥Q(x∗)|M∥,

即 ∥Q(x∗)|M∥ = ∥Q(x∗)|MP∥. 注意到 Q(x∗) 和 Q(x∗)|MP 为 Q(x∗)|M 从子空间 M 到全空间 Y 上

的保范延拓. 由 Y 的光滑性知 Q(x∗)|M 的保范延拓是唯一的, 因此 Q(x∗) = Q(x∗)|MP . 联合 (3.3)

可得

Q(x∗1) +Q(x∗2) = Q(x∗1)|MP +Q(x∗2)|MP

= (Q(x∗1)|M +Q(x∗2)|M )P

= Q(x∗1 + x∗2)|MP

= Q(x∗1 + x∗2).

这说明 Q 是可加映射, 同时 (3.1) 蕴涵着 Q 是齐次映射, 因此 Q 为线性等距. 令 T ≡ Q∗ : Y → X,

则 T 为线性满算子并且 ∥T∥ = 1. 任取 x ∈ X, 如果 Tf(x) − x = 0, 则 ∥Tf(x) − x∥ = 0. 如果

Tf(x)− x ̸= 0, 令 x∗ = d∥Tf(x)− x∥, 则

∥Tf(x)− x∥ = ⟨x∗, T f(x)− x⟩

= ⟨x∗, T f(x)⟩ − ⟨x∗, x⟩

= ⟨T ∗(x∗), f(x)⟩ − ⟨x∗, x⟩

= ⟨Q(x∗), f(x)⟩ − ⟨x∗, x⟩

6 3

2
ε.

证毕.

注 3.1 对于例 2.1 中标准的 ε- 范数可加映射 f : R → R, 满足定理 3.1 的唯一的线性满算子是

T = IdR. 取 x = ε, 有 ∥Tf(x)− x∥ = 3
2ε. 这说明定理 3.1 的常数 “3

2” 是最优的.

接下来, 研究 Lp 空间之间 ε- 范数可加映射的 Hyers-Ulam 稳定性. 利用定理 3.1, 我们将证明 Lp

(1 < p <∞) 空间之间每个几乎满的 ε- 范数可加映射都可以被一个线性满等距作一致地逼近, 其误差

不超过 “3
2ε”, 其中常数 “ 3

2” 也是最优的.

首先, 回顾几种非满映射的定义 (参见文献 [5, 18, 19, 23, 26]). 令 X 和 Y 为两个 Banach 空间,

f : X → Y 为一个映射. 对 y ∈ SY , 令

ϱ(y, f(X)) = lim inf
|t|→+∞

d(ty, f(X))/|t|,
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τ(f(X)) = sup
y∈SY

ϱ(y, f(X)).

令 (M1, d1) 和 (M2, d2) 为两个度量空间, δ > 0, 映射 f : M1 → M2 称为是 δ- 满的, 若满足对任意的

y ∈ M2 都存在 x ∈ M1 使得 d2(y, f(x)) 6 δ. 度量空间 (M,d) 中的子集 N 称为是相对于度量 d 的一

个次线性增长的网, 若满足对任意固定的 w0 ∈M , 都有

lim
d(w,w0)→∞

d(w,N)

d(w,w0)
= 0.

定理 3.2 设 X 和 Y 都是 Lp (1 < p <∞) 空间, f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 则下列

陈述都是等价的:

(1) 存在一个线性满等距 U : X → Y , 使得 ∥f(x)− U(x)∥ 6 3
2ε, ∀x ∈ X;

(2) 存在 δ > 0 使得 f 是 δ- 满的;

(3) f(X) 包含了 Y 中的一个次线性增长的网;

(4) ϱ(y, f(X)) = lim inf |t|→+∞ d(ty, f(X))/|t| = 0, ∀ y ∈ SY ;

(5) ϱ(y, f(X)) = lim inf |t|→+∞ d(ty, f(X))/|t| < 1/2, ∀ y ∈ SY ;

(6) τ(f(X)) < 1/2;

(7) τ(f(X)) = 0.

证明 (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (7) ⇒ (6) ⇒ (5) 是显然的.

只需要证明 (5) ⇒ (1). 设 f : X → Y 为标准的 ε- 范数可加映射, 由定理 3.1 知, 存在范数为 1 的

有界线性满算子 T : Y → X, 使得

∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X. (3.4)

令 Q = T ∗, 由定理 3.1 的证明知 Q : X∗ → Y ∗ 为线性等距. 我们断言当 f 满足假设条件 (5) 时, 算子

T : Y → X 为线性满等距. 为此, 只需要证明 Q : X∗ → Y ∗ 为线性满等距.

下面采用反证法. 假设 Q 是非满的, 则 Q(X∗) 是 Y ∗ 的真闭子空间. 由分离定理可知, 存在

ψ ∈ SY ∗ \Q(X∗) 和 y ∈ SY , 使得

⟨ψ, y⟩ > 0 和 ⟨ϕ, y⟩ = 0, ∀ϕ ∈ Q(X∗).

由假设条件 (5) 可知 ϱ(y, f(X)) = lim inf |t|→+∞ d(ty, f(X))/|t| < 1/2. 因此存在 {tn}∞n=1 ⊂ R 满足
|tn| → ∞, 以及序列 {xn}∞n=1 ⊂ X, 使得

lim
n

∥tny − f(xn)∥
|tn|

≡ β <
1

2
.

取 x∗n ∈ SX∗ 满足 ⟨x∗n, xn⟩ = ∥xn∥. 令 ϕn = Q(x∗n). 由 (3.4) 知

3

2
ε > ∥Tf(xn)− xn∥ > ⟨x∗n, xn − Tf(xn)⟩

= ⟨x∗n, xn⟩ − ⟨T ∗x∗n, f(xn)⟩ = ⟨x∗n, xn⟩ − ⟨ϕn, f(xn)⟩

= ⟨x∗n, xn⟩ − ⟨ϕn, f(xn)⟩+ ⟨ϕn, tny⟩

> ∥xn∥ − ∥f(xn)− tny∥

> ∥f(xn)∥ −
1

2
ε− ∥f(xn)− tny∥
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> ∥tny∥ −
1

2
ε− 2∥f(xn)− tny∥

= |tn|
(
1− 2

∥f(xn)− tny∥
|tn|

)
− 1

2
ε

→ ∞,

矛盾. 因此, Q 为满射, 且 T : Y → X 是线性满等距.

令 U = T−1, 则 U : X → Y 为线性满等距且

∥f(x)− U(x)∥ = ∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

证毕.

注 3.2 注意到例 2.1 中标准的 ε- 范数可加映射 f : R → R 是几乎满的, 满足定理 3.2 的唯一的

线性满等距是 U = IdR. 取 x = ε, 有 ∥f(x)− U(x)∥ = 3
2ε. 这说明定理 3.2 的常数 “3

2” 是最优的.
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On stability of ε-norm-additive mappings between Lp spaces

Longfa Sun

Abstract Let (Ωi,Σi, µi), i = 1, 2 be two measure spaces, 1 < p < ∞, X = Lp(Ω1,Σ1, µ1), Y = Lp(Ω2,Σ2, µ2),
and let f : X → Y be a standard ε-norm-additive mapping, i.e., f(0) = 0 and

|∥f(x) + f(y)∥ − ∥x+ y∥| 6 ε, ∀x, y ∈ X.

In this paper, we show that if f : X → Y is a non-surjective standard ε-norm-additive mapping, then there exists
a bounded linear surjective operator T : Y → X with ∥T∥ = 1 such that

∥Tf(x)− x∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

Moreover, if f is almost surjective, then there exists a linear surjective isometry U : X → Y such that

∥f(x)− U(x)∥ 6 3

2
ε, ∀x ∈ X.

The estimates “ 3
2
ε” in above results are optimal.
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