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摘要 捆绑定价问题在服务业、电视和电影、媒体等行业有重要的应用,得到了广泛研究.本文证明捆

绑定价问题交叉矩模型的目标函数在约束域内是强凸的且梯度是 Lipschitz连续的. 基于此性质,本文

提出求解该模型的梯度下降算法并计算捆绑定价问题选择概率. 本文还证明了算法是线性收敛的. 数

值实验验证了算法的有效性和交叉矩模型对于选择概率估计的准确性.
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1 引言

捆绑定价问题是指一个风险中性的公司将不同的产品打包成套餐出售,所考虑的定价机制是规模

定价, 即套餐的价格仅取决于套餐内商品的数量. 消费者对于商品的预期价格服从某种分布, 他们选

择商品来最大化消费者剩余,而公司的目标是最大化预期收益.捆绑定价在电视、运输、媒体和服务等

行业中被普遍采用. 例如, 有线电视公司允许客户在规定的范围内选择频道组合 (参见文献 [11]). 剧

院公司和运动队在一个赛季中向客户销售批量的不同演出和比赛的门票,每个套餐的价格通常只取决

于套餐的大小 (参见文献 [6]).

尽管捆绑定价机制在实践中很有吸引力, 但要确定最优的捆绑价格是非常困难的, 其关键是确定

给定价格下消费者选择不同套餐的分布情形, 这在数学上是一个离散选择问题, 涉及次序统计量的最

大部分和的分布特征 (参见文献 [7, 8]).

由于捆绑定价问题考虑消费者对商品的最高预期价格,所以计算选择概率需要考虑次序统计量的

分布, 这在计算上非常复杂 (参见文献 [2, 12]). 2012 年, Mishra 等 [8] 首次提出了容易计算捆绑定价

选择概率的交叉矩模型, 引起了学者们的关注和研究 [3, 4]. 在此基础上, Li 等 [7] 提出了在离散选择模
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型下, 仅使用客户估值的一阶和二阶矩来解决捆绑定价问题的改进方法, 从理论上证明了交叉矩模型

下的捆绑定价问题是凸的. 改进的交叉矩模型从一组具有固定均值向量和协方差矩阵的分布中寻找

极值分布, 以实现消费者效用的最大化, 套餐间的相关性可以通过协方差矩阵来获得, 从而可以通过

数值模拟来计算各种捆绑的选择概率. 但是, 文献 [7] 没有提供用来求解交叉矩模型的算法, 仅是通过

MATLAB 工具箱里的约束优化求解器 “fmincon” 来求解.

鉴于此, 本文对文献 [7] 给出的交叉矩模型进行详细的分析, 并证明其目标函数在约束域上梯度

是 Lipschitz连续的. 根据这一性质,本文提出一种梯度下降算法求解交叉矩模型以此计算捆绑定价的

选择概率, 并证明该算法是线性收敛的. 数值实验验证了算法的有效性和交叉矩模型对于选择概率估

计的准确性.

本文所用记号说明如下. 黑斜体小写字母表示向量, 如 x, ∥x∥表示向量 x的 Eucli范数, ∥x∥1 表
示向量 x 的 ℓ1 范数. e 表示全 1 向量. Rn

+ (Rn
++) 表示 n 维非负 (正) 向量的集合. Diag(x) 表示对角

线元素为 x 的对角矩阵. diag(X) 表示矩阵 X 的对角线元素组成的列向量. tr 表示矩阵的迹. int(S)

表示集合 S 的内部, ∂S 表示集合 S 的边界.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍捆绑定价问题和交叉矩模型. 第 3节提出计算选择概率的

梯度下降算法并进行算法的收敛性分析. 第 4 节给出数值实验. 第 5 节给出本文结论.

2 捆绑定价与交叉矩模型

本节主要介绍文献 [7] 中给出的捆绑定价问题和交叉矩模型的数学形式.

考虑一个公司出售 n 个不同种类的商品给同质客户群体, 客户对商品的预期价格由一个随机向

量 ũ = (ũ1, . . . , ũn)
T 来表示. 假定 ũ 服从给定的有着有限一阶和二阶矩的分布 F , 令 ũ0 = 0 为选择

之外的预期价格. 用 S 表示公司提供的捆绑销售的所有商品套餐, 则 S ⊂ [n] = {1, . . . , n} 且不妨设
|S| = m. 令 cs 为套餐 s 的成本. 令 p ∈ Rm 为所有套餐的价格向量. 对于 s ∈ S, 公司设定价格 ps

来最大化收益,消费者选择合适的套餐来最大化消费者剩余,即最高预期价格减去实际支付的价格 ps.

用 w̃ 表示消费者对每个套餐的最高预期价格向量, 而 w̃s 显然是套餐中商品个数 s 以及预期价格 ũ

的函数. 定义 ũ 的第 i 个次序统计量 (即 ũ 中第 i 小的元素) 为 ũ(i), 则 w̃s(ũ) 可以写成

w̃s(ũ) =
s−1∑
k=0

ũ(n−k), ∀ s ∈ S. (2.1)

(2.1) 表示对于大小为 s 的套餐, 消费者选取他们认为最值钱的 s 个商品.

我们需要如下假设 [1, 7]. 假设所有商品的价格敏感性都相同且等于 1, 商品的估值是累加的, 购买

的套餐中每个商品最多包含一件; 假设商品之间的边际成本是相同的, 即 cs 是一个确定的量. 在这样

的假设下,每个套餐的需求即为消费者选取这个套餐的概率.记 w̃ 的联合分布函数为 G,则由 (2.1)及

ũ 服从给定的有着有限一阶和二阶矩的分布 F 可知, G 是关于 F 的函数, 从而所谓的捆绑定价问题

可以表示为如下的数学形式:

max
p>0

∑
s∈S

(ps − cs)q
∗
s (p)

s.t. q∗s (p) = Pw̃∼G

(
s = arg max

i∈{0}∪S
{w̃i(ũ)− pi}

)
, ∀ s ∈ S,

(2.2)
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其中 q∗(p) 表示由给定价格 p 诱导的套餐 s 的预期需求. 捆绑定价问题 (2.2) 是一个标准的离散选

择框架下的利润最大化问题, 其难点在于如何描述预期需求 q∗(p). 2022 年, Li 等 [7] 利用交叉矩模

型 [8, 9] 得到了 (2.2) 的凸优化模型.

虽然刻画分布函数 G 很困难, 但 w̃(ũ) 的一阶矩和二阶矩可以通过 F 很容易地计算出来, 而且

这些经验估计都是无偏的, 并记 ω = EG[w̃(ũ)] 和 Σ = CovG(w̃(ũ)). 用 Θ 表示 w̃ 的期望为 ω 和方

差为 Σ 的分布集合, 即

Θ = {θ | Eθ[w̃] = ω,Covθ(w̃) = Σ}.

显然, G 为 Θ 中的一个元素. 对于给定的价格 p, 交叉矩模型 [8] 给出了如下的消费者预期效用剩余的

上界:

Z∗ = sup
θ∈Θ

Eθ

(
max

s∈{0}∪S
{w̃s(ũ)− ps}

)
. (2.3)

于是, Li 等 [7] 给出了如下的交叉矩模型下的捆绑定价问题来近似问题 (2.2):

max
p>0

∑
s∈S

(ps − cs)qs(p)

s.t. qs(p) = Pw̃∼θ∗(p)

(
s = arg max

i∈{0}∪S
{w̃i(ũ)− pi}

)
, ∀ s ∈ S,

(2.4)

其中 θ∗(p) 是由 (2.3) 确定的最优分布. 显然, 对于价格 p 的不同取值和固定的 Θ, θ∗(p) 也可能不同.

虽然 θ∗(p) 与 G 不同, 但它们有着相同的期望和方差, 从而 qs(p) 是 q∗s (p) 的一个很好的近似. 因此,

Li 等 [7] 在假设方差 Σ 是正定矩阵的条件下证明了捆绑定价问题的交叉矩模型 (2.4) 可以转化为如下

的凸优化 (参见文献 [7, 定理 2]):

max
q∈∆m

π(q) = qT(ω − c) +
1

2
qTdiag(Σ1/2(T (q))−1/2Σ1/2)− qTΣ1/2(T (q))−1/2Σ1/2q, (2.5)

其中 c 是套餐的预期成本, π(q) 是预期利润, ∆m = {q ∈ Rm
+ | eTq 6 1} 且

T (q) = Σ1/2S(q)Σ1/2, S(q) = Diag(q)− qqT. (2.6)

虽然 (2.5) 是一个凸规划, 但并不容易求解. 根据文献 [7, 定理 1], 在已经给定套餐价格 p 并且客户对

套餐的预期价格的均值向量 ω 和方差矩阵 Σ 已知的情形下, 可以通过求解如下的优化问题来计算捆

绑定价 (2.4) 的选择概率:

q(p) = arg max
x∈∆m

{(ω − p)Tx+ tr((T (x))1/2)}, (2.7)

其中 T (x) 的定义由 (2.6) 给出. 文献 [7] 没有给出计算选择概率的算法, 因此在下一节将基于问题的

特有结构提出一个新的梯度下降算法求解 (2.7) 以解决交叉矩模型下捆绑定价的选择概率计算问题.

3 计算选择概率的梯度下降算法

本节将提出求解 (2.7) 的梯度下降算法并通过分析模型 (2.7) 的重要性质建立算法的线性收敛性.
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3.1 梯度下降算法

令 x ∈ Rm, 定义

f(x) = −(ω − p)Tx− tr((Σ1/2S(x)Σ1/2)1/2), (3.1)

则 (2.7) 可以改写为

min f(x)

s.t. x ∈ ∆m := {x ∈ Rm
+ | eTx 6 1}.

(3.2)

通过下面的引理证明了 f(x) 的定义域就是 ∆m, 因此上述约束优化问题可以转化为无约束优化问题

来求解. 下面的引理在文献 [3] 中已有描述, 便于阅读, 下面给出详细证明.

引理 3.1 S(x) = Diag(x)− xxT 为半正定矩阵的充要条件是 x ∈ ∆m.

证明 充分性 对任意给定的 x ∈ ∆m, 若 x = 0, 则 S(x) 为零矩阵. 显然是半正定的. 设 x ̸= 0,

任取 d ∈ Rm 且 d ̸= 0, 则根据 Jensen 不等式可得

1

eTx

( m∑
i=1

dixi

)2

= eTx

( m∑
i=1

di
xi

eTx

)2

6 eTx

m∑
i=1

d2i
xi

eTx
=

m∑
i=1

d2ixi.

由上式可推导出

dTS(x)d = dTDiag(x)d− (dTx)2

=
m∑
i=1

d2ixi −
( m∑

i=1

dixi

)2

> 1

eTx

( m∑
i=1

dixi

)2

−
( m∑

i=1

dixi

)2

> 0.

因此, S(x) 在 ∆m 上是半正定的.

必要性 对于任意 i ∈ [m], 取 Rm 的自然基 ei, 由 S(x) 半正定知 eTi S(x)ei > 0. 又因为

eTi S(x)ei = xi − x2
i ,

故有 0 6 xi 6 1.

同理可得

0 6 eTS(x)e = eTx− (eTx)2 ⇒ 0 6 eTx 6 1.

因此, x ∈ ∆m.

根据引理 3.1 的证明, 立即可证得如下结论.

引理 3.2 S(x) 为正定矩阵的充要条件是 x ∈ int(∆m) := {x ∈ Rm
++ | eTx < 1}.

引理 3.1说明 f(x)的定义域就是约束优化问题 (2.7)的可行域,因此不能通过罚函数类算法来求

解 (2.7). 在已知方差矩阵 Σ 正定的假设条件下, Ahipaşaoğlu 等 [3] 证明了

h(x) = tr((Σ1/2S(x)Σ1/2)1/2)
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在 ∆m 上是强凹函数, 在 int(∆m) 上是可微的且

∇h(x) = 1

2
diag(Σ1/2(T (x))−1/2Σ1/2)−Σ1/2(T (x))−1/2Σ1/2x,

其中 T (x) = Σ1/2S(x)Σ1/2. 于是由 (3.1) 和文献 [7, 定理 2] 立即可知以下结论成立.

定理 3.1 设 Σ 正定, 则 f(x) 是 int(∆m) 上的强凸函数, 即存在常数 µ > 0 使得

f(y) > f(x) +∇f(x)T(y − x) +
µ

2
∥y − x∥2, ∀x,y ∈ int(∆m), (3.3)

其中 ∇f(x) = p− ω −∇h(x).
下面的定理已由文献 [7, 引理 1] 给出.

定理 3.2 设 Σ 正定, 则当 x 趋于 ∂∆m 时, ∥∇f(x)∥ → ∞.

定理 3.2 说明, 当 x 趋于 ∂∆m 时, 问题 (3.2) 的目标函数的方向导数趋于 +∞. 结合定理 3.1 及

凸函数的性质可知, 问题 (3.2) 的目标函数在 int(∆m) 上必存在极小值, 进而存在梯度为 0 的点 [3, 7].

因此, 问题 (3.2) 的一阶最优性条件为

∇f(x) = 0, x ∈ int(∆m). (3.4)

对于任意给定的套餐价格 p, (3.4) 可以给出唯一的最优选择概率 q(p), 它就是 f(x) 在 int(∆m) 上的

全局极小值点, 记作 x∗. 根据定理 3.1 和引理 3.3, 目标函数 f(x) 的强凸性和其梯度函数的 Lipschitz

连续性都是受限制的, 因此已有的算法并不能直接用于求解 x∗. 于是, 本文提出如下的梯度算法 (算

法 1) 求解这个全局极小值点 x∗.

算法 1 计算选择概率的梯度下降法

Input: ω, Σ, p, 初始迭代点 x0 ∈ int(∆m), 初始迭代步长 α0 ∈ (0, 1), 参数 β, γ ∈ (0, 1), 终止精度 ε > 0.

Iteration:

1: k ← 0,

2: g0 ← ∇f(x0),

3: while ∥gk∥ > ε do

4: while xk − αkgk /∈ int(∆m) or f(xk − αkgk) > f(xk)− γαk∥gk∥2 do

5: αk ← βαk,

6: end while

7: xk+1 ← xk − αkgk,

8: gk+1 ← ∇f(xk+1),

9: yk ← gk+1 − gk,

10: αk+1 ← −
αkgT

k gk

gT
k
yk

,

11: k ← k + 1,

12: end while

Output: 最优解 xk.

关于算法 1, 我们有以下说明:

(i) 步骤 10 给出的步长是 Barzilai-Borwein (BB) 型步长 [5, 10]. 这是因为令 sk = xk+1 − xk, 则步

骤 10 可以等价地写成

αk+1 ← −
αkg

T
k gk

gT
k yk

=
sTk sk
sTk yk

.
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根据定理 3.1, f 强凸, 故有 sTk yk > 0, 上式是有意义的.

(ii) 步骤 4–6 不会陷入死循环. 因为 x0 ∈ int(∆m) 且 ∆m 是凸集, 所以存在充分小的 δ > 0 使得

迭代点列 {xk} 满足 xk ∈ int(∆m) 且

f(xk − αkgk) 6 f(xk)− γαk∥gk∥2.

因此, 算法 1 是有定义的, 可将其看作是一种 BB 梯度下降算法.

3.2 收敛性分析

本小节证明算法 1 是线性收敛的. 在此之前, 首先需要给出下面的引理.

引理 3.3 取 x0 满足 f(x0) < infx∈∂∆m f(x), 令

Ω = {x ∈ int(∆m) | f(x) 6 f(x0)}, (3.5)

则下列结论成立.

(i) Ω 为紧凸集且存在一个开集 O ⊃ Ω 使得 O ⊂ ∆m.

(ii) ∇f(x) 在 Ω 上是 Lipschitz 连续的, 即存在常数 L > 0 使得

∥∇f(x)−∇f(y)∥ 6 L∥x− y∥, ∀x,y ∈ Ω;

而且对任意的 x,y ∈ Ω, 有

f(y) 6 f(x) +∇f(x)T(y − x) +
L

2
∥y − x∥2. (3.6)

证明 (i)根据定理 3.1,可知 Ω为紧凸集. 由 x0 的定义可知 Ω∩ ∂∆m = ∅. 又因为 Ω是紧集,所

以存在开集 O ⊃ Ω 使得 O ⊂ ∆m.

(ii) 由定理 3.1 及 ∇f(x) 的定义知, ∇f(x) 在 Ω 上连续可微. 因为 Ω 为紧凸集, 所以 ∇f(x) 在 Ω

上是 Lipschitz连续的,其 Lipschitz常数记作 L. 因此, f(x)在 Ω上有二次上界,即对任意的 x,y ∈ Ω,

(3.6) 成立.

下面证明算法 1 的收敛性, 可归结为以下定理.

定理 3.3 设 {xk} 是由算法 1 产生的迭代点列, {gk} 是相应的 f 的梯度序列. 设初始迭代点

x0 满足 f(x0) < infx∈∂∆m f(x), 则要么算法 1 有限步终止, 要么成立

lim
k→∞

∥gk∥ = 0, lim
k→∞

xk = x∗. (3.7)

证明 设算法 1 不是有限步终止的, 则需要证明 (3.7) 成立. 记 {αk} 为算法 1 产生的迭代步长

序列, 则 αk 由以下方式给出:

α̂k =
sTk−1sk−1

sTk−1yk−1
, αk = βnk α̂k,

其中当 k = 0 时 α̂k = α0, 正整数 nk 定义如下:

nk := min{n ∈ N | xk − βnα̂kgk ∈ int(∆m), f(xk − βnα̂kgk) 6 f(xk)− γβnα̂k∥gk∥2}.

下面分 3 步来证明 (3.7) 成立.
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第 1 步 存在常数 M1,M2 > 0 使得对任意的 k 有 M1 < α̂k < M2.

我们来证明第 1中的结论.根据定理 3.1,在 (3.3)中分别取 x = xk,y = xk+1和 x = xk+1,y = xk,

可得

sTk∇f(xk+1) > f(xk+1)− f(xk) +
µ

2
∥sk∥2,

− sTk∇f(xk) > f(xk)− f(xk+1) +
µ

2
∥sk∥2.

以上两式相加可得

α̂k+1 =
sTk sk
sTk yk

6 1

µ
.

令

M2 = max

{
1

µ
, α0

}
,

则对任意的 k 有 α̂k 6 M2 成立.

因 f 强凸, 故有 sTk yk > 0, 从而 αk 均为正值. 又因

f(xk+1) 6 f(xk)− γαk∥gk∥2,

故 {f(xk)} 单调下降. 令

Ω := {x ∈ int(∆m) | f(x) 6 f(x0)},

则有 {xk} ⊂ Ω. 根据引理 3.3(ii), 可得 ∥yk∥ 6 L∥sk∥. 因此, 根据 Cauchy 不等式, 可得

α̂k+1 =
sTk sk
sTk yk

> ∥sk∥
∥yk∥

> 1

L
.

令

M1 = min

{
1

L
,α0

}
,

则对任意的 k, α̂k > M1 成立. 综上, 第 1 步得证.

第 2 步 存在 M > 0, 使得当 0 6 α 6 M
β 时, 对任意的 k 有

xk − αgk ∈ int(∆m), f(xk − αgk) 6 f(xk)− γα∥gk∥2,

进而有

min{M,M1} 6 αk 6 M2.

我们来证明第 2 步中的结论. 由引理 3.3(i) 可知

d1 := dist(∂Ω, ∂∆m) > 0 且 d2 := sup
x∈Ω
∥∇f(x)∥ <∞,

则当 0 6 α 6 d1

2d2
时有

xk − αgk ∈ int(∆m).

391



张立平等: 计算捆绑定价问题选择概率的梯度下降算法

另外, 由引理 3.3(ii) 可知

f(xk − αgk) 6 f(xk)− α∥gk∥2 +
α2L

2
∥gk∥2.

所以, 当 0 6 α 6 2(1−γ)
L 时, 有

f(xk − αgk) 6 f(xk)− γα∥gk∥2.

因此, 取

M = βmin

{
d1
2d2

,
2(1− γ)

L

}
,

则第 2 步得证.

第 3 步 limk→∞ ∥gk∥ = 0 且 limk→∞ xk = x∗.

我们来证明第 3 步中的结论. 函数值序列 {f(xk)} 单调下降且有界, 故而收敛. 又因为

γαk∥gk∥2 6 f(xk)− f(xk+1),

所以,

lim
k→∞

αk∥gk∥2 = 0.

由第 2 步知, {αk} 满足 min{M,M1} 6 αk 6 M2. 因此有

lim
k→∞

∥gk∥ = 0. (3.8)

下面用反证法证明 limk→∞ xk = x∗. 若不然,则存在 ε0 > 0以及子列 {xkj}使得 ∥xkj −x∗∥ > ε0.

令 K = maxx∈∆m ∥x∥, 则根据 {f(xk)} 单调下降、定理 3.1 及 (3.3), 可得

∥gkj∥ >
1

2K
∥xkj − x∗∥∥gkj∥ >

1

2K
(xkj − x∗)Tgkj

> 1

2K
(f(xkj )− f(x∗)) +

µ

4K
∥xkj − x∗∥2

> µε20
4K

.

这与 (3.8) 矛盾. 因此, 第 3 步得证, 即 (3.7) 成立. 定理证毕.

我们可以进一步证明当 γ ∈ [0.5, 1) 时, 算法 1 是 Q- 线性收敛的.

定理 3.4 设 {xk} 是由算法 1 产生的迭代点列. 令 δk = ∥xk − x∗∥, 则当 γ ∈ [0.5, 1) 时, 存在

q ∈ (0, 1) 使得当 δk+1 6 qδk.

证明 由 δk 的定义及 xk+1 = xk − αkgk 知

δ2k+1 = ∥xk+1 − x∗∥2 = δ2k + α2
k∥gk∥2 + 2αkg

T
k (x

∗ − xk). (3.9)

令 ϵk = f(x∗)− f(xk), 则 ϵk 6 0 且 ϵk+1 > ϵk. 由定理 3.1 知

gT
k (x

∗ − xk) 6 ϵk −
µ

2
δ2k.
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结合 (3.9), 有

δ2k+1 6 (1− µαk)δ
2
k + αk(2ϵk + αk∥gk∥2). (3.10)

另外, 根据算法 1 的迭代过程 γ ∈ [0.5, 1), 可得

αk∥gk∥2 6 1

γ
(f(xk)− f(xk+1)) 6 2(ϵk+1 − ϵk).

从而, 有

αk(2ϵk + αk∥gk∥2) 6 2αkϵk+1 6 0. (3.11)

根据定理 3.3 中的第 1 步可知, 存在常数 C > 0 使得 C < µαk < 1. 因此, 结合 (3.10) 和 (3.11), 可得

δ2k+1 6 (1− C)δ2k. (3.12)

取 q = 1− C, 则 q ∈ (0, 1), 且 (3.12) 表明定理结论成立.

定理 3.3 和 3.4 说明算法 1 要么有限步终止, 输出基于交叉矩模型 (3.2) 的捆绑定价的唯一最优

的选择概率 x∗; 要么产生迭代点列线性收敛于其唯一最优的选择概率 x∗. 特别地, 从定理 3.4 可以看

出, 对于给定精度 ε > 0 (如 ε = 10−8), 由

∥xk − x∗∥ 6 q∥xk−1 − x∗∥ 6 · · · 6 qk∥x0 − x∗∥

可知, 算法 1 至多 K = ⌈log(Cε)/ log q⌉ 步迭代可保证 ∥xk − x∗∥ < ε, 其中 C = 1/∥x0 − x∗∥. 从这个
角度讲, 算法 1 的收敛速度在一定条件下是优于 Q- 线性收敛的.

4 数值实验

本节通过数值模拟来验证算法 1 的实际效果, 分别从参数和初值两方面来展示其性能. 最后利用

算法 1计算由交叉矩模型 (3.2)给出的选择概率并与实际的选择概率相比较,验证交叉矩模型 (3.2)和

算法 1 的有效性.

首先通过数值模拟得到输入值 ω 和 Σ,并确定合适的价格 p. 设定商品的个数 n并假定公司提供

全部大小的套餐, 即 S = [n]. 假设顾客对商品的预期价格服从多元正态分布 N(µ,Σ0), 取 µ = 3e, Σ0

的特征值在 [0, 1] 上均匀抽样得到, 对应的特征向量由每个元素均为 [−1, 1] 上均匀抽样的随机矩阵正
交化得到. 由此, 得到 N = 10,000 个顾客的预期价格向量的样本 u1, . . . ,uN , 再根据 (2.1) 可以得到

顾客对于套餐的预期价格向量 w1, . . . ,wN . 计算它们的均值向量和协方差矩阵分别为 ω 和 Σ. 我们

随机生成一个可行的价格 p: 在 (2.5, 3.5) 上均匀抽取 n 个数并降序排列, 记为 p1 > p2 > · · · > pn. 令

p = (sps)16s6n, 保证了套餐中的商品越多, 每个商品的平均价格就越低. 这样的设定符合现实中的常

见情形.

设置参数 n = 10, γ = 0.5, ε = 10−3, 取初值 x0 = 1
2ne. 利用算法 1 得到迭代序列 {xk} 和近似

最优解 x∗, 将 f(xk)− f(x∗) 绘制于对数坐标轴, 如图 1 所示. 从图 1 可以看出算法 1 在 120 次迭代

收敛.

下面考察参数 γ 对算法 1 收敛速度的影响. 固定 ε = 10−3, 取 n = 10, 20, . . . , 50 和 γ = 0.1, 0.2,

. . . , 0.9, 记录算法 1 收敛所需的迭代次数. 对于同一组 n 值、不同 γ 值的实验采用相同的 ω 和 Σ, 实
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图 1 (网络版彩图) 函数值 f(xk) − f(x∗) 随迭代次数的变化数值结果

验结果见表 1. 从表中数据可以看出, 在相同 n 值下, 收敛所需要的迭代次数随 γ 的增大先减少后增

大, 大概在 γ = 0.4, 0.5, 0.6 时收敛最快.

最后, 通过算法 1 计算捆绑定价问题下使用交叉矩模型 (3.2) 估计的选择概率, 并与真实的选择

概率作比较, 验证交叉矩模型 (3.2) 对选择概率估计的准确性. 对于 n = 10, 20, 30, 40, 50, 利用算法 1

求解 (3.2) 得到选择概率 qCMM. 同时利用生成的 10,000 组顾客对于套餐的最高预期价格向量, 根据

q∗s (p) = Pw∼G

(
s = arg max

i∈{0}∪S
{wi(u)− pi}

)
得到顾客真实的选择概率 q∗. 我们利用 δq = 1

2∥qCMM − q∗∥1 来衡量交叉矩模型 (3.2) 对选择概率的

预测值和真实值的误差.

对于每一组 n值,我们做 100次实验,得到 100个 δq 值,通过绘制箱线图来刻画 δq 的分布,结果

如图 2 所示. 图 2 显示交叉矩模型 (3.2) 对选择概率的预测值相比真实值的误差在绝大多数情形下会

小于 0.1, 而且几乎不随 n的改变而变化. 这说明用交叉矩模型 (3.2)来近似捆绑定价问题下的选择概

率是合适的, 同时也说明算法 1 是有效的.

表 1 迭代次数: 参数 γ 的选取对算法 1 收敛速度的影响

n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50

γ = 0.1 605 3,126 2,360 20,112 28,524

γ = 0.2 486 3,326 1,827 19,931 19,760

γ = 0.3 330 2,665 2,449 11,931 20,842

γ = 0.4 314 2,089 1,474 7,477 14,564

γ = 0.5 314 2,089 1,474 7,477 14,564

γ = 0.6 467 1,702 2,485 12,342 16,593

γ = 0.7 629 1,863 2,604 8,627 14,578

γ = 0.8 1,258 3,144 4,716 19,428 32,036

γ = 0.9 2,350 6,429 11,412 45,765 69,585
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图 2 (网络版彩图) 不同 n 值下交叉矩模型 (3.2) 对选择概率的预测值相比真实值的误差

5 结论

本文考虑了捆绑定价的选择概率计算问题, 它是解决捆绑定价问题的关键. 本文建立了新形式的

交叉矩模型 (3.2), 证明了其目标函数是强凸的并且梯度是 Lipschitz 连续的 (定理 3.1 和引理 3.3). 首

次提出了 BB 梯度算法计算捆绑定价的选择概率 (算法 1), 证明了算法的收敛性 (定理 3.3), 并给出

了线性收敛速度 (定理 3.4). 数值实验验证了算法的有效性和交叉矩模型 (3.2) 预测捆绑定价的选择

概率的准确性. 在后面的工作中, 我们将研究直接求解基于一阶矩和二阶矩的捆绑定价的交叉矩模型

(2.5) 的有效算法.
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A gradient descent algorithm for computing choice probability
in the bundle size pricing problem

Liping Zhang & Yitan Zhao

Abstract Bundle size pricing has important applications in the service industry, TV and film, media, and other
industries and so has been widely studied. In this paper, we prove that the objective function of the cross-moment
model of the bundle size pricing problem is strongly convex and the gradient is Lipschitz continuous in the con-
strained region. Based on this property, we propose a gradient descent algorithm to compute choice probability
by solving this model. Moreover, we prove that the proposed algorithm is linearly convergent. Numerical ex-
periments verify the effectiveness of the algorithm and the accuracy of the cross-moment model for the choice
probability estimation.
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