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摘要 本文提出并研究了一类具有双时滞的基于记忆扩散的生物种群模型. 利用 Lyapunov-Schmidt

约化方法, 本文得到了该模型空间非齐次正稳态解的存在性、唯一性和多重性. 接着, 通过分析在该

非齐次稳态解 u∗λ 处所对应的特征方程, 本文得到了该稳态解的局部稳定性和发生 Hopf 分支的条件.

在一些特殊条件下, Hopf 分支发生的首个临界值 rλ0 会随着对流参数 α 的增加而增大, 即分支更难

出现.

关键词 反应扩散对流模型 分支 Lyapunov-Schmidt 约化 双时滞
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1 引言

众所周知, 许多事物的变化规律不仅依赖于当前状态, 还与过去的状态息息相关. 因此, 近几十年

来,时滞的引入所带来的有趣生物现象 (如不稳定和混沌等)引起了学者们的广泛关注. 最初较为经典

且具有开创性之一的工作是 Nicholson [12] 通过记录澳大利亚羊蝇数量变化所提出的下面时滞模型:

du(t)

dt
= lu(t)

(
1− u(t− r)

L

)
, (1.1)

其中, L表示可食用的食物总量,时滞 r 表示幼虫成熟为成虫的生长时间. 然而,在随后的实验过程中,

他们发现上述模型无法很好地解释实验数据. 为了解决这种差异, Gurney等 [6] 对模型 (1.1)进行了下

述改进:

du(t)

dt
= −γu(t) + pu(t− r) exp [−au(t− r)], (1.2)
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其中, γ 表示成虫的日均死亡率, p 表示最大日均产卵率, r 表示生长周期, 1/a 表示蝇类以最大繁殖率

繁殖的种群规模. 模型 (1.2) 通常被称为经典的 Nicholson 果蝇模型.

值得注意的是, 我们在研究种群模型时发现不同的种群在其所处环境中的分布是不均匀的, 种群

的迁入和迁出以及分配给每一个个体的资源也是不均匀的, 因而产生了更加符合自然现象的反应 (随

机) 扩散方程

∂u(x, t)

∂t
= duxx(x, t)− γu(x, t) + pu(x, t− r) exp [−au(x, t− r)]. (1.3)

So和 Yu [16] 及 So等 [15] 证明了模型 (1.3)中正稳态解的全局吸引性. 研究结果表明,时滞 r 的出现引

入会导致系统产生非齐次正稳态, 并将发生 Hopf 分支. 之后, 许多研究人员对各类种群模型的 Hopf

分支问题进行研究, 相关研究结果详见文献 [4, 5, 8–10]. 然而, 由于许多生物群体或个体生活在具有单

向性漂移运动的环境中, 故仅考虑随机扩散运动并不符合所有实际情形. 基于此, Ma 和 Wei [11] 考虑

了对流因素并研究了模型 (1.3) 的更一般形式:
∂u(x, t)

∂t
= duxx(x, t)− αux(x, t)− γu(x, t) + g(u(x, t− τ)), t > 0, x ∈ (0, L),

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0.
(1.4)

另外, 人们已经认识到在现实世界中个体的认知过程会显著影响其行为 (参见文献 [1,2]). 研究人

员发现, 动物会基于其记忆信息朝着有利的方向发展, 动物记忆与运动之间的相互作用是复杂的, 如

蓝鲸的迁徙 [1]. Shi等 [14] 首次将基于记忆的运动考虑到生物种群模型中,通过添加时滞表达动物的情

景式空间记忆, 并考虑如下模型:
∂u(x, t)

∂t
= uxx(x, t) +D(uux(x, t− r))x + lg(u(x, t)), t > 0, x ∈ Ω,

∂u

∂n
= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

(1.5)

其中, D ∈ R 表示基于记忆时滞的扩散率, l 表示标准空间扩散下的伸缩常数, r > 0 表示平均记忆周

期 (即记忆延迟), g 表示生物出生/死亡, Ω 是 Rn (n > 1) 中带有光滑边界 ∂Ω 的连通有界区域, n 是

∂Ω 的向外单位法向量. 从生物意义上说, D > 0 意味着动物沿着负梯度方向运动, D < 0 意味着反向

运动, D = 0意味着不存在基于记忆的扩散.显然,空间记忆时滞对于自然界中的许多动物来说是重要

的, 尤其是对于高度发达的动物来说, 它解释了动物对历史密度分布或当地环境特征的记忆时间. 然

而, 对于这类模型而言, 空间记忆时滞对从数学角度分析种群动态带来了新的挑战. 基于前面分析, 当

t > 0 时, 我们将研究下述模型:
∂u

∂t
= uxx − αux − γu+D(u(u(t− r))x)x + g(u(t− τ)), x ∈ (0, L),

u(0, t) = u(L, t) = 0,
(1.6)

其中, D 为正实数, 表示基于记忆的扩散率, r, τ > 0分别表示基于记忆的延迟时间和物种的成熟时滞,

g 表示生物出生/死亡. 有关模型 (1.6)的非时滞系统, Tang和 Chen [18–20] 以及 Tang和 Zhou [21] 作了

一系列研究.正如前文所述,空间记忆时滞对从数学角度分析种群动态带来了挑战,其主要原因在于该

模型包含了扩散和双时滞, 因而有关模型 (1.6)的研究在国内外几乎是空白的. 令 ũ = e−αx, 同时去掉

2



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

波浪号, 则模型 (1.6) 可化为下述模型:
∂u

∂t
= e−αx(eαxux)x − γu+De−αx(eαxu(eαxu(t− r))x)x

+e−αxg(eαxu(t− τ)), x ∈ (0, L), t > 0,

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0.

(1.7)

值得注意的是,椭圆算子 (·)xx−α(·)x 在模型 (1.6)中是非自伴随的,在模型 (1.6)中通过变换 ũ = e−αx

可将其处理为 e−αx(eαx(·)x)x 的自伴随算子, 从而简化了研究问题. 否则, 我们需要研究该模型在正稳

态解下的线性化方程对应的椭圆算子及其伴随算子. 基于记忆的扩散种群模型在具有 Neumann 边界

条件下存在一些研究结果 (参见文献 [13, 17]). 尽管 Dirichlet 边界条件在种群生态学方面的研究起着

重要作用, 但关于 Dirichlet 边界条件的研究鲜有出现, 其重要原因之一可能是空间不均匀性导致研究

非零稳态解的存在性与稳定性是不容易的. 本文首先使用 Lyapunov-Schmidt 约化理论证明参数 λ 在

λ∗ 处非零稳态解 u∗λ 的存在性. 进而, 通过研究线性化系统在 u∗λ 处的特征方程 (该特征方程包含两

个时滞的椭圆算子的特征值问题)进一步研究了 u∗λ 的局部稳定性. 首先通过特征值分析,我们证明了

当 r = 0, τ > 0 时, u∗λ 是局部线性稳定的. 当 r, τ > 0 时, 系统此时具有较为丰富的动力学行为, 本文

给出了 u∗λ 的局部稳定的充分条件. 当不满足这些条件时, 存在 (r, τ) 一些临界值, 使得特征方程具有

纯虚特征值. 由所有这些临界值形成的 (r, τ) 平面中的曲线在本文中被称为交叉曲线, 我们提供了判

断纯虚特征值横穿虚轴的一个显式公式, 当 (r, τ) 通过交叉曲线时, 这些纯虚特征值的移动方向也同

时被确定. 此外, 我们还研究了一些特殊情形, 即模型中仅含有单个时滞的相关动力学行为. 特别地,

当模型中 τ = 0, r > 0, 即模型仅具有基于记忆时滞, 我们严格证明了系统在某些特殊情形下会产生

Hopf 分支. 最后, 得到了对流参数 α 对 Hopf 分支产生的影响: 在一些特殊条件下, Hopf 分支发生的

首个临界值 rλ0 会随着对流参数 α的增加而增大,即分支更难出现. 有趣的是,这种现象恰好与 Ma和

Wei [11] 早期工作中无记忆扩散的结论相反.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节采用 Lyapunov-Schmidt 约化方法, 建立模型 (1.7) 正稳态的存

在性、唯一性和多重性. 第 3 节通过分析在非齐次稳态解处特征值的分布 (尤其是纯虚特征值的存在

性等性质),得到空间非齐次稳态解的局部稳定性以及 Hopf分支的存在性、稳定性和方向的一些结果.

特别地, 本文分别分析 r = 0, τ > 0 以及 r > 0, τ > 0 等不同时滞条件下其特征值的分布, 进而得到稳

定性和相关分支结果. 此外, 我们重点讨论 r > 0, τ = 0 时 Hopf 分支的相关问题 (其中在 r = 0, τ > 0

的情形下, Ma 和 Wei [11] 对相关的 Hopf 分支作了较为详尽的分析, 这里不再赘述). 研究发现, 在某

些特殊情形下, 对流项 α 的加入在一定程度上不利于 Hopf 分支的发生.

本文记 X = H2(0, L) ∩H1
0 (0, L), Y = L2(0, L), C := C([−max{r, τ}, 0], Y ). 对于任意空间 Z, 定

义其对应的复值空间为

ZC := Z ⊕ iZ = {x+ iy | x, y ∈ Z}.

记 Dom(L) 和 Ker(L) 分别为线性算子 L : Z1 → Z2 对应的值域空间和核空间. 在 Hilbert 空间 YC 中,

定义内积

⟨u, v⟩ =
∫ L

0

ū(x)v(x)dx.

此外, 本文假设:

(H) g(0) = 0, g′(0) > 0, g(·) ∈ Ck(R) (k > 3).
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2 正稳态解的存在性

记 λ∗ 为下述特征值问题的主特征值, 其对应的特征函数记为 ϕ∗ > 0:−(eαxϕx)x = λeαxϕ(x), x ∈ (0, L),

ϕ(0) = ϕ(L) = 0.
(2.1)

由文献 [7, 定理 1] 可知, 特征值问题 (2.1) 存在唯一的主特征值 λ∗ > 0, 且由变分公式可得

λ∗(α) = inf
ϕ∈W 1,2

0 (0,L)

∫ L
0
eαxϕ2xdx∫ L

0
eαxϕ2dx

, λ∗ > 0.

为了方便起见, 记

ρ0 =

∫ L

0

eαxϕ2∗(x)dx, ρ1 = D

∫ L

0

(eαxϕ∗)(e
αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx, ρ2 =

g′′(0)

2

∫ L

0

e2αxϕ3∗dx. (2.2)

易知, 模型 (1.7) 的稳态解由下面对应的稳态系统求得:(eαxux)x − γeαxu+D(eαxu(eαxu)x)x + leαxug(eαxu) = 0, x ∈ (0, L),

u(0) = u(L) = 0.
(2.3)

定义非线性算子 G : X × R → Y 如下:

G(u, λ) = (eαxux)x + (λ− lg(0))eαxu+D(eαxu(eαxu)x)x + g(eαxu), (2.4)

其中, λ = g′(0)− γ. 显然, 对于每一个固定的 λ ∈ R, u = 0 是方程 G(u, λ) = 0 的解. 接下来, 讨论在

u = 0 附近, 方程 G(u, λ) = 0 的非常数解. 首先, 计算 G 关于 u 在 (0, λ) 处的 Frechét 导数:

Lλu = (eαxux)x + λeαxu, u ∈ X.

显然, 算子 Lλ 有界, 且由闭图像定理可知存在有界逆 L−1
λ . 此外, Lλ 是自共轭算子, 即 ⟨u,Lλv⟩ =

⟨Lλu, v⟩. 记 K = span{ϕ∗}, 则 X 和 Y 可分解如下:

X = K⊕X1, Y = K⊕ Y1,

其中,

X1 ={y ∈ X | ⟨v, y⟩ = 0,∀ v ∈ K},

Y1 ={y ∈ Y | ⟨v, y⟩ = 0,∀ v ∈ K}.

因此, 任意的 u 可唯一分解为 u = u1 + u2, 其中 u1 ∈ K, u2 ∈ X1.

定理 2.1 假设 ρ1 − ρ2 ̸= 0, 则存在正数 λ̄∗, λ∗ (λ∗ < λ∗ < λ
∗
) 和一个连续可微映射 [λ∗, λ

∗
] ∋ λ

→ (zλ, ξλ) ∈ R×X1, 使得系统 (1.7) 存在唯一稳态解 u∗λ = zλϕ∗ + ξλ, 其中,

lim
λ→λ∗

u∗λ
λ− λ∗

=
D

∫ L
0
eαxϕ∗(e

αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx− g′′(0)
2

∫ L
0
e2αxϕ3∗(x)dx∫ L

0
e2αxϕ3∗(x)dx

ϕ∗ =
ρ1 − ρ2
ρ0

ϕ∗,

这里

ρ0 =

∫ L

0

eαxϕ2∗(x)dx, ρ1 = D

∫ L

0

eαxϕ∗(e
αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx, ρ2 =

g′′(0)

2

∫ L

0

e2αxϕ3∗(x)dx.
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证明 首先, 定义投影算子 P 和 I − P :

P : Y → Y1,

I − P : Y → K.

那么, G(u, λ) = 0 可化为下面等价系统:

PG(u1 + u2, λ) = 0, (I − P )G(u1 + u2, λ) = 0, (2.5)

其中, u1 ∈ K, u2 ∈ X1, u1 + u2 = u ∈ X. 显然, G(0, λ∗) = 0, PGu2(0, λ∗) = Lλ∗ . 由隐函数存在定理可

知, 存在定义在 Υ 上的连续可微映射 h : Ξ → X1 使得

h(0, λ) = 0, PG(u1 + h(u1, λ), λ) ≡ 0, (2.6)

其中, Υ 是定义在 K× R 上关于 (0, λ1) 的开邻域.

将 u2 = h(u1, λ) 代入 (2.6) 的第二个方程可得

G(u1, λ) ≡ (I − P )G(u1 + h(u1, λ), λ) = 0. (2.7)

由于 u1 ∈ K = span{ϕ∗}, 故存在常数 zλ ∈ R 满足 u1 = zλϕ∗. 将 u1 = zλϕ∗ 代入 (2.7) 同时与 φ∗ 在

[0, L] 作内积, 有

g(zλ, λ) =

∫ L

0

ϕ∗(x)G(zλϕ∗(x) + h(zλϕ∗(x), λ), λ)dx = 0. (2.8)

由于 g(0, λ) = 0, 故可合理假设 g : R2 → R 表达式如下:

g(zλ, λ)

zλ
= (λ− λ∗) +A(λ)zλ + B(λ)z2λ + o(z2λ),

其中,

A(λ∗) =
−D

∫ L
0
eαxϕ∗(e

αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx+ g′′(0)
2

∫ L
0
e2αxϕ3∗(x)dx∫ L

0
eαxϕ2∗(x)dx

=
−ρ1 + ρ2

ρ0
, A,

B(λ∗) =
1∫ L

0
eαxϕ2∗(x)dx

[
g′′(0)

2

∫ L

0

e2αxhu1u1ϕ
4
∗(x)dx+

g′′′(0)

6

∫ L

0

e3αxϕ4∗(x)dx

]

−
A
∫ L
0
eαxhu1u1ϕ

3
∗dx+D

∫ L
0
eαxϕ∗(e

αxhu1u1ϕ
2
∗)x(ϕ∗)xdx

2
∫ L
0
eαxϕ2∗(x)dx

−
D

∫ L
0
(eαxϕ∗)xe

αxhu1u1ϕ
2
∗(ϕ∗)xdx

2
∫ L
0
eαxϕ2∗(x)dx

, B.

由 (2.6)知 Lλ∗hu1u1(ϕ∗, λ∗)+PGuu(ϕ∗, λ∗) = 0,故 hu1u1(ϕ∗, λ∗) = −g′′(0)L−1
λ∗

[e2αxϕ2∗]. 由假设 ρ1−ρ2
̸= 0 (即 A ̸= 0) 和隐函数存在定理可知, 存在正数 λ̄∗, λ∗ (λ∗ < λ∗ < λ

∗
) 和一个连续可微映射

[λ∗, λ
∗
] ∋ λ→ (zλ, hλ) ∈ R×X1, 使得系统 (1.7) 存在唯一稳态解 u∗λ = zλϕ∗ + hλ, 并满足

zλ =
λ∗ − λ

A
+ o(|λ− λ1|),

lim
λ→λ∗

u∗λ
λ− λ∗

=
D

∫ L
0
eαxϕ∗(e

αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx− g′′(0)
2

∫ L
0
e2αxϕ3∗(x)dx∫ L

0
e2αxϕ3∗(x)dx

ϕ∗ =
ρ1 − ρ2
ρ0

ϕ∗.
(2.9)

证毕.
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注 2.1 由定理 2.1 中所得到的空间非齐次稳态解 u∗λ 的表达式可知, 当 (λ∗ − λ)(ρ1 − ρ2) > 0

(< 0) 时, u∗λ 为正 (负). 在生物学中, 我们只对正稳态解感兴趣.

如果 ρ1−ρ2 = 0且 B ̸= 0,则 g(·, λ)在 λ∗ 附近可能发生鞍结点分支. 确切地,如果 B < 0 (B > 0),

则当 λ > λ∗ (λ < λ∗) 时, g(·, λ) 在零点附近存在两个解 z = z±λ ; 当 λ = λ∗ 时, g(·, λ) 仅存在一个解
zλ = 0; 当 λ < λ∗ (λ > λ∗) 时, g(·, λ) 无解.

定理 2.2 如果 ρ1 − ρ2 = 0 且 B < 0 (B > 0), 则存在常数 λ̄∗ > λ∗ (λ∗ < λ∗) 及从 (λ̄∗, λ
∗)

((λ∗, λ∗)) 到 R 的两个连续可微的映射, 使得系统 (2.3) 有两个非齐次稳态解

u±λ (x) = z±λ ϕ∗(x) + h(z±λ ϕ∗(x), λ),

其中, h(z±λ ϕ∗(x), λ) ∈ X1, 且满足

lim
λ→λ∗

u±λ√
λ∗−λ

B

= ϕ∗.

注 2.2 我们看到定理 2.2 得到的两个空间非齐次稳态解 u±λ 中的一个是正的, 另一个是负的.

3 特征值和稳定性分析

本节考虑非齐次稳态解 u∗λ 的局部稳定性. 系统 (1.7) 在 u∗λ 处的线性化方程为
∂v

∂t
= (eαxvx)x − γeαxv +D(eαxu∗λ(e

αxv(t− r))x)x

+D(eαxv(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxv(t− τ),

v(0, t) = v(L, t) = 0.

(3.1)

当 (r, τ) ∈ R2 时, 我们希望寻找 µ ∈ C 和 ψ ∈ XC \ {0}, 使得

Λ(λ, µ, r, τ)ψ = (eαxψx)x − γeαxψ +D(eαxu∗λ(e
αxψ)x)xe

−µr

+D(eαxψ(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxψe−µτ − µeαxψ

= 0. (3.2)

首先, 我们得到如下定理:

定理 3.1 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 如果 (λ, µ, r, τ, ψ) 是方程 (3.2) 的

解 (其中 Reµλ, τλ, rλ > 0, ψλ ∈ XC \ {0}), 则存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时, ψλ 可以表示为ψλ = cλϕ∗ + ϑλ, cλ > 0, ϑλ ∈ (X1)C,

∥ψλ∥YC = ∥ϕ∗∥YC ,
(3.3)

且满足 limλ→λ∗ cλ = 1, limλ→λ∗ ϑλ = 0, limλ→λ∗ ψλ = ϕ∗.

证明 首先, 证明当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时 |µ| 的有界性. 由定理 2.1 中算子 λ → (zλ, hλ) 的连续性

可知, 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, {zλ} 与 {hλ} 是有界的. 由于 X 紧嵌入到 C1+δ([0, L]) (0 < δ < 1
2 ), 故

u∗λ ∈ C1+δ([0, L]) 且 u∗λ 在空间 C1+δ([0, L]) 上是有界的, 即存在常数 C1, 使得 |u∗λ|1+δ < C1. 注意到,

u∗λ 满足

Hλ(u
∗
λ) , (1 +Dueαx)(u∗λ)xx + α(1 + 2Deαxu∗λ)(u

∗
λ)x − γu∗λ +D(eαxu∗λ)

2
xe

−αx + e−αxg(eαxu∗λ) = 0.

6



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

由椭圆方程的正则性理论及嵌入定理可知, 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, uλ ∈ C2+δ([0, L]) 且在空间 C2+δ([0, L])

上是有界的. 因此, 存在正数 M , 使得

e−µτ
∫ L

0

g′(eαxu∗λ)e
2αx|ψλ|2dx 6MLe2αL∥ψλ∥2∞.

对 Λ(λ, µλ, r, τ)ψλ 与 eαxψλ 作内积运算, 有

0 = ⟨eαxψλ,Λ(λ, µλ, r, τ)ψλ⟩

= De−µr
∫ L

0

(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xe

αxψλdx+D

∫ L

0

(eαxψλ(e
αxu∗λ)x)xe

αxψλdx

+ e−µτ
∫ L

0

g′(eαxu∗λ)e
2αx|ψλ|2dx− (µ+ g′(0))

∫ L

0

e2αx|ψλ|2dx+ ⟨eαxψλ,Lλψλ⟩. (3.4)

注意到

⟨eαxψλ,Lλψλ⟩

=

∫ L

0

(eαx(ψλ)x)x(e
αxψλ)dx+ λ

∫ L

0

e2αx|ψλ|2dx

6
∣∣∣∣ ∫ L

0

eαx(ψλ)x(e
αxψλ)xdx

∣∣∣∣+ |λ|
∣∣∣∣ ∫ L

0

e2αx|ψλ|2dx
∣∣∣∣

6 Le2αL(∥(ψλ)x∥∞(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞) + |λ̄∗|∥(ψλ)x∥2∞), (3.5)∣∣∣∣ ∫ L

0

(eαxψλ(e
αxu∗λ)x)xe

αxψλdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ L

0

eαxψλ(e
αxu∗λ)x(e

αxψλ)xdx

∣∣∣∣
6 Le3αL∥ψλ∥∞(α∥u∗λ∥∞ + ∥(u∗λ)x∥∞)(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞),∣∣∣∣ ∫ L

0

(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xe

αxψλdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ L

0

(eαxψλ)x(e
αxu∗λ)(e

αxψλ)xdx

∣∣∣∣
6 Le3αL∥u∗λ∥∞(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞)(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞)

以及
∫ L
0
e2αx|ψλ|2dx 6 Le2αL∥ψλ∥2∞, 故而,

µ

∫ L

0

e2αx|ψλ|2dx 6 Le2αL(∥(ψλ)x∥∞(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞) + |λ̄∗|∥(ψλ)x∥2∞)

+DLe3αL∥ψλ∥∞(α∥u∗λ∥∞ + ∥(u∗λ)x∥∞)(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞)

+DLe3αL∥u∗λ∥∞(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞)(α∥ψλ∥∞ + ∥(ψλ)x∥∞)

+ (M + g′(0))Le2αL∥ψλ∥2∞.

由于 ∥ψλ∥XC = ∥ϕ∗∥XC ,所以当 λ ∈ (λ∗, λ̂)时, ∥ψλ∥YC 和 ∥(ψλ)x∥YC 是有界的. 因此,当 λ ∈ (λ∗, λ̂)时,

|µ| 是有界的. 由第 2 节中的空间分解易得 ψλ = cλϕ∗ + ϑλ. 接下来验证

lim
λ→λ∗

µλ = 0, lim
λ→λ∗

ψλ = ϕ∗.

7
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如果验证成立,则 limλ→λ∗ cλ = 1, limλ→λ∗ ϑλ = 0. 运用反证法,若存在序列 {λn}∞n=1 (λn > λ∗)及常数

χ ̸= 0 (Reχ > 0), 使得 limλ→λ∗ λn = λ∗, limλ→λ∗ µλn = χ, 则由于 {e−µλnτλn}∞n=1 和 {e−µλnrλn}∞n=1 有

界,以及 ∥ψλn∥XC = ∥ϕ∗∥XC ,故存在 {λn}∞n=1 的一个子列 {λnk
}∞k=1 (为了方便起见仍然记为 {λn}∞n=1)

使得 limλ→λ∗ µλn = χ, limλ→λ∗ e
−µλnτλn = a∗e

−iθ1 , limλ→λ∗ e
−µλnrλn = b∗e

−iθ2 , 其中 a∗, b∗ ∈ [0, 1],

θ1, θ2 ∈ [0, 2π], 且在空间 Cδ([0, L]) (0 < δ < 1/2) 中有 limλ→λ∗ ψλn = λ∗.

将 (λn, µλn , rλn , τλn , ψλn) 代入 (3.2) 可得

(Lλn − I)ψλn +Mψλn
ψλn = 0, (3.6)

其中,

Mψλn
ψλn = ψλn +D(eαxu∗λn

(eαxψλn)x)xe
−µλnrλn +D(eαxψλn(e

αxu∗λn
)x)x − µλne

αxψλn

+ g′(eαxu∗λn
)eαxψλne

−µλnτλn − g′(0)eαxψλn .

结合 ∥ψλn∥XC = ∥ϕ∗∥XC 和 u∗λn
= zλnϕ∗ + hλn 可知 {ψλn}∞n=1, {(ψλn)x}∞n=1 和 {(ψλn)xx}∞n=1 是有界

序列, 且满足

lim
n→∞

Mλnψλn = [g′(0)(a∗e
−iθ1 − 1) + 1]ψ∗ − χeαxψ∗.

Lλ∗ − I 的逆算子 (Lλ∗ − I)−1 : YC → XC 存在且连续, 并有

− lim
n→∞

(Lλn − I)−1Mλnψλn = lim
n→∞

ψλn = −(Lλ∗ − I)−1([g′(0)(a∗e
−iθ1 − 1) + 1]− χeαx)ψ∗.

由 limλ→λ∗ ψλ = ψ∗ 及 ∥ψλ∥XC = ∥ϕ∗∥XC 可知 Lλ∗ψ∗ = [χ − g′(0)(a∗e
−iθ1 − 1)]eαxψ∗. 这意味着 χ −

g′(0)(a∗e
−iθ1−1)和 ψ∗分别是算子 e−αxLλ∗ 的特征值与特征向量. 易知, Lλ∗ 具有最大的主特征值为 0,

其余特征值为负值.因此, eαxLλ∗ 具有最大的主特征值为 0,其余特征值也为负值.又注意到 g′(0) > 0,

a∗ ∈ (0, 1), θ1 ∈ [0, 2π) 以及 χ > 0, 那么 Re[χ − g′(0)(a∗e
−iθ1 − 1)] = Re[χ + g′(0)(1 − a∗ cos θ1)] > 0,

构成矛盾. 因此, a∗ = 1, θ1 = 0, χ = 0, 即 limλ→λ∗ µλ = 0, 且 ψ∗ = kϕ∗ (|k| = 1). 由 (3.3) 知 k = 1, 即

limλ→λ∗ ψλ = ϕ∗.

定理 3.2 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0, 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 对所有的 τ, r > 0, 0 不是特征方

程 (3.2) 的解.

证明 下面证明对所有的 τ, r > 0, 0 不是特征方程 (3.2) 的根. 运用反证法: 假设 0 是特征方程

(3.2) 的解, 即存在函数 ψ ∈ XC \ {0} 使得下式成立:

Λ(λ, 0, r, τ)ψ = (eαxψx)x − γeαxψ +D(eαxu∗λ(e
αxψ)x)x

+D(eαxψ(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxψ

= 0. (3.7)

由定理 3.1, 假设 ψ = βλϕ∗ +ϖλzλ, 其中 limλ→λ∗ βλ = 1, limλ→λ∗ ϑλ = 0, ⟨ϕ∗, ϑλ⟩ = 0. 由 (3.7) 可知

βλe
αxΛ(λ, 0, r, τ)ϕ∗ + zλe

αxΛ(λ, 0, r, τ)ϑλ(x) = 0, (3.8)

其中, λ ∈ (λ∗, λ
∗). 将系数 βλ 和 ϑλ(x) 在 λ = λ∗ 附近展开, 可得

βλ =

∞∑
j=0

βj(λ− λ∗)
j , ϑλ(x) =

∞∑
j=0

ϑj(x)(λ− λ∗)
j .

8
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令

ϕ̃ , lim
λ→λ∗

Λ(λ, 0, r, τ)ϕ∗
zλ

= eαxϕ∗ lim
λ→λ∗

λ− λ∗
zλ

+ 2D(eαxϕ∗(e
αxϕ∗)x)x + g′′(0)e2αxϕ2∗

=
ρ1 − ρ2
ρ0

eαxϕ∗ + 2D(eαxϕ∗(e
αxϕ∗)x)x + g′′(0)e2αxϕ2∗.

显然, ϕ̃ ̸= 0. 如果 ρ1 − ρ2 ̸= 0, 则 ⟨ϕ∗, ϕ̃⟩ = ρ2 − ρ1. 对比 (3.8) 两边的系数, 可以得到

β0ϕ̃+ ((eαx(·)x)x + λ∗e
αx)ϑ0 = 0. (3.9)

当 ρ1 − ρ2 ̸= 0 时, ϕ̃ /∈ Y1, 那么 β0 = 0. 注意到 ϑ0 ∈ X1, 且算子 (eαx(·)x)x + λ∗e
αx 在空间 X1

上是可逆的, 于是有 ϑ0(x) ≡ 0. 类比方程 (3.8) 两边的其他高次项系数可知, 对任意的 x, j ∈ N 有
βj = ϑj(x) ≡ 0. 这意味着特征方程 Λ(λ, µ, r, τ)ψ = 0 只存在零解 ψ = 0, 与假设 ψ ∈ XC \ {0} 矛盾.

因此, 定理 3.2 得证.

3.1 时滞 r = 0, τ > 0

当时滞 r = 0 时, 若假设 ρ1 − ρ2 > 0, g(0) > δ
l > 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 如果 (λ, µ, 0, τ, ψ) 是方

程 (3.2) 的解 (其中 Reµλ, τλ > 0, ψλ ∈ XC \ {0}), 则存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时, ψλ 仍然

可以表示为 ψλ = cλϕ∗ + ϑλ, cλ > 0, ϑλ ∈ (X1)C,

∥ψλ∥YC = ∥ϕ∗∥YC ,

且满足 limλ→λ∗ cλ = 1, limλ→λ∗ ϑλ = 0, limλ→λ∗ ψλ = ϕ∗. 此外, 还有如下结论:

定理 3.3 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 若 r = 0, 则存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时,

特征方程 (3.2) 的所有特征值均具有负实部, 即非常数稳态解 uλ 在 (r, λ) = (0, λ∗) 附近是局部渐近稳

定的.

证明 当 r = 0 时, 有

Λ(λ, µ, 0, τ)ψ = (eαxψx)x − γeαxψ +D(eαxu∗λ(e
αxψ)x)x

+D(eαxψ(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxψe−µτ − µeαxψ

= 0. (3.10)

由第 2 节的空间分解可知, 对于每一个 ψ ∈ XC \ {0}, 有

ψ = βλϕ∗ + zλϑλ, (3.11)

其中,

lim
λ→λ∗

βλ = 1, lim
λ→λ∗

ϑλ = 0, ⟨ϕ∗, ϑλ⟩ = 0.

根据 Taylor公式有 g′(eαxu∗λ) = g′(0)+g′′(0)eαxu∗λ+o(zλ).注意到,当 λ > λ∗时, u∗λ = zλϕ∗+h(zλϕ∗, λ).

假设 (λ, µλ, rλ, τλ, ψλ) 是特征方程 (3.10) 的解, 由定理 3.2 的结论可知

lim
λ→λ∗

e−µλτλ = lim
λ→λ∗

aλe
−iθλ1 = a∗e

−iθ1 = 1,

9
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其中, a∗ = 1, θ1 = 0, limλ→λ∗
λ−λ∗
zλ

= ρ1−ρ2
ρ0

, −A, limλ→λ∗ ψλ = ϕ∗. 将 u∗λ = zλϕ∗ + hλ 代入 (3.10),

且等式两边同乘以 ϕ∗, 并在 [0, L] 上积分, 可得

µλ
zλ

∫ L

0

eαxϕ∗ψλdx =
D

zλ

[ ∫ L

0

(eαxhλ(e
αxψλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxϕ∗(e
αxψλ)x)xϕ∗dx

]
+
D

zλ

[ ∫ L

0

(eαxψλ(e
αxhλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxψλ(e
αxϕ∗)x)xϕ∗dx

]
+
aλe

−iθλ1
∫ L
0
eαxg′(eαxu∗λ)ψλϕ∗dx− g′(0)

∫ L
0
eαxψλϕ∗dx

zλ

+
⟨ϕ∗,Lλψλ⟩

zλ
+ o(zλ).

由 ρ1 > ρ2, a∗ = 1, limλ→λ∗ cos θ
λ
1 = cos θ1 = 1, zλ > 0 (λ > λ∗), 可得

lim
λ→λ∗

Reµλ
zλ

=
ρ2 − ρ1 − limλ→λ∗

(θλ1 )
2

2zλ

ρ0
< 0,

故 Reµλ < 0. 这也就是说, 存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时, 有 Reµλ < 0, 即特征方程 (3.2) 的

所有特征值均具有负实部. 证毕.

推论 3.1 假设 ρ1−ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 若 r = τ = 0,则存在常数 λ∗ > λ∗,使得当 λ ∈ (λ∗, λ
∗)

时, 特征方程 (3.2) 仅存在具有负实部的特征值. 这也就是说, 非常数稳态解 uλ 在 (r, τ, λ) = (0, 0, λ∗)

附近是局部渐近稳定的.

3.2 时滞 r > 0, τ > 0

接下来, 我们的任务是讨论在 λ∗ 附近, 特征方程 (3.2) 纯虚特征值的情形. 假设 (µ, ψ) = (iω, ψ)

是特征方程对应的纯虚特征值和特征函数, 根据定理 3.3, 假设其形式如下:ψ = cϕ∗ + zλϑλ, cλ > 0, ϑ ∈ (X1)C,

∥ψ∥YC = c2∥ϕ∗∥2YC
+ z2λ∥h∥2YC

= ∥ϕ∗∥2YC
.

(3.12)

为了进一步研究, 考察方程

D(ξ, θξ1, θ
ξ
2) = D0(ξ) +D1(ξ)e

−iθξ1 +D2(ξ)e
−iθξ2 = 0, (3.13)

其中,

ξ =
ω + θξ1(γ + λ)

zλ
,

D0(ξ) =

[
−ρ2
ρ0

− iξ

] ∫ L

0

eαxϕ2∗dx+ ρ2 −
√
ρ21 − ρ20ξ

2 = −
√
ρ21 − ρ20ξ

2 − iξρ0,

D1(ξ) =

∫ L

0

e2αxg′′(0)ϕ3∗dx = 2ρ2,

D2(ξ) = D

∫ L

0

(eαxu∗λ(e
αxϕ∗)x)xϕ∗dx = −ρ1.

10
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引理 3.1 假设 ρ1 > ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, (ξ, θξ±1 , θξ±2 ) 是方程 (3.13) 的

解, 这里,

ξ ∈ X =

{
ξ ∈ R+ \ {0} : 0 6 ξ 6 ρ1

ρ0

}
,

θξ±1 = arg(arg(D1(ξ))− arg(D0(ξ))± σ1(ξ)− π),

θξ±2 = arg(arg(D2(ξ))− arg(D0(ξ))± σ2(ξ)− π),

且

σ1(ξ) = arccos

(
|D0(ξ)|2 + |D1(ξ)|2 − |D2(ξ)|2

2|D0(ξ)||D1(ξ)|

)
,

σ2(ξ) = arccos

(
|D0(ξ)|2 + |D2(ξ)|2 − |D1(ξ)|2

2|D0(ξ)||D2(ξ)|

)
.

(3.14)

证明 方程 (3.13) 可视为包含两个离散时滞的泛函微分方程的特征方程, 因此可以借鉴文献 [3]

中提出的几何方法来确定 (3.13) 的特征值. 首先, 将方程 (3.13) 中的 D0(ξ), D1(ξ)e
−iθ1 和 D2(ξ)e

−iθ2

作为复平面中的三个向量, 其对应的模长分别为 |D0(ξ)|, |D1(ξ)| 和 |D2(ξ)|. 则 (3.13) 的任何解都必须

使这些向量相互连接并形成一个封闭的三角形. 因此, (ξ, θ1, θ2) 是 D(ξ, θ1, θ2) = 0 的解, 当且仅当

|D0(ξ)|+ |D1(ξ)| > |D2(ξ)|,

|D0(ξ)|+ |D2(ξ)| > |D1(ξ)|,

|D1(ξ)|+ |D2(ξ)| > |D0(ξ)|.

所以, ρ1 > ρ2 > 0 且 ξ ∈ X . 显然, 若 ρ1 > ρ2 > 0, 则 X ̸= ∅.
另外, 对于每一个 ξ ∈ X , 记 σ1(ξ) 和 σ2(ξ) 分别是向量 D0(ξ), D1(ξ)e

−iθ1 与 D0(ξ), D2(ξ)e
−iθ2 的

夹角. 由余弦定理可知, σ1(ξ) 和 σ2(ξ) 可以由模长 |D0(ξ)|, |D1(ξ)| 及 |D2(ξ)| 表示, 正如 (3.14) 所示.

则对每一个 ξ ∈ X 及任意的 (θ1, θ2) ∈ [0, 2π)× [0, 2π), 必须满足

arg(D1(ξ)e
−iθ1)− arg(D0(ξ))± σ1(ξ) = π,

arg(D2(ξ)e
−iθ2)− arg(D0(ξ))± σ2(ξ) = π,

其中, arg : C → [0, 2π) 代表辐角主值. 至此, 引理得证.

由引理 3.1 可得如下引理:

引理 3.2 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 且 ξ ∈ X 时, sin(θξ1 − θξ2) = 0 当且

仅当 ξλ∗ = 0.

证明 当 ξ ∈ X 时, 若 (ξ, θξ1, θ
ξ
2) 是 D(ξ, θξ1, θ

ξ
2) = 0 的解, 则

−
√
ρ21 − ρ20ξ

2 − iξρ0 + 2ρ2e
−iθξ1 − ρ1e

−iθξ2 = 0. (3.15)

对 (3.15) 两边同时乘以 eiθ
ξ
1 并分离实部与虚部, 可得

−
√
ρ21 − ρ20ξ

2 sin θξ1 − ξρ0 cos θ
ξ
1 = ρ1 sin(θ

ξ
1 − θξ2).

注意到 limλ→λ∗ θ
ξ
1 = 0 且 sin(θξ1 − θξ2) = 0, 故 ξλ∗ = 0.

11
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引理 3.3 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗), r > 0, 且 ρ1 + ρ2 > 0 时, 如果

(λ, iω, r, τ, ψ) 是方程 (3.2) 的解 (其中, τ, r > 0, ψ ∈ XC \ {0}, θλ1 = ωτ , θλ2 = ωr), 则

lim
λ→λ∗

(θλ1 )
2

zλ
=

2(ρ2 − ρ1 cos θ2)

lg(0)ρ0
, E∗ > 0, lim

λ→λ∗

ω + θλ1 (γ + λ)

θλ1
= −ρ1 sin θ2 , F∗, (3.16)

其中,

lim
λ→λ∗

θλ1 = θ1 = 0, lim
λ→λ∗

θλ2 = θ2 ∈
(
0,

1

2
π

)
.

证明 将 (λ, iω, r, τ, ψ) (ψ = cϕ∗ + zλϑ) 和 u∗λ = zλϕ∗ + hλ 代入 (3.2), 且等式两边同乘以 ϕ∗ 并

在 [0, L] 上积分, 可得

iω

zλ

∫ L

0

eαxϕ∗ψdx =
De−iθ2

zλ

[ ∫ L

0

(eαxhλ(e
αxψ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxϕ∗(e
αxψ)x)xϕ∗dx

]
+
D

zλ

[ ∫ L

0

(eαxψ(eαxhλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxψ(eαxϕ∗)x)xϕ∗dx

]
+

e−iθ1
∫ L
0
eαxg′(eαxu∗λ)ψϕ∗dx− g′(0)

∫ L
0
eαxψϕ∗dx

zλ

+
⟨ϕ∗,Lλψ⟩

zλ
+ o(zλ). (3.17)

对 (3.17) 等号两边同时取极限 λ→ λ∗ 并分离实部与虚部, 可得

lim
λ→λ∗

(θλ1 )
2

zλ
=

2(ρ2 − ρ1 cos θ2)

g′(0)ρ0
, lim

λ→λ∗

ω + θλ1 (γ + λ)

zλ
= ρ1 sin θ2.

当 r > 0 时, 若 ρ1 − ρ2 > 0 且 ρ1 + ρ2 > 0, 则 ρ1 > ρ2 > 0. 这里, 强调 θ2 ̸= 0, 否则

0 6 lim
λ→λ∗

(θλ1 )
2

zλ
=

2(ρ2 − ρ1)

g′(0)ρ0
< 0,

构成矛盾. 因此, 可以找到合适的 θ2 ∈ (0, 12π) 满足

lim
λ→λ∗

(θλ1 )
2

zλ
=

2(ρ2 − ρ1 cos θ2)

g′(0)ρ0
> 0, lim

λ→λ∗

ω + θλ1 (γ + λ)

zλ
=
ρ1 sin θ2
ρ0

> 0.

证毕.

注 3.1 若 r = 0, 则 θ2 = 0. 由已知条件 zλ > 0, ρ1 > ρ2, g
′(0)ρ0 以及极限的保号性可知

0 6 lim
λ→λ∗

(θλ1 )
2

zλ
=

2(ρ2 − ρ1)

g′(0)ρ0
< 0,

构成矛盾. 因此, 当 r = 0 时, 特征方程 (3.2) 没有纯虚特征值.

根据引理 3.3 以及 λ ∈ (λ∗, λ̄∗), 记

θλ1 = Eλ
√
zλ, ωλ =

√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], (3.18)

其中,

lim
λ→λ∗

Eλ = E∗ ≡

√
2(ρ2 − ρ1 cos θ2)

g′(0)ρ0
, lim

λ→λ∗
Fλ = F∗ =

ρ1 sin θ2
ρ0

. (3.19)

12
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假设特征方程 (3.2) 具有纯虚特征值 iω, 则有如下等价形式:

Θ(λ, ω, θ1, θ2)ψ = (eαxψx)x − γeαxψ +D(eαxu∗λ(e
αxψ)x)xe

−iθ2

+D(eαxψ(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxψe−iθ1 − iωeαxψ

= 0. (3.20)

基于此, 有如下结论:

定理 3.4 假设 ρ1 − ρ2 > 0 且当 ρ1 + ρ2 > 0 时有 g′(0) > γ > 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时有如下

结论.

(1) 存在唯一一个从 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 到 (X1C \ {0})×R4 的连续可微映射 Q : λ 7→ (ϑλ, βλ, Eλ,Fλ, θλ2 ):

Q(ϑλ, cλ, Eλ,Fλ, θλ2 , λ) =
cΘ(λ,

√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 )ϕ∗

zλ

+Θ(λ,
√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 )ϑ,

使得 Q(ϑλ, cλ, Eλ,Fλ, θλ2 , λ) = 0, 且满足 Q(ϑ∗, 1, E∗,F∗, θ∗2 , λ∗) = 0.

(2) 特征方程 (3.2) 有纯虚特征值 iω 当且仅当

ω = ωλ ≡
√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)],

r = rλm ≡ θλ2 + 2mπ

ωλ
, τ = τλn ≡ θλ1 + 2nπ

ωλ
, m, n ∈ N,

以及

θλ1 = Eλ
√
zλ, θλ2 ∈

(
0,

1

2
π

)
, ψλ = cλϕ∗ + zλϑλ,

其中, cλ, ϑλ, Eλ, Fλ, θλ1 和 θλ2 与本定理的 (1) 一致.

证明 这里, 只对 (1) 进行证明, (2) 可直接推得. 联立 (3.18)–(3.20), 可得

Q(ϑλ, cλ, Eλ,Fλ, θλ2 , λ) = 0, (3.21)

其中, limλ→λ∗ c = 1 且 Q: X1C × R4 → YC × R 具体表达式如下:

Q(ϕ, β, ϱ, η, λ) =
cΘ(λ,

√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 )ϕ∗

zλ

+Θ(λ,
√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 )ϑ.

经计算得

ϕ̂∗ ≡ lim
λ→λ∗

Θ(λ,
√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 )ϕ∗

zλ

=(λ− λ∗)e
αxϕ∗ +D(eαxϕ∗(e

αxϕ∗)x)x(e
−iθ2 + 1) + g′′(0)e2αxϕ2∗ −

g′(0)

2
eαxϕ∗E2 − ieαxϕ∗F .

显然, 有 ⟨ϕ∗, ϕ̂∗⟩ = 0 并且

lim
λ→λ∗

Θ(λ,
√
zλ[Fλ

√
zλ − Eλ(γ + λ)], Eλ

√
zλ, θ

λ
2 ) = Lλ∗ .

13
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因此, 存在 ϑ∗ ∈ X1C \ {0} 使得 Lλ1ϑ
∗ = −ϕ̂∗. 同时有

Q(ϑ∗, 1, E∗,F∗, θ∗2 , λ∗) = 0.

接下来, 记 Ξ: X1C × R4 7→ YC × R 为

Ξ = Dϑ,c,E,F,θ2Q(ϑ∗, 1, E∗,F∗, θ∗2 , λ∗).

于是有

Ξ(ϖ,κ, ρ, ς,Υ) = Lλ∗ϖ + ϕ̂∗κ− g′(0)eαxϕ∗
√
Eρ− ieαxϕ∗ς − i(eαxϕ∗(e

αxϕ∗)x)xe
−iθ2Υ.

因此, Ξ 是一个从 X1C × R4 到 YC × R 的双射. 由隐函数存在定理知, 存在唯一一个从 (λ∗, λ̄∗) 到

XC×R4 的连续可微映射 λ 7→ (ϑλ, cλ, Eλ,Fλ, θλ2 ),使得 Q(ϑλ, cλ, Eλ,Fλ, θλ2 , λ) = 0. 因此,定理得证.

接下来, 引入集合 Πλ =: {(rλ,ξm , τλ,ξn ) | n,m ∈ N0, (λ, ξ) ∈ (λ∗, λ̄∗) × X} 作为横截曲线, 研究

当 (r, τ) 偏离 Πλ 时, 特征方程 (3.20) 中纯虚特征值穿过复平面中虚轴的方向. 为此, 构建辅助方程

如下:

G(µ, λ, r, τ) = G0(µ, λ, r, τ) + G1(µ, λ, r, τ)e
−µr + G2(µ, λ, r, τ)e

−µτ = 0, (3.22)

其中,

G0(µ, λ, r, τ) = D

∫ L

0

(eαxψ(eαxu∗λ)x)xϕ∗dx+ (λ− λ∗ − µ− lg(0))

∫ L

0

eαxψϕ∗dx,

G1(µ, λ, r, τ) = D

∫ L

0

(eαxu∗λ(e
αxψ)x)xϕ∗dx,

G2(µ, λ, r, τ) =

∫ L

0

eαxg′(eαxu∗λ)ψϕ∗dx.

当 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0 时, 有

G(iωλ, λ, rλm, τλn ) = G0(iωλ, λ∗, rm, τn) + G1(iωλ, λ∗, rm, τn)e
−iωλr

λ,ξ
m + G2(iωλ, λ, r

λ,ξ
m , τλ,ξn )e−iωλτ

λ,ξ
n

= 0,

并且
∂

∂µ
G(iωλ, λ, rλ,ξm , τλ,ξn ) = −(1 + g′(0)τλ,ξn )

∫ L

0

eαxϕ2∗dx = −(1 + g′(0)τλ,ξn )ρ0 ̸= 0,

这里 (rλ,ξm , τλ,ξn ) ∈ Πλ. 由隐函数存在定理可知, 当 (rλ,ξm , τλ,ξn ) ∈ Πλ 时, 特征方程 (3.20) 在 (rλ,ξm , τλ,ξn )

附近存在特征值 µλ(r, τ) = αλ(r, τ) + iωλ(r, τ), 其对应的特征向量为 ψλ(r, τ) 且满足

αλ(r
λ,ξ
m , τλ,ξn ) = 0, ωλ(r

λ,ξ
m , τλ,ξn ) = ωλ, ψλ(r

λ,ξ
m , τλ,ξn ) = ψλ.

参见文献 [3] 中的工作, 我们将横截曲线 Πλ 上 ω 增加的方向称为正方向, 并且当我们沿着曲线

的正方向移动时, 横截曲线左侧 (右侧) 的区域称为左 (右) 区域. 根据隐函数存在定理, 可得

Im

{
∂G
∂r

(iωλ, λ, r
λ,ξ
m , τλ,ξn )

∂G
∂τ

(iωλ, λ, r
λ,ξ
m , τλ,ξn )

}
̸= 0.

14
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则 (r, τ) 在 (αλ, ωλ) = (0, ωλ) 邻域可以视为 (αλ, ωλ) 的函数. 从而, 有

sgn

{
Im

{
∂G
∂r

(iωλ, λ, r
λ,ξ
m , τλ,ξn )

∂G
∂τ

(iωλ, λ, r
λ,ξ
m , τλ,ξn )

}}
= sgn{Im{G1(iωλ, λ)G2(iωλ, λ)e

i(θξ2−θ
ξ
1)}}.

由引理 3.2 知, 当 (λ, ξ) ∈ int((λ∗, λ̄∗)×X ) 时, sin(θξ2 − θξ1) ̸= 0. 结合

lim
λ→λ∗

G1(iωλ, λ)G2(iωλ, λ)

zλ
= −g′(0)ρ0ρ1 < 0,

有如下结论成立.

定理 3.5 假设 ρ1 > ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 当 (λ, ξ) ∈ int((λ∗, λ̄∗) × X ) 时, 特征方程 (3.20) 在

(rλ,ξm , τλ,ξn ) 邻域存在特征值 µλ(r, τ) = αλ(r, τ) + iωλ(r, τ), 且满足

αλ(r
λ,ξ
m , τλ,ξn ) = 0, ωλ(r

λ,ξ
m , τλ,ξn ) = ωλ, ψλ(r

λ,ξ
m , τλ,ξn ) = ψλ.

当 sin(θξ2 − θξ1) < 0 (> 0) 时, 随着 (r, τ) 穿过横截曲线区域的右 (左) 侧, µλ(r, τ) 从左到右穿过虚轴,

进而稳定性发生改变. 这里的 θξ1 和 θξ2 与引理 3.2 中定义的一致.

3.3 时滞 r > 0, τ = 0

3.3.1 时滞 r > 0, τ = 0 Hopf 分支

定理 3.6 假设 ρ1 − ρ2 > 0, g′(0) > γ > 0. 当 τ = 0 时, 若 ρ2 + ρ1 < 0, 则存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得

当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时, 特征方程 (3.2) 的所有特征值均具有负实部.

证明 假设 (λ, µλ, rλ, τλ, ψλ) 是特征方程 (3.2) 的解, 且有

lim
λ→λ∗

e−µλrλ = lim
λ→λ∗

bλe
−iθλ2 = b∗e

−iθ2 ,

其中, b∗ ∈ [0, 1], θ2 ∈ [0, 2π], limλ→λ∗
λ−λ∗
zλ

= ρ1−ρ2
ρ0

, −A, limλ→λ∗ ψλ = ϕ∗. 将 u∗λ = zλϕ∗ + hλ 代入

(3.2), 等号两边同乘以 ϕ∗ 并在 [0, L] 上积分, 可得

µλ
zλ

∫ L

0

eαxϕ∗ψλdx =
Dbλe

−iθλ2

zλ

[ ∫ L

0

(eαxhλ(e
αxψλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxϕ∗(e
αxψλ)x)xϕ∗dx

]
+
D

zλ

[ ∫ L

0

(eαxψλ(e
αxhλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxψλ(e
αxϕ∗)x)xϕ∗dx

]
+

∫ L
0
eαxg′(eαxu∗λ)ψλϕ∗dx− g′(0)

∫ L
0
eαxψλϕ∗dx

zλ

+
⟨ϕ∗,Lλψλ⟩

zλ
+ o(zλ).

因为 0 6 b∗ 6 1, −1 6 cos θλ2 6 1, ρ1 + ρ2 < 0, zλ > 0 (λ > λ∗), 所以有

S , lim
λ→λ∗

Reµλ
zλ

= −b∗ cos θ2ρ1 + ρ2,

T , lim
λ→λ∗

Imµλ
zλ

= b∗ sin θ2ρ1.

从而有

(S − ρ2)
2 + T 2 = S2 − 2Sρ2 + ρ22 + T 2 = b2∗ρ

2
1.
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假设 Reµλ > 0, 由保号性可知 S > 0, 又因为 ρ2 < 0, 故

ρ21 > b2∗ρ
2
1 > ρ22,

这与已知条件 |ρ2| > |ρ1| 矛盾, 因此 Reµλ < 0 成立, 即存在 λ̂ ∈ (λ∗, λ̄∗) 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时

Reµλ < 0. 这也就是说, 特征方程 (3.2) 的所有特征值均具有负实部. 证毕.

由第 3.2 小节可知, 当 ρ1 − ρ2 > 0, ρ1 + ρ2 > 0 且 g′(0) > γ > 0 时, 特征方程 (3.2) 存在纯虚特征

值.特别地,当 τ = 0时,有可能发生 Hopf分支. 接下来证明,当 r穿过一些临界值 rλm (m = 0, 1, 2, . . .)

时, (3.2) 的特征值将从 iωλ 穿过虚轴. 特别地, 当 τ = 0, ρ1 − ρ2 > 0, ρ1 + ρ2 > 0 且 g′(0) > γ > 0 时,

特征方程 (3.2) 可以化为下面表达式:

O(λ, µ, r)ψ = (eαxψx)x − γeαxψ +D(eαxu∗λ(e
αxψ)x)xe

−µr

+D(eαxψ(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxψ − µeαxψ. (3.23)

引理 3.4 假设 ρ1 > ρ2, ρ1 + ρ2 > 0 且 g′(0) > γ > 0. 当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗), τ = 0 时, 若 (λ, iω, r, ψ)

是方程 (3.23) 的解 (其中, r > 0, ψ ∈ XC \ {0}, θλ2 = ωr), 则

ρ2 = ρ1 cos θ2, lim
λ→λ∗

ω

zλ
= ρ1 sin θ2 , η∗, (3.24)

其中, limλ→λ∗ θ
λ
2 = θ2 ∈ (0, π).

证明 将 (λ, iω, r, ψ) (ψ = cϕ∗ + zλϑ) 和 u∗λ = zλϕ∗ + hλ 代入 (3.23), 等式两边同乘以 ϕ∗ 并在

[0, L] 上积分, 可得

iω

zλ

∫ L

0

eαxϕ∗ψdx =
De−iθ2

zλ

[ ∫ L

0

(eαxhλ(e
αxψ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxϕ∗(e
αxψ)x)xϕ∗dx

]
+
D

zλ

[ ∫ L

0

(eαxψ(eαxhλ)x)xϕ∗dx+ zλ

∫ L

0

(eαxψ(eαxϕ∗)x)xϕ∗dx

]
+

∫ L
0
eαxg′(eαxu∗λ)ψϕ∗dx− g′(0)

∫ L
0
eαxψϕ∗dx

zλ

+
⟨ϕ∗,Lλψ⟩

zλ
+ o(zλ). (3.25)

对上式两边同时取极限 λ→ λ∗, 并分离实部与虚部, 可得

ρ2 = ρ1 cos θ2, lim
λ→λ∗

ω

zλ
= lim
λ→λ∗

ηλ = ρ1 sin θ1 =
√
ρ21 − ρ22 , η∗ > 0.

证毕.

与定理 3.4 的证明类似, 当 ρ1 > ρ2, ρ1 + ρ2 > 0 且 g′(0) > γ > 0, λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 特征方程 (3.23)

有纯虚特征值 iω 当且仅当

ω = ωλ ≡ zληλ, r = rλm ≡ θλ2 + 2mπ

ωλ
, n ∈ N, (3.26)

以及

θλ2 ∈ (0, π), ψλ = cλϕ∗ + zλϑλ.
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引理 3.5 当 ρ1 > ρ2, ρ1 + ρ2 > 0 且 g′(0) > γ > 0, λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 有

(1)

Pm(λ) =

∫ L

0

eαxψλψλdx+Drλme−iθλ2

∫ L

0

eαx(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xψλdx ̸= 0; (3.27)

(2) 对每一个 m ∈ N, 纯虚特征值 iωλ 是特征方程 (3.23) 的单重特征值;

(3)
dRe(µ(rλm))

dr
> 0, (λ,m) ∈ (λ∗, λ̄∗)× N.

证明 首先, 运用反证法证明结论 (1). 假设存在序列 {λk}∞k=1 ⊆ (λ∗, λ̄∗), 使得 limk→∞ λk = λ∗

且 Pm(λk) = 0, 则∫ L

0

eαxψλk
(x)ψλk

(x)dx = −Drλk
m e−iθ

λk
2

∫ L

0

eαx(eαxu∗λk
(eαxψλk

)x)xψλk
dx. (3.28)

对上式等号两端同时取 k → ∞, 有

ρ0 = lim
k→∞

∫ L

0

eγxψλk
(x)ψλk

(x)dx

= −Drλk
m e−iθ

λk
1

∫ L

0

eαx(eαxu∗λk
(eαxψλk

)x)xψλk
dx

= (θ2 + 2mπ)e−iθ2ρ1.

注意到 θ2 ∈ (0, π), 产生矛盾. 结论 (1) 得证.

接下来, 验证纯虚特征值 iωλ 是特征方程 (3.23) 的单重特征值. 假设 iωλ 不是单重特征值, 则存

在 u ∈ C1([−rm,λ, 0], XC \ {0}) 和常数 k ∈ R 使得

u̇(ϖ) = iωλu(ϖ) + kψλe
iωλϖ,

eαxu̇(0) = (eαxux)x(0)− γeαxu(0) +D(eαxu∗λ(e
αxu(−rλm))x)x

+D(eαxu(eαxu∗λ)x)x(0) + g′(eαxu∗λ)e
αxu(0).

(3.29)

由 (3.29) 的第一个方程可得 u(ϖ) = (kϖψλ + z)eiωλϖ, 将其代入 (3.29) 的第二个方程可得

eαx(kψλ + iωλz) = (eαxzx)x − γeαxz +D(eαxu∗λ(e
αx(−krλmψλ + z))x)xe

−iθλ2

+D(eαxz(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxz.

将上式与 ψλ 作内积, 可得

k⟨eαxψλ, ψλ⟩ = ⟨ψλ, (eαxzx)x − γeαxz +D(eαxu∗λ(e
αxz)x)xe

−iθλ2 − iωλe
γxz⟩

+ ⟨ψλ, D(eαxz(eαxu∗λ)x)x + g′(eαxu∗λ)e
αxz⟩

− k⟨ψλ, Drλm(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xe

−iθλ2 ⟩

= ⟨O(λ, iωλ, r
λ
m)ψλ, z⟩ − k⟨ψλ, Drλm(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)xe
−iθλ2 ⟩

= −k⟨ψλ, Drλm(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xe

−iθλ2 ⟩.

由 (1) 可知 k = 0, 故通过归纳演绎法得到 iωλ 是单重特征值, 即结论 (2) 得证.
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下面,通过研究横截性条件来验证系统 (1.7)在 rλm = (θλ2 +2mπ)/ωλ 处是否发生 Hopf分支. 由隐

函数存在定理可知,存在 (rλm, iωλ, ψλ)的一个邻域 Om×Dm×Hm ⊂ R×C×XC 以及满足 µ(rλm) = iωλ

和 ψ(rλm) = ψλ 的连续可微映射 (µ, ψ): Om → Dm ×Hm 使得特征方程 (3.23)在 Dm 内有唯一特征值

µ(rλm) 且

O(λ, µ(rλm), rλm)ψ(rλm) ≡ 0, r ∈ Om. (3.30)

(3.30) 在 r = rλm 处微分, 可得

O(λ, µ(rλm), rλm)
dψ(rλm)

dr
= D(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)xe
−µ(rλm)rλm

[
µ(rλm) + rλm

dµ(rλm)

dr

]
ψλ + ψλe

αx dµ(r
λ
m)

dr
.

将上式与 ψλ(x) 作内积, 有

dµ(rλm)

dr
= − ⟨ψλ, iωλe−iθλ2D(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)x⟩
⟨ψλ, ψλeαx + rλme−iθλ2D(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)x⟩

= −
iωλDe−iθλ2

∫ L
0
(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)xψλ(x)dx∫ L
0
eαxψλψλdx+Drλme−iθλ2

∫ L
0
eαx(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)xψλdx

= − 1

|Pm(λ)|2

[
iωλe

−iθλ2

∫ L

0

∫ L

0

eαy(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)x(x)ψλ(x)ψλ(y)ψλ(y)dxdy

+ irλmωλ

∣∣∣∣D ∫ L

0

(eαxu∗λ(e
αxψλ)x)xψλ(x)dx

∣∣∣∣2].
根据 ψλ 和 rλm 的表达式, 当 λ→ λ∗ 时, 得到

θλ2 → θ2 ∈ (0, π), ψλ → ϕ∗, ωλr
λ
m → θ2 + 2mπ.

继而, 由 Lebesgue 控制收敛定理有下式成立:

lim
λ→λ∗

dRe(µ(rλm))

dr
· 1

z2λ
= − lim

λ→λ∗

ωλ sin θλ
∫ L
0

∫ L
0
eαy(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)x(x)ψλ(x)ψλ(y)ψλ(y)dxdy

z2λ|Sn(λ)|2

= −ρ1 sin θ22 lim
λ→λ1

∫ L
0

∫ L
0
eαy(eαxu∗λ(e

αxψλ)x)x(x)ψλ(x)ψλ(y)ψλ(y)dxdy

zλ|Sn(λ)|2

=
ρ0ρ

2
1 sin θ

2
2

|ρ0 − (θ2 + 2nπ)e−iθ2ρ1|2

> 0.

定理得证.

根据引理 3.4 和 3.5, 可以得到下面结论:

定理 3.7 当 ρ1 > ρ2, τ = 0 且 g′(0) > γ > 0, λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 有如下结论.

(1) 如果 ρ1 + ρ2 < 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̂) 时, 对所有的 r ∈ [0,∞), 特征方程 (3.23) 的所有特征值均

具有负实部, 即非常数稳态解 u∗λ 在 (r, λ) = (0, λ∗) (r > 0) 附近是局部渐近稳定的.

(2)如果 ρ1 + ρ2 > 0, 则当 λ ∈ (λ∗, λ̂)时, 存在序列 {rλm}和临界值 rλ0 ,使得当 r ∈ [0, rλ0 )时, 正稳

态 u∗λ是线性稳定的;当 r ∈ (rλ0 ,∞)时,正稳态 u∗λ是线性不稳定的,且模型 (1.7)在 rλm (m = 0, 1, 2, . . .)

处发生 Hopf 分支.
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3.3.2 模型应用以及对流参数 α 对 Hopf 分支的影响

本小节举一个具体的例子来验证在第 3.3.1 小节中相关 Hopf 分支的结论:
∂u

∂t
= uxx − αux − γu+D(u(u(t− r))x)x + aue−pu, x ∈ (0, L),

u(0, t) = u(L, t) = 0.
(3.31)

通过计算, 得到 g(0) = 0, g′(0) = a > δ, g′′(0) = −2ap. 此外, 对前面的结果进一步地计算, 可得

λ∗ = λ∗(α) =
α2

4
+
π2

L2
, ϕ∗(α) = e−

α
2 x sin

π

L
x, x ∈ (0, L),

ρ0(α) =

∫ L

0

eαxϕ2∗dx =

∫ L

0

sin2
π

L
xdx =

L

2
,

ρ1(α) = D

∫ L

0

eαxϕ∗(e
αxϕ∗)x(ϕ∗)xdx

= D

∫ L

0

(
e

α
2 x sin

π

L
x

)(
e−

α
2 x sin

π

L
x

)
x

(
e

α
2 x sin

π

L
x

)
x

dx

=
Dπ3

L3
(e

α
2 L + 1)

(
1

α2

4 + π2

L2

− 24

α2 + 36π2

L2

)
(3.32)

以及

ρ2(α) =
g′′(0)

2

∫ L

0

e2αxϕ3∗(x)dx = ap

∫ L

0

e
α
2 x sin3

π

L
xdx = −ap

24 π
3

L3 (e
α
2 L + 1)

(α2 + 36π2

L2 )(α
2

4 + π2

L2 )
,

ρ1(α)− ρ2(α) = ap
π3(e

α
2 L + 1)

L3(α2 + 36π2

L2 )(α
2

4 + π2

L2 )

(
12Dπ2

L2
− 5Dα2 + 24ap

)
,

ρ1(α) + ρ2(α) = ap
π3(e

α
2 L + 1)

L3(α2 + 36π2

L2 )(α
2

4 + π2

L2 )

(
12Dπ2

L2
− 5Dα2 − 24ap

)
,

ρ′1(α) =
Dπ3

L3
(e

αL
2 + 1)

[
L

2

(
1

α2

4 + π2

L2

− 24

α2 + 36π2

L2

)
+

(
48α

(α2 + 36π2

L2 )2
− α

2(α
2

4 + π2

L2 )2

)]
,

ρ′2(α) =
24gπ3(e

α
2 L + 1)

L3

(L(α2 + 36π
L

2
)(α

2

4 + π2

L2 ) + 32α)

(α2 + 36π
L

2
)2(α4 + π2

L2 )2
,

ρ2(α)

ρ1(α)
=

24g

D( 12π
2

L2 − 5α2)
,

(
ρ2(α)

ρ1(α)

)′

=
240gα

D( 12π
2

L2 − 5α2)2
,

cos θ2 =
ρ2(α)

ρ1(α)
, (θ2)

′ = − 1

sin θ2

(
ρ2(α)

ρ1(α)

)′

= − ρ1(α)√
ρ21(α)− ρ22(α)

240gα

D( 12π
2

L2 − 5α2)2
,

(η∗)
′(α) = (ρ1(α) sin θ2(α))

′ = ρ′1(α) sin θ2(α) + ρ2(α)θ
′
2(α),

lim
λ→λ∗(α)

z′λ(α) = lim
λ→λ∗(α)

(
ρ0(λ− λ∗(α))

ρ1(α)− ρ2(α)

)′

+ lim
λ→λ∗(α)

o(zλ(α)) = − αρ0
2(ρ1(α)− ρ2(α))

< 0.

(3.33)

于是, 由定理 3.7 可得如下结论:

推论 3.2 假设

12Dπ2

L2
− 5Dα2 − 24ap > 0,

12Dπ2

L2
− 5Dα2 + 24ap > 0, 且 g′(0) = a > γ > 0.
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当 τ = 0 时, 存在常数 λ̄∗ > λ∗, 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时, 模型 (3.31) 存在序列 {rλm} 和临界值 rλ0 , 使

得当 r ∈ [0, rλ0 ) 时, 正稳态 u∗λ 是线性稳定的; 当 r ∈ (rλ0 ,∞) 时, 正稳态 u∗λ 是线性不稳定的, 且模型

(3.31) 在 rλm (m = 0, 1, 2, . . .) 处发生 Hopf 分支.

接下来研究参数 α 对分支的影响. 记符号 ′ 为关于参数 α 的导数.

命题 3.1 假设

12Dπ2

L2
− 5Dα2 − 24ap > 0,

12Dπ2

L2
− 5Dα2 + 24ap > 0,

且 g′(0) = a > γ > 0, g′′(0) = −2ap ≡ const.

当 τ = 0 时, 存在常数 λ̄∗ > λ∗, 使得当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗) 时,

drλ0 (α)

dα
> 0.

证明 由 (3.26), (3.32) 和 (3.32) 可得

lim
λ→λ∗(α)

z2λ(α)
drλ0 (α)

dα
= lim
λ→λ∗(α)

z2λ(α)
d(

θλ2 (α)
ωλ(α)

)

dα

= lim
λ→λ∗(α)

z2λ(α)
d( 1
zλ(α)

θλ2 (α)
ωλ
zλ

(α)
)

dα

= lim
λ→λ∗(α)

z2λ(α)
d( 1
zλ(α)

θλ2 (α)
ηλ(α)

)

dα

=
d( θ2(α)η∗(α)

)

dα
lim

λ→λ∗(α)
zλ(α)−

θ2
η∗

(α) lim
λ→λ∗(α)

z′λ(α).

结合
d( θ2(α)η∗(α)

)

dα
=
θ′2(α)η∗(α)− θ2(α)η

′
∗(α)

η2∗(α)

=

− 240gαρ1(α)

D( 12π2

L2 −5α2)2
− θ2(α)(ρ

′
1(α) sin θ2(α) + ρ2(α)θ

′
2(α))

ρ21(α) sin θ
2
2(α)

和 g′′(0) = −2ap ≡ const以及 (3.32)和 (3.33)可知,当 λ ∈ (λ∗, λ̄∗)时, θ2(α), θ
′
2(α), sin θ2(α), cos θ2(α),

ρ1(α), ρ
′
1(α), ρ2(α), ρ

′
2(α), η∗(α) 和 η′∗(α) 都是有界的. 因此, 可以推导出

d(
θ2(α)

η∗(α)
)

dα 是有界的, 即

d( θ2(α)η∗(α)
)

dα
lim

λ→λ∗(α)
zλ(α) = 0.

于是, 当 ρ1 > ρ2 时有

lim
λ→λ∗(α)

z2λ(α)
drλ0 (α)

dα
=
d( θ2(α)η∗(α)

)

dα
lim

λ→λ∗(α)
zλ(α)−

θ2
η∗

(α) lim
λ→λ∗(α)

z′λ(α)

= −θ2
η∗

(α) lim
λ→λ∗(α)

z′λ(α)

=
αρ0θ2(α)

2η∗(α)(ρ1(α)− ρ2(α))

> 0.

20



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 ? 期

因此, 由极限的保号性可知 drλ0 (α)
dα > 0.

注 3.2 由上述分析可得, 对流参数 α 将会对分支的发生产生一定的影响. 由命题 3.1 可知, 在

某些条件下, 参数 α 的引入会导致系统 (1.7) 发生 Hopf 分支的时滞临界值 rλ0 增大. 这也就是说, 在

一定程度上 Hopf 分支更难发生. 有趣的是, 这种现象恰好与 Ma 和 Wei [11] 早期工作中无记忆扩散的

结论相反.

致谢 作者非常感谢审稿人提出的宝贵意见, 这对稿件的修改和质量的提升非常有帮助.
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On the bifurcation for a diffusive model with memory delay in
an advective environment

Li Ma & Dan Wei

Abstract In this paper, we propose and study a class of memory-based reaction-diffusion biological population
models with double time delays. By using the Lyapunov-Schmidt reduction method, we obtain the existence,
uniqueness, and multiplicity of the non-homogeneous steady-state solutions. Next, by analyzing the characteristic
equation, we derive the local stability of the steady-state solution and sufficient conditions for Hopf bifurcation
to occur. Under some special conditions, the first critical value rλ0 for Hopf branch occurrence will increase as
the advection term α increases, i.e., the advective effect has decelerated the generation of Hopf bifurcation to a
certain extent.

Keywords reaction-diffusion-advection model, bifurcation, Lyapunov-Schmidt reduction, double time de-

lays
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