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摘要 由于对实时收集的海量数据进行处理的需求快速增长,分布式在线学习已经得到了广泛的研究

和应用. 大部分现有的工作都是在集中式框架下研究在线问题, 而本文主要关注去中心化在线平均问

题, 并提出一种新颖的加速算法. 本文还将所提出的算法扩展到去中心化在线最小二乘回归问题. 通

过建立算法收敛性的理论和统计相合性的理论,本文阐明所提出的算法的加速效果.此外,首次提供了

去中心化在线最小二乘估计的中心极限定理. 一系列数值模拟展示本文所提出的算法的可行性和有效

性.
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MSC (2020) 主题分类 62R07, 68T09, 68W15, 93A14

1 引言

近些年来, 随着应用场景的多元化与复杂化, 同时处理海量数据已经成为了机器学习领域的一项

巨大挑战. 很多数据往往是由个人终端、雷达阵列等分布在多个地点的设备分开收集, 并且由于传输

成本和隐私保护的顾虑, 所有的设备只能在一个去中心化网络中与自己的邻居节点进行信息传输. 作

为对传统中心化网络的一个推广,去中心化网络对于攻击是更加稳健的,并且不需要设置中心节点,就

能在一定的连接性条件下实现更加灵活的通信方式. 去中心化网络上的优化算法已经成为了近些年来

饱受关注的研究方向 [18,20,34],也已经在许多实际场景中得到了广泛的应用,如多智体系统 [5, 21]、传感

器网络 [15, 33]、电力网络 [35] 和机器学习 [38, 41] 等.
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由于流式数据的发展和当前信息时代下快速处理数据的需求,在线算法和相关的分布式问题逐渐

变得非常重要 (参见文献 [16,27,43]). 这里的 “在线” 场景具体指的是数据被按照序列实时收集, 并且

网络中的每个节点只能获取到自身的局部样本信息. 图 1 直观展示了在整个去中心化在线模式下, 流

数据是怎样被每个机器收集的. 图 1 构建了一个包含 4 个节点 A, B, C 和 D 的简单去中心化网络,

其中节点 A 与 B, C 直接相连, 但是与节点 D 没有连接. 节点 B 的连接模式也与 A 类似. 接下来,

以节点 A 为例去展示这一个网络的运行机制. 在第 k 个轮次, 节点 A 收集到了一个流式样本 ak, 并

且用这个样本对自己的局部参数估计值进行了更新. 之后, 节点 A 仅仅可以与自己的邻居 B 和 C 交

流, 但是不能和没有与自身直接相连的节点 D 相互传递信息. 至此便完成了节点 A 上去中心化在线

算法的第 k 个轮次, 其中 k = 1, 2, . . .

目前对去中心化在线算法的研究还是比较有限的. 大多数现存的工作 [12, 23,32,37,42] 主要是基于随

机梯度下降方法讨论一般的去中心化在线优化问题, 但是因为使用了衰减步长, 往往都存在收敛速度

慢的问题. 例如, 最近的工作 [32] 考虑了用随机梯度追踪算法去解决一般的去中心化优化问题. 他们

得到的收敛速率为
√
E(∥xk − 1x∗∥22) = O(1/

√
k), 其中 xk ∈ Rp 是他们优化算法在第 k 个轮次产生

时的去中心化估计值, 而 x∗ ∈ Rp 表示的是目标函数真实的最小值. 相比之下, 本文考虑更加具体的

去中心化在线平均问题. 记一共 n 个节点在第 k 个轮次接收到的样本数据为 {y(k)i , 1 6 i 6 n}, 其中
k = 1, 2, . . .本文的主要目的是对齐所有节点上的估计值,从而在去中心化网络的每个节点上一致地近

似全局平均值 y[k] =
∑n

i=1

∑k
t=1 y

(t)
i /(nk). 本文所提方法在第 k 个轮次的估计向量 z(k)/k 与全局平

均向量 1ny[k] 之间的距离具有收敛速度
√
E(∥z(k)/k − 1y[k]∥22) = O(1/k),其中 1n 表示一个 n维的全

1 向量, 这比文献 [32] 中给出的结果要更快. 尽管去中心化的在线平均问题可以由一般的去中心化在

线优化问题推导出来, 但是我们的结果并不能由任何现存的去中心化一阶算法得到. 目前已有很多工

作针对去中心化的平均问题进行了探索, 如文献 [11, 28,30,31, 39] 等. 然而, 这些工作都只是在离线的

情景下研究了去中心化平均问题, 即要求完整的样本数据需要被提前存储在每个节点上, 并不适用于

在线场景. 作为分布式在线学习中的一个基本问题, 分布式在线平均在当前的现实世界中有着广泛的

应用, 如协作的多智体系统、自动驾驶车辆的障碍物检测及基于无线传感器的区域环境监测等, 相关

图 1 (网络版彩图) 去中心化在线学习机制示意图. A, B, C 和 D 4 个节点共同构成了去中心化网络, 它们可以

与自己的邻居进行信息交互. 图中的小圆柱 ak, bk, ck 和 dk, k = 1, 2, . . . 代表在第 k 个轮次每个节点分别接收

到的流数据
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的内容参见文献 [7, 9, 19]. 这些任务都要求我们在从去中心化网络中实时接收信息后, 迅速并有效地

作出在线决策. 因此, 探索加速的分布式在线平均算法具有深远的意义.

针对去中心化在线平均问题,一个自然且可行的方法便是直接通过去中心化在线增量求和来近似

n 个节点之间的均值
∑n

i=1

∑k
t=1 y

(t)
i /n, 然后再除以总共的轮数 k. 这种方法的主要思想是在每一轮

中, 每个节点通过添加新收集的样本来更新自己的本地估计值, 然后与邻居节点进行通信以达成共识.

该方法直接由传统的离线去中心化平均拓展而来,我们将这种估计方法称之为去中心化在线平均估计

(decentralized online average estimation, DOVE). 然而, 这种方法并不能充分利用历史数据, 尤其是当

异质性数据存在的情形下具有较慢的收敛速度. 本文的目标是在 DOVE 算法的基础上提出一种更加

高效的去中心化在线平均算法. 进一步地, 去中心化在线平均问题还可以推广到去中心化在线最小二

乘问题. 最近的工作 [40] 提出了一种去中心化在线最小二乘算法并在理论上为其建立了收敛性结果.

我们也基于所提出的加速去中心化在线平均框架,将我们的方法拓展到了在网络中的每个节点上在线

且一致地近似最小二乘估计.

值得注意的是, 在去中心化网络中, 通信效率很大程度上依赖于网络的拓扑结构 [29]. 一些连接较

为稀疏的网络可能会阻碍通信效率,从而进一步减缓去中心化算法的收敛速度.因此,探索是否可以开

发具有改进收敛速度的新型去中心化在线算法, 并且在潜在的 “不良” 网络拓扑结构下仍然能获得理

想的收敛速度是非常有意义的. 本文对上述问题提供积极的回答, 并且展示在去中心化在线平均和最

小二乘问题中的一种具有广阔前景的加速技术. 本文所提方法的显著贡献总结如下.

• 受滑动平均的启发, 本文建立了一种加速的去中心化在线平均估计 (accelerated decentralized

online average estimation, A-DOVE),并且为该估计的收敛速度建立了扎实的理论保证. 记每次选取的

滑动窗宽为 l, 本文证明 A-DOVE 相较于传统方法具有加速因子 O(1/l). 并通过一系列数值实验验证

A-DOVE 方法在收敛速度上具有显著的改进.

• 基于 A-DOVE 方法, 本文提出一种加速去中心化在线最小二乘估计 (accelerated decentralized

online least square estimation, A-DOSE). 相关的数值实验表明 A-DOSE 具有加速的收敛速度.

• 在适当的矩条件下, 本文证明 A-DOVE 估计满足均值模型的统计相合性. 除此之外, 本文进

一步建立 A-DOSE 估计的中心极限定理. 据我们所知, 这是在去中心化在线框架下首次建立这样的

结果.

接下来介绍一些与本文比较相关的工作. 针对在线学习, 目前有很多工作探索了在线中位数回

归 [2, 3]、在线排序 [8] 和在线回归 [13, 14] 等问题. 此外, 分布式在线框架下仍然还有很多关于处理海量

数据和流数据的重要而且有价值的课题,特别是对分布式框架下的在线优化问题 [10, 24,46],在近些年来

收到了广泛关注.

然而上述提到的分布式在线算法都是在中心化的框架下进行的,容易受到中心节点存储和计算能

力的限制, 也存在一定的隐私泄露隐患. 目前也有一部分工作 (如文献 [17,22,26,27,36,44,45]) 研究了

去中心化的在线算法. 关于去中心化的在线优化, 绝大部分现有的文献 (如文献 [12, 23, 32, 37, 42]) 依

赖于随机梯度下降方法及其变体. 值得注意的是, 文献 [6] 研究了在不平衡网络上的去中心化动态在

线线性回归问题. 最近, 文献 [43] 通过梯度下降技术结合全信息反馈或者 Bayes 反馈研究了去中心化

在线线性回归. 然而, 他们关注的重点是控制累计遗憾而不是逼近真实参数. 此外, 文献 [1, 4] 从最小

二乘的角度解决了去中心化在线线性回归问题.

与本文最相关的工作是文献 [40], 该工作致力于研究去中心化的在线最小二乘算法. 受直接的去

中心化在线增量求和的启发, 他们采用矩阵代数设计了算法, 用于回归参数和逆协方差矩阵的扩散策

略.他们在弱合作激励条件下,建立了算法的殆必收敛理论,而不需要独立性、平稳性或 Gauss性质的
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假定. 然而, 文献 [40] 的主要贡献于算法的收敛速度, 还未能够建立分布式在线估计值的中心极限定

理. 相比之下, 我们的工作探讨了去中心化在线最小二乘估计的统计相合性, 并建立了相应的中心极

限定理.

本文余下内容的结构如下. 第 2 节提出新颖的去中心化在线平均算法来逼近全局平均值, 并进一

步提出新颖的去中心化在线最小二乘回归算法来逼近最小二乘估计.第 3节提供针对我们的去中心化

在线算法的算法收敛速度和统计性质的坚实理论保证. 第 4 节提供数值模拟的实现, 以展示我们算法

的有效性和优势. 第 5 节给出我们的结论并讨论未来可以继续探索的方向.

基本符号和定义 范数 ∥ · ∥2 被定义为向量的 Euclid 范数或矩阵的 Frobenius 范数. 对于两个随

机序列 {ak} 和 {bk}, 如果存在一个常数 C 使得 |ak| 6 C|bk| 成立, 则记 ak = O(bk); 如果当 k → ∞
时 ak/bk → 0 成立, 则记 ak = o(bk). 此外, 记 an = OP (bk), 如果对任意 0 < ε < 1, 存在一个常数 Cε,

使得 |ak| 6 Cε|bk| 至少有概率 1− ε 成立. 如果 ak/bk
P→ 0, 则记 ak = oP (bk), 其中

P→ 表示依概率收
敛. 用 1n 表示全 1 的 n 维向量, 并在不会产生混淆的前提下将其简写为 1.

2 方法

本节首先介绍一种直观的、通过增量求和的基本去中心化在线平均方法. 在此基础上, 本文提出

一种加速的去中心化在线平均算法, 通过滑动平均的思想来改善收敛速度. 此外, 本文还提出一种新

颖的加速算法, 通过类似于去中心化在线平均的思想进行去中心化在线最小二乘回归.

2.1 去中心化在线平均

考虑一个被描述为无向图 G = (V, E) 的去中心化网络, 其中 V 表示节点集合, |V| = n 表示节点

数量, E ⊆ V × V 表示边的集合. 节点 i 的邻居节点集合表示为 Ni = {j ∈ V | (j, i) ∈ E}. 在网络中, 每

个节点 i 只具有对本地数据的计算能力, 并且只能通过在 E 中的边与其邻居节点 Ni 交换信息.

在接下来的内容中, 为了方便讨论, 假设每一轮每个机器只收集到一个样本. 值得注意的是, 将

一个样本的情形扩展到多个样本的情形并没有技术上的困难. 在第 k 个轮次中, 对于所有 1 6 i 6
n, 节点 i 收集到一个新样本 y

(k)
i . 定义聚合样本向量 y(k) = (y

(k)
1 , . . . , y

(k)
n )T ∈ Rn、节点平均值

y(k) =
∑n

i=1 y
(k)
i /n 和全局平均值 y[k] =

∑k
t=1 y

(t)/k =
∑k

t=1

∑n
i=1 y

(t)
i /(nk). 定义一个聚合向量

z(k) = (z
(k)
1 , . . . , z

(k)
n )T,其中 z

(k)
i /k 表示节点 i在第 k 轮对全局平均值 y[k] 的本地估计,所有节点上估

计的平均值记为 z(k) =
∑n

i=1 z
(k)
i /n. 用 z

(k)
i /k 而不是 z

(k)
i 主要是为了表示在时间维数上的平均. 本

文的目标是, 随着 k 的增长, 局部估计 z
(k)
i /k 能够在所有的机器之间达成共识, 即能够收敛到所有节

点之间的平均值 z(k)/k. 进一步地, 对于所有节点 1 6 i 6 n, z
(k)
i /k 能够一致收敛到全局平均值 y[k].

为了方便起见,假设每个节点在本地同时收集样本和更新估计值,换而言之,节点之间的计算和通信没

有延迟.

在传统的离线去中心化平均问题 (即去中心化共识问题) 中, 最常用的方法是去中心化线性迭

代 [39], 即在每一轮通信时, 对每一个节点及其邻居的数据作加权平均. 对于给定的网络 G, 用 W =

(wij)16i,j6n ∈ [0, 1]n×n 表示一个权重邻接矩阵, 其维数 n 与节点数量相同. 权重邻接矩阵 W 满足当

且仅当 (i, j) ∈ E 时 wij > 0, 否则 wij = 0. 每个节点 i 只能访问来自 Ni 中的节点所传递的本地信息,

但它不需要知道全局信息, 如全局节点数量或 Ni 以外的节点的网络结构. 我们可以仅依靠关于每个

节点 i 的邻居 j 的局部结构信息来确定权重 wij , 1 6 i, j 6 n.
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关于权重矩阵的W 构造和选取其实是一个备受关注且得到了广泛研究的问题 (参见文献 [29,31,

39]). 正如文献 [39, 定理 1] 所介绍的, 只要权重矩阵W 满足双随机性质 (即 1TW = 1T 和W1 = 1)

且所有的对角元素 wii > 0,则去中心化平均算法就能够收敛. 记 ρi(·)为矩阵的第 i大奇异值,文献 [39]

也指出了离线去中心化平均算法的收敛速度为 ρ1(W − 11T/n) = ρ2(W ) < 1. 因此不同的W 构造方

式会影响算法的收敛速度. 理论上, 构造的 W 的第二大奇异值越小, 算法收敛的就越快.

为了加快收敛, 一类启发式的构造方法是, 利用图的 Laplace 矩阵为每个边分配权重. 具体而言,

记 deg(i) 表示节点 i 的度, 此时 W 的具体形式包括常数权重矩阵 [39]、Metropolis 矩阵 [39] 和惰性

Metropolis 矩阵 [29] 等. 这里展示文献 [29] 中所引入的惰性 Metropolis 矩阵, 其具体定义如下:

wij =


1/(2×max{deg(i),deg(j)}), j ∈ Ni,

1−
∑
k∈Ni

wik, i = j,

0, 其他.

(2.1)

拓展到去中心化在线平均问题, 一个自然的想法是通过在线增量求和来实现, 即

z(k) = W (z(k−1) + y(k)). (2.2)

称这个基本的方法为 DOVE. 在第 k 轮中, 节点 i 收集一个新样本 y
(k)
i , 并将其添加到本地的 z

(k−1)
i

中. 然后, 每个节点 i 通过与邻居节点通信, 根据权重邻接矩阵W 将其本地信息 z
(k−1)
i + y

(k)
i 更新为

本地估计 z
(k)
i =

∑
j∈Ni

wi,j(z
(k−1)
j + y

(k)
j ). 由于权重邻接矩阵 W 具有双随机的性质, 所以有以下关

于平均估计值的递归关系式:

z(k) =
1

n
1TW (z(k−1) + y(k)) = z(k−1) + y(k). (2.3)

通过使用初始估计 z(0) = 0 的递归关系 (2.3), 可以推导出 z(k)/k 等于全局平均值 y[k]. 因此, 对于

DOVE 方法, 逼近全局平均值 y[k] 等价于实现所有局部估计 z
(k)
i /k 的共识. 附录将给出 DOVE 方法

的详细算法和理论.

值得注意的是, 去中心化的在线平均估计 z(k)/k 与全局平均向量 1y[k] 之间的差异可以通过以下

不等式进行控制:

∥z(k)/k − 1y[k]∥2 6 ∥z(k)/k − 1z(k)/k∥2︸ ︷︷ ︸
共识误差

+ |1z(k)/k − 1y[k]∥2︸ ︷︷ ︸
逼近误差

.

根据平均递归关系 (2.3), 可以得出 DOVE 的逼近误差为零. 至于共识误差, 以下的命题 2.1 表明它与

网络拓扑结构及权重邻接矩阵 W 的谱间隙 1/(1− ρ2) 有关 (参见文献 [12, 29]):

命题 2.1 假设图 G 是连通的. 对于 DOVE 算法产生的估计 z(k)/k, 有∥∥∥∥1kz(k) − 1y[k]

∥∥∥∥
2

6 ρ2
(1− ρ2)k

max
16t6k

∥y(t) − 1y(t)∥2, 其中 ρ2 < 1.

命题 2.1 的具体的证明见附录. 文献 [29, 30] 已经指出, 在一些特殊的网络结构, 如路径网络和

双星网络中, ρ2 可以很接近 1. 这导致了较大的谱间隙 1/(1 − ρ2), 从而降低了共识误差的收敛速度.

本文的主要目标是改进共识误差, 并在保证连接较为稀疏 (即 ρ2 接近 1) 的网络下获得更理想的收敛

速度.

191



刘卫东等: 网络上的加速在线平均算法

2.2 加速去中心化在线平均

关于基本的 DOVE 方法的改进主要有两个方面. 命题 2.1 指出,∥∥∥∥1kz(k)−1y[k]

∥∥∥∥
2

= O

(
1

(1− ρ2)k
max
16t6k

∥y(t)−1y(t)∥2
)
, (2.4)

其中 ∥y(t) − 1y(t)∥2 的上界通常具有 O(
√
n) 的阶, 无法进一步降低. DOVE 算法关键的问题在于只利

用了当前轮收集到的样本来更新估计值.直观地想,仅在第 k 轮收集到的单个样本 y(k) 并不足以完整

地描述样本平均向量 1y(k). 另一个问题在于,在第 k 轮时,局部分量 y
(k)
i 在不同节点之间可能差异较

大, 从而与平均值 y(k) 也相差较大. 这种现象导致了共识误差中的较大偏差, 并且降低了 DOVE 的收

敛速度. 为了解决上述的两个问题, 本文提出一种新颖的去中心化在线平均算法, 以实现与 DOVE 相

比的加速效果.

为了加快算法的速度, 本文引入了样本滑动平均的概念, 即在第 k 轮使用窗宽 l 的滑动平均∑k
t=k−l+1 y

(t)/l,并将其简写为 l-MA.引入一个与窗宽 l相关联的辅助滑动平均向量 g(k)(l) = (g
(k)
1 (l),

. . . , g
(k)
n (l))T 来提出一种新颖的分布式在线平均算法, 其中 g

(k)
i (l) 表示用于逼近节点 i 中收集的样本

的 l-MA 的局部估计. 定义相应的节点平均值为 g(k)(l) =
∑n

i=1 g
(k)
i (l)/n. 在这里, 我们强调辅助向量

g(k)(l) 取决于窗宽 l, 但为了方便起见, 在本文的其余部分中将省略 (l), 直接写为 g(k).

用向量 g(k) 代替原本增量求和方法中的向量 y(k), 按照如下的方式更新估计向量 z(k):

z(k) = W (z(k−1) + g(k)).

为了减少共识误差,我们希望 ∥g(k)−1g(k)∥2 比 ∥y(k)−1y(k)∥2 小. 首先对迭代轮次大于窗宽,即 k > l

的情形进行讨论. 而 k 6 l 的情形会在后文通过 “校准” 的方式进行讨论. 为了实现对 DOVE 方法的

加速, 受梯度追踪算法 [32] 思想的启发, 用以下方式来更新 g(k) 这个新的 “增量向量”:

g(k) = Wg(k−1) +
1

l

k∑
t=k−l+1

y(t) − 1

l

k−1∑
t=k−l

y(t) = Wg(k−1) +
1

l
y(k) − 1

l
y(k−l). (2.5)

换而言之, 可以将 l-MA 中的
∑k

t=k−l+1 y
(t)/l 分解为求和

∑k
t=1(y

(t) − y(t−l))/l, 其中定义初始伪样

本 y−(l−1) = · · · = y(0) = 0. 差值 (y(k) − y(k−l))/l, k = 1, . . . 可以被视为一个样本差序列, 用于构建

关于 g(k) 的去中心化在线平均递归公式. 辅助向量 g(k) 的作用是 “追踪” 滑动平均值, 即平均估计

g(k) =
∑k

t=k−l+1 y
(t)/l 成立. (2.5) 中的因子 1/l 加速了误差 ∥g(k) − 1g(k)∥2 和共识误差的速度.

注意到在 DOVE 方法中, 逼近误差 ∥1z(k)/k − 1y[k]∥2 正好等于 0. 但因为在我们的 A-DOVE 算

法中引入了 l 项的滑动平均, 逼近误差会在第 k − l + 2 步开始出现. 具体而言, 此时的逼近误差可以

表示为

1

k
z(k) − y[k] =

1

kl

k∑
t=k−l+2

(k − t+ 1− l)y(t).

直观来讲, 可以定义伪样本 y(i) = 0, 其中 i 6 0, 从而用与 (2.5) 中相同的方式对 k 6 l 的情形定

义向量 g(k). 但是这样会使得迭代初期的 l 滑动平均与总体平均值相差较远, 从而不能得到较好的在

线平均效果. 为了解决这个问题, 引入一个 “校准” 的步骤. 在 A-DOVE 算法中, 采用前端校准, 通过

用
∑k

t=1 y
(t)/k −

∑k−1
t=1 y(t)/(k − 1) 替换原本 (2.5) 中的

∑k
t=k−l+1 y

(t)/l −
∑k−1

t=k−l y
(t)/l 来进行 g(k)
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的递归. 经过校准后, 在第 k, k > l 轮中, 近似误差可以表示如下形式:

l∑
i=1

(
1

i
− 1

l

) i∑
t=1

(y(t) − y(k−i+1)),

并且在初始的 l 步中改进了收敛速度.

以上步骤的更新可以通过将 z(k) 和 g(k) 拼接成一个矩阵来进行紧凑的矩阵计算. 然后能够发现,

更新实际上可以在相邻节点之间的一轮通信中实现. 我们将加速去中心化在线平均算子 (accelerated

decentralized online average operator, A-DOVO) 定义为以下形式: 当 k 6 l 时,

A-DOVO(g(k−1),z(k−2),y, k, l)

=

W On×n

W W

g(k−1)

z(k−2)

+

 1
k

∑k
t=1 y

(t) − 1
k−1

∑k−1
t=1 y(t)

0n

 ;

当 k > l 时,

A-DOVO(g(k−1), z(k−2),y, k, l)

=

W On×n

W W

g(k−1)

z(k−2)

+

 1
l

∑k
t=k−l+1 y

(t) − 1
l

∑k−1
t=k−l y

(t)

0n

 ,

其中 On×n 是一个 n× n 的全零矩阵, 0n 是 n 维的全零向量.

在我们的算法中, 我们根据局部结构信息 wij (其中 j ∈ Ni, 1 6 i 6 n), 为每个节点 i 构造加权邻

接矩阵 W . 我们的 A-DOVE 算法的流程在算法 1 中呈现如下.

算法 1 A-DOVE 算法

输入: 初始向量 g(0) = 0, z(−1) = 0, 滑动窗宽 l.

1: 对于 k = 1, 2, . . . 执行

2: [ g(k)

z(k−1)
] = A-DOVO(g(k−1), z(k−2),y, k, l).

3: 结束循环

值得注意的是, 在应用 A-DOVE 算法时, 每一个节点最多只需要存储 l 个历史数据. 当迭代轮

数 k 6 l 时, 第 i 个节点需要存储的数据为 {y(t)i , t 6 k}. 而当 k > l 时, 需要存储的数据为 {y(t)i ,

k − l + 1 6 t 6 k}.
注 2.1 A-DOVE 算法利用了滑动平均的思想, 在每个时间点需要存储 l 个历史数据. 则一个非

常直观的想法便是, 在每一个时间点收集 l 个新样本, 求出这 l 个新样本的平均值, 再利用 DOVE 算

法. 为了方便, 记这种估计为 l-DOVE.

给定轮次总数 k, 假设存在整数 k′ 使得 k = k′l. 针对 l-DOVE 算法, 节点 i 在时间点 t′ 收集到的

样本记为 ỹ
(t′)
i =

∑t′l
j=(t′−1)l+1 y

(j)
i /l. 记节点间平均值为 ỹ

(t′)
=

∑n
i=1 ỹ

(t′)
i /n, 要估计的目标 (全局平均

值) 记为 ỹk′ . 容易验证:

ỹk′ =
1

k′

k′∑
t′=1

ỹ
(t′)

=
1

k′n

k′∑
t′=1

n∑
i=1

ỹ
(t′)
i =

1

lk′n

k′∑
t′=1

n∑
i=1

t′l∑
j=(t′−1)l+1

y
(j)
i =

1

kn

n∑
i=1

k∑
t=1

y
(t)
i = y[k].
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与之前的方法类似, 记 l-DOVE 算法中每个节点上在第 k′ 个轮次得到的估计值为 z̃
(k′)
i /k′ 并定

义聚合向量 z̃(k′) = (z̃
(k′)
1 , . . . , z̃

(k′)
m )⊤.根据 DOVE的理论结果 (命题 2.1)可以得到 l-DOVE的收敛速

度为 ∥∥∥∥ 1

k′
z̃(k′)−1y[k]

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥ 1

k′
z̃(k′)−1ỹk′

∥∥∥∥
2

= O

(
1

(1− ρ2)k′
max

16t′6k′
∥ỹ(t′)−1ỹ

(t′)∥2
)
. (2.6)

可以看出, l-DOVE 算法的收敛速度与 DOVE 算法的收敛速度类似, 并没有显著改善. 这主要是由于

l-DOVE 算法和 A-DOVE 不同, 本质上并没有重复利用历史数据中蕴含的信息. 我们在数值模拟部分

也通过一个实验来验证这一结论.

2.3 加速去中心化在线最小二乘

去中心化在线平均方法可以与许多其他的去中心化在线学习方法结合使用. 这里将重点放在每

个节点 i 中的线性回归模型 yi = xT
i θ

∗ + εi 上, 其中 yi ∈ R 是响应变量, xi ∈ Rp 是协变量, 其均值为

E(xi) = µx,i = (µx,1i, . . . , µx,pi) ∈ Rp. 在第 k 个轮次中, 第 i个节点收集独立样本 (y
(k)
i ,x

(k)
i ). 本小节

的目标是介绍一种去中心化的在线最小二乘估计 (least square estimation, LSE),该估计可以适应去中

心化在线的应用场景, 也能很好地近似经典的 LSE.

为了描述方便,在第 k个迭代轮次定义 γ
(k)
i = x

(k)
i y

(k)
i 并且构建相关的聚合矩阵 Γ(k) = (γ

(k)
1 , . . . ,

γ
(k)
n )T ∈ Rn×p. 记 Φ

(k)
i = x

(k)
i x

(k)
i

T
并且令 Φ

(k)
i,m 表示 Φ

(k)
i 的第 m 列. 我们进一步分别定义全局平

均向量 γ[k] =
∑n

i=1

∑k
t=1 γ

(t)
i /(nk) 和全局平均矩阵 Φ[k] =

∑n
i=1

∑k
t=1 Φ

(t)
i /(nk). 当 k 轮的数据被一

次性全部收集时, 经典的 LSE 定义为

θ̂LS(k) = Φ
−1

[k] γ[k].

注意到 θ̂LS(k) 的公式由全局平均矩阵 Φ[k] 和全局平均向量 γ[k] 组成. 为了在去中心化在线框架下

近似 θ̂LS(k), 这个观察结果启发了我们相应地用 A-DOVE 替换这两个多变量平均组件. 因此, 我们开

发了一种 A-DOSE 方法. 值得注意的是, 当 p = 1 且所有协变量 xi = 1 时, 最小二乘回归简化为求

平均.

接下来, 定义聚合矩阵 Ξ(k) = (ξ
(k)
1 , . . . , ξ

(k)
n )T ∈ Rn×p, 其中 ξ

(k)
i /k 表示节点 i 中的本地估计, 用

于近似全局平均向量 γ[k]. 接下来, 将之前定义的加速平均算子 A-DOVO 拓展到一个矩阵版本, 并以

矩阵形式生成聚合估计值 Ξ(k). 也就是说, 直接用矩阵 Γ(t) 替换 A-DOVO中的输入向量 y(t), 从而得

到以下形式的 Ξ(k) 和相应的辅助矩阵 G(k): G(k)

Ξ(k−1)

 = A-DOVO(G(k−1),Ξ(k−2),Γ, k, l).

注意, 在拓展后的 A-DOVO 中, 用全零矩阵 On×p 代替为原本的全零向量 0n. 类似地, 为了估计

Φ[k], 进一步定义矩阵 Φ̆
(k)

m = (Φ
(k)
1,m, . . . ,Φ(k)

n,m)T ∈ Rn×p, 其中 1 6 m 6 p. 按相同的方式, 在线平均算

法中的向量 y(k) 可以在第 k 步被矩阵 Φ̆
(k)

m 替换.因此,可以通过运行 A-DOVO来获得更新的 Σ̆
(k−1)

m

和相应的辅助矩阵 ∆̆
(k)

m , 具体过程如下所示: ∆̆
(k)

m

Σ̆
(k−1)

m

 = A-DOVO(∆̆
(k−1)

m , Σ̆
(k−2)

m , Φ̆m, k, l).
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这里记 Σ̆
(k)

m 的第 i行为 σ
(k)
mi ,这也是第 i个机器上存储的向量. 然后构造Σ

(k)
i /k = (σ

(k)T
1i , . . . ,σ

(k)T
pi )/k

作为 Φ[k] 在节点 i 上的估计. 根据经验的代入法, 中心化的最小二乘估计 θ̂LS(k) 可以在节点 i 上被

近似为 θ
(k)
i = (Σ

(k)
i )−1ξ

(k)
i , 其中 i = 1, 2, . . . , n.

A-DOSE 的具体过程在算法 2 中呈现. 与上一小节中的 A-DOVE 类似, A-DOSE 的更新步骤可

以被写为紧凑的矩阵形式. 此外, 为了得到关于真实参数 θ∗ 的可收敛估计 θ
(k)
i 并且建立相关的中心

极限定理, 我们将会证明所有节点上的偏差 ∥θ(k)
i − θ̂LS(k)∥2 具有阶数 oP (1/

√
nk). 详细的理论在接

下来的第 3 节中呈现.

算法 2 A-DOSE 算法

输入: 初始值 G(0) = On×p, Ξ(−1) = On×p, ∆̆
(0)
m = On×p, Σ̆

(−1)
m = On×p, 1 6 m 6 p; 滑动窗宽 l.

1: 对于 k = 1, 2, . . . 执行

2: [ G(k)

Ξ(k−1) ] = A-DOVO(G(k−1),Ξ(k−2),Γ, k, l).

3: 对于 m = 1, . . . , p 执行

4: [
∆̆

(k)

m

Σ̆
(k−1)

m

]=A-DOVO(∆̆
(k−1)
m , Σ̆

(k−2)
m , Φ̆m, k, l).

5: 结束循环

6: 对于 i = 1, . . . , n 执行

7: θ
(k−1)
i = (Σ

(k−1)
i )−1ξ

(k−1)
i .

8: 结束循环

9: 结束循环

注 2.2 在我们的算法中, 假设同一个时刻, 每个节点都顺利接收到了数据. 但在实际情形中, 可

能会存在某个节点接收不到数据的故障, 此时可以对算法进行一定的调整, 以顺利完成求在线平均和

在线最小二乘的任务.

首先考虑某个节点一直没有新数据到来的情形. 以求在线平均为例, 假设某一个节点 i 出现了

故障, 一直无法接收到新的数据, 在已经无法调整网络结构的情形下, 可以选择让节点 i 向其他邻居

传递伪数据 ỹ
(k)
i = 0, k > 1. 此时整个算法仍然正常运行, 最后再将每个正常节点上得到的结果乘上

n/(n − 1), 便相当于完成了在 n − 1 个正常节点上的在线平均任务. 对在线最小二乘的调整思路也是

类似的.

其次考虑某一个节点 i 只是在某个时刻 k′ 没有接收到数据的情形. 此时对于在线平均和在线最

小二乘问题有不同的调整思路. 针对在线平均问题, 由于我们的目的本身就是估计所有机器上收集数

据的平均值, 所以只需要让节点 i 向邻居节点传输样本 y
(k′)
i = 0 即可, 不影响算法运行. 而对于在线

最小二乘问题, 我们的目的是估计线性模型中的参数 θ∗, 直接传输零数据 (即 x
(k′)
i = 0, y

(k′)
i = 0) 可

能会对最终的估计造成偏差. 因此可以考虑让节点 i 使用上一个时刻接收到的数据进行替代, 即令

x
(k′)
i = x

(k′−1)
i , y

(k′)
i = y

(k′−1)
i ,

然后正常进行算法流程.

3 理论结果

本节为上文讨论的去中心化在线算法提供了一系列理论保障. 若不加额外说明, 我们默认节点数

n 和维数 p 是固定的, 而轮数 k 可以趋于无穷.
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3.1 加速去中心化在线平均

3.1.1 A-DOVE 的算法收敛性

首先, 对网络 G 的结构和权重矩阵 W 的选取作出一定的假设.

假设 3.1 网络 G 是连通的. 选取的权重矩阵 W 满足双随机性质: 1TW = 1T 和 W1 = 1, 并

且所有的对角元素都大于 0.

假设 3.1在去中心化优化的相关工作中非常常用. 网络的连通性保证了所有节点上的信息可以在

邻居节点间进行交互. 根据文献 [25], 在假设 3.1 下可以得到矩阵W 的第二特征值 ρ2 < 1. 不同的权

重矩阵会产生不同的第二大特征值 ρ2,而从之后的理论结果中可以看到, ρ2 的大小会影响算法的收敛

速度. 下面的定理描述了 A-DOVE 算法的收敛速度:

定理 3.1 在假设 3.1 满足的前提下, 对于算法 1 中在第 k > l 个轮次得到的估计 z(k)/k, 有∥∥∥∥1kz(k) − 1y[k]

∥∥∥∥
2

6 ρ2
(1− ρ2)2kl

max
l+16t6k

∥y(t) − y(t−l)∥2 +
4ρk−l+1

2

(1− ρ2)2k
max
16t6l

∥y(t) − 1y(t)∥2

+

√
nl

k
max
16i6l

max
16t6l

|y(t) − y(k−i+1)|,

这里 l 表示滑动窗宽.

注 3.1 假如所有的样本都是一致有界的, 则上述定理中提出的上界可以简化为

√
n

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
n

(1− ρ2)2k
+

√
nl

k
max
16i6l

max
16t6l

|y(t) − y(k−i+1)|.

定理 3.1 中的上界由三个部分组成. 第一项与共识误差有关, 如果令窗宽 l ≫ 1/(1− ρ2), 则我们

的结果相比 (2.4)确实产生了加速.第二项可以解释为因为使用滑动平均产生的偏差余项.注意到这里

有 ρ2 < 1, 所以 ρk−l+1
2 随着 k 的增大会按照指数的速度快速收敛到零. 于是在 k 足够大时, 第二项可

以被视为一个可忽略的余项.由于定理 3.1中的第二项与 ∥y(t) − 1y(t)∥2 有关,因此可以被视为是数据

异质性对收敛速度的影响. 注意到与 (2.4) 相比, 该项能够以指数的速度更快地收敛到 0. 这从一定程

度上说明了, 当数据异质性较强 (即 ∥y(t) − 1y(t)∥2 较大) 时, A-DOVE 算法能够改善收敛速度. 第三

项是从逼近误差的部分推导出来的, 与谱间隙 1/(1 − ρ2) 无关. 假设样本序列 {y(t)i , 1 6 i 6 n}, 其中
t > 1 是从一个平稳的随机模型中生成的, 即 {y(t)i , 1 6 i 6 n} 的联合分布在时间 t 上保持不变. 则根

据大数定律的收敛速度, max16i6l max16t6l ∥y(t) − y(k−i+1)∥2 通常可以达到 O(1/
√
n) 的阶数. 因此,

如果令 l ≪
√
n/(1 − ρ2), 则第三项可以远小于 (2.4) 中的速率. 我们将在后续的内容中严格证明这个

观察结果. 虽然我们在理论结果中为滑动窗口设定了上下界, 但在后续的数值模拟中, 我们发现实际

上对 l 的选取是非常灵活的. 简单地选取 l = 2 已经可以使算法得到显著的提升.

3.1.2 去中心化在线平均估计的统计性质

在每一个节点 i 上考虑一个去中心化随机均值模型 y
(t)
i = µi + ε

(t)
i , 其中噪声 ε

(t)
i , 1 6 i 6 n 是独

立的. 将均值向量记为 µ = (µ1, . . . , µn), 并假设存在某个常数 C > 0, 使得 max16i6n |µi − 1
n

∑n
j=1 µj |

6 C. 在这个模型下, 本文证明了通过 A-DOVE 算法获得的估计的统计相合性.

首先, 通过定理 3.1 的证明可以看出, 如果用范数
√
E(∥ · ∥22) =: ∥ · ∥E 替换 Euclid 范数 ∥ · ∥2, 定

理 3.1 中的结果仍然成立, 从而可以得到如下推论:

196



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 1 期

推论 3.1 在假设 3.1 成立的前提下, 令 E(ε(t)i ) = 0 以及 E(ε(t)i )2 6 M 对于某个常数 M 及所有

i 和 t 成立, 则对于算法 1 在第 k > l 个轮次给出的 A-DOVE 估计值 z(k)/k, 有∥∥∥∥1kz(k) − 1y[k]

∥∥∥∥
E
= O

( √
n

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
n

(1− ρ2)2k
+

l

k

)
,

这里 l 表示滑动窗宽.

这个推论表明,在一些温和的矩条件下, A-DOVE估计 z(k)/k 在期望意义下接近于全局平均向量

1y[k]. 正如在定理 3.1之后讨论的那样,定理 3.1中的第三项
√
nlmax16i6l max16t6l ∥y(t)−y(k−i+1)∥2/k

在期望意义上可以进一步简化为 l/k. 只要选取 l ≪
√
n/(1 − ρ2) 并且轮数 k 足够大以满足 lρk−l+1

2

≪ 1, 第一项就会占主导地位. 当第一项成为主项时, 1/l 在加速因子中起着重要的作用.

3.2 加速去中心化在线最小二乘

当研究最小二乘回归问题时, 我们在假设 3.1 的基础上需要额外引入一些假设:

假设 3.2 对于所有节点 1 6 i 6 n 和所有轮次 k > 1, 所有样本 (x
(k)
i , y

(k)
i ) 都是独立的. 每个节

点 i 中的样本是同分布的.

假设 3.3 假设所有节点上的协变量 xi 具有相同的协方差矩阵 E(xix
T
i ) = Σ, 并且存在一个正

常数 c ∈ (0, 1), 使得总体协方差矩阵的最小特征值满足 λmin(Σ) > c > 0, 最大特征值满足 λmax(Σ) 6
c−1 < ∞.

假设 3.4 对于所有的协变量 xi, 1 6 i 6 n,存在一个常数 C > 0,使得对于所有的分量 1 6 m 6 p

和所有的节点 1 6 i 6 n, E(x4
i,m) 6 C 成立.

假设 3.2 是一个说明样本独立性的标准假设. 假设 3.3 确保了协方差矩阵 Σ 的正则性. 假设 3.4

是关于协变量 xi, 1 6 i 6 n 的温和的四阶矩条件. 在上述假设下, 下面的定理讨论了 A-DOSE对经典

LSE 的逼近误差:

定理 3.2 在假设 3.1–3.4 成立的前提下, 令 E(ε(t)i ) = 0 以及 E(ε(t)i )4 6 M 对于某个常数 M 及

所有 i 和 t 都成立. 我们还假设 ∥θ∗∥2 6 r, 其中 r > 0 是一个正常数. 对于由算法 2 给出的 A-DOSE

估计 θ
(k)
i , 当轮数 k 足够大时, 有以下结果:√√√√ n∑

i=1

∥θ(k)
i − θ̂LS(k)∥22 = OP

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k

)
,

其中 l 表示窗宽.

该定理在一些温和的矩条件下, 通过概率界限刻画了 A-DOSE 估计与经典 LSE 之间的差异. 定

理 3.2 中的误差上界继承了先前关于去中心化在线平均问题的理论结果中的谱间隙 1/(1− ρ2)
2 和加

速因子 1/l. 类似地, 通过以下推论给出 A-DOSE 的统计相合性:

推论 3.2 在假设 3.1–3.4 成立的前提下, 假设存在常数 r > 0 使得 ∥θ∗∥2 6 r. 对于由算法 2 给

出的 A-DOSE 估计 θ
(k)
i , 其中 1 6 i 6 n, 当轮数 k 足够大时, 有以下结果:√√√√ n∑

i=1

∥θ(k)
i − θ∗∥22 = OP

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k
+

√
p

k

)
, (3.1)

其中 l 表示窗宽.
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这个推论表明我们所有节点的 A-DOSE估计与真实的参数 θ∗ 是一致的. 前三项来自局部估计与

经典 LSE 之间的差异, 这在定理 3.2 中也进行了描述. 第四项来自经典 LSE 与真实回归系数之间的

误差, 是一个经典的结果.

在一些正则条件下, 经典的最小二乘估计 θ̂LS(k) 收敛于真实系数 θ∗ ∈ Rp, 并且满足中心极限定

理, 即当 k → ∞ 时, 有

√
nk(θ̂LS(k)− θ∗)

d−→N (0,Σ−1
µ MΣ−1

µ ),

其中 µx,i = E(xi), Σµ = Σ +
∑n

i=1 µx,iµ
T
x,i/n, M =

∑n
i=1 E(xix

T
i ε

2
i )/n, “

d−→” 代表依分布收敛. 在

下述的推论中, 同样可以为 A-DOSE 建立类似的渐近性质:

推论 3.3 在假设 3.1–3.4成立的前提下,对于每一个节点 i, 1 6 i 6 n上算法 2产生的 A-DOSE

估计 θ
(k)
i , 在 k → ∞ 时有以下结果:

√
nk(θ

(k)
i − θ∗)

d−→ N (0,Σ−1
µ MΣ−1

µ ),

其中 Σµ = Σ+
∑n

i=1 µx,iµ
T
x,i/n, M =

∑n
i=1 E(xix

T
i ε

2
i )/n.

这个推论说明, 对于每个节点 i, 当 k 趋向于无穷大时, 局部 A-DOSE 估计 θ
(k)
i 渐近地趋向于一

个均值为零、协方差矩阵为 Σ−1
µ MΣ−1

µ 的多元正态分布随机向量. 据我们所知, 这是在去中心化在线

最小二乘回归问题中建立的第一个中心极限定理. 这个结果为去中心化在线估计 θ
(k)
i 的进一步统计

推断作出了贡献. 具体而言, 假设可以收集到足够多的样本, 并且节点的个数也足够多. 基于本文的

A-DOSE 算法, 每个节点上都可以得到关于真实参数 θ∗ 的一个估计值 θ̂i. 然后可以利用经典的去中

心化平均算法 (如去中心化线性迭代) 得到均值
∑n

i=1 θ̂i/n, 作为 θ∗ 的点估计. 在每个节点上利用本

地的样本信息可以得到关于协方差矩阵 Σ−1
µ MΣ−1

µ 的估计.然后便可以在每个节点上构造关于 θ∗ 的

区间估计, 或者进行假设检验.

注 3.2 考虑一个特殊情形, 所有节点 1 6 i 6 n 上的噪声项满足 E(ε2i ) = σ2, 并且与协变量 xi

独立. 则可以推导出 M = σ2
∑n

i=1 E(xix
T
i )/n = σ2Σµ. 此时推论 3.3 中呈现的中心极限定理可以简

化为以下形式:

√
nk(θ

(k)
i − θ∗)

d−→ N (0, σ2Σ−1
µ ).

4 数值模拟

本节研究我们提出的加速去中心化在线算法在不同类型网络结构下的数值表现, 通过递增的迭

代轮数 k = 50, 100, . . . , 500 来检验算法的收敛速度. 双随机矩阵 W 被定义为方程 (2.1) 中的惰性

Metropolis 矩阵. 如果没有特别说明, 网络节点的数量选为 n = 10.

考虑四种不同的网络结构: Erdös-Rényi网络、路径网络、集中式网络和双星网络. Erdös-Rényi网

络是一个随机网络, 网络中的任意两个节点以概率 pc 相连; 路径网络是一棵树, 其中有两个度为 1 的

节点, 其他节点的度为 2; 集中式网络包括一个中心节点, 所有其他节点只与中心节点相连; 双星网络

由两个星形结构组成, 其中星形结构的中心节点相连, 每个星形结构都是一个包含 5 个节点的树, 其

中一个节点的度为 4, 其他 4 个节点的度为 1. 每种网络的详细示例如图 2 所示.

为了通过数值实验验证我们的加速效果, 分别将我们的加速方法与朴素方法 DOVE (用于平均问

题)和去中心化在线最小二乘估计 (decentralized online least square estimation, DOSE) (用于最小二乘
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图 2 几种分散网络类型的示例说明. (a) Erdös-Rényi 网络 (n = 6); (b) 路径网络 (n = 5); (c) 集中式网络

(n = 5); (d) 双星网络 (n = 10)

问题)进行比较. 这里的 DOSE算法是指,通过插入两个 DOVE估计来进行基本的去中心化在线最小

二乘估计方法. DOSE 算法的构造与 A-DOSE 算法类似, 但没有通过滑动平均加速的步骤. 因为篇幅

的限制, 附录将详细描述 DOSE 算法的流程. 此外, 我们还将我们的加速方法与文献 [40] 中提出的去

中心化最小二乘方法 (Xie-Zhang-Guo, XZG) 和基于随机梯度的方法进行比较, 包括去中心化随机梯

度下降方法 (DSG)、去中心化精确一阶算法 (decentralized exact first-order algorithm, EXTRA) 所对

应的随机版本 (参见文献 [37])和去中心化随机梯度追踪方法 (DSGT).值得一提的是,在数学上, XZG

与 DOSE 其实是等价的. 具体而言, 对于平均问题, XZG 表示 m = 1, 且文献 [40] 中的最小二乘方法

中 φk,i ≡ 1 的特殊情形也等价于 DOVE. 为了方便比较, 我们在去中心化在线平均问题中选择常数步

长 α = 0.01,在分散最小二乘问题中选择 α = 0.005用于 DSG、EXTRA和 DSGT.所有的模拟都是通

过 100 次重复实现的.

4.1 去中心化在线平均

在关于平均算法的实验中, 我们使用节点间的平均绝对相对误差 (mean absolute relative error,

MARE) 来衡量第 k 个轮次时去中心化平均估计 z
(k)
i /k 与全局平均 y[k] 之间的差异:

MARE(k) =
1

n

n∑
i=1

|z(k)i /k − y[k]|
|y[k]|

.

在本小节的所有图表中, 将以 DOVE 产生的 MARE(k) 为基准, 展示其他方法产生的 MARE(k) 关于

基准的比率.

考虑一种含有异质均值的平均问题, 其中不同节点的本地均值不同, 并且通过均匀分布随机生成.

具体而言, 首先通过 µi ∼ Unif[0, 10] 一次性随机生成均值 µi, 1 6 i 6 n, 并将其固定为所有重复实验

中都相同. 然后, 在第 k 个轮次为第 i 个节点生成样本 y
(k)
i ∼ N (µi, σ

2
i ), 如果没有额外说明, 都设定

σi = 1.
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4.1.1 窗宽的影响

第一个实验探究了窗宽 l 对收敛速度的影响. 考虑 4 种不同的网络结构: 连接概率为 pc = 0.2 的

Erdös-Rényi网络、路径网络、集中式网络和双星网络. 这 4种网络的奇异值 ρ2 都接近于 1,即都存在

连结性不佳的问题. 我们比较了不同窗宽 l = 1, 2, 3, 5, 10, 15 的 A-DOVE 方法对应的 MARE 比率. 从

图 3 中可以看出, 当选取 l = 1 时, 我们的算法并不收敛. 因为此时算法相当于计算的是所有样本一

步差值之间的平均值, 肯定无法准确地估计样本均值, 这与我们理论分析中认为 l 不能选取太小的结

论是一致的. 若选取 l > 2, 当 k 足够大时, MARE(k) 比率大致是一个常数, 这说明了我们的算法在 k

足够大时确实是收敛的. 在所有大于 1 的窗宽选择下, MARE(k) 比率都显著地小于 1, 这反映了我们

的方法相较于 DOVE 算法确实具有加速收敛的效果. 同时可以观察到, 不同 l 下 A-DOVE 的性能是

相似的, 并且选取 l = 2 时已经取得了足够令人满意的表现. 因此, 后续的模拟中只考虑 l = 2 的情形,

以方便比较.

正如注 2.1所提到的,这里也通过一个实验比较了 DOVE, A-DOVE和 l-DOVE算法的 MARE(k)

(a) (b)

(c) (d)

图 3 (网络版彩图) 不同窗宽下加速去中心化在线平均估计的 MARE(k) 比率随轮数 k 的变化图. (a) Erdös-

Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络
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(a) (b)

(c) (d)

图 4 (网络版彩图) 三种去中心化在线平均估计的 MARE(k) 比率随轮数 k 的变化图. (a) Erdös-Rényi 网络

(pc=0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

比率. 此时仍然选取 l = 2, 并且比较了 100 次重复实验里前 250 个轮次的平均 MARE(k) 比率结果,

呈现在图 4 中. 从图中可以看出, 与注 2.1 分析的相同, l-DOVE 算法得到的结果与 DOVE 算法非常

接近, 没有改善收敛度的效果. 相比之下, A-DOVE 的加速效果非常明显.

4.1.2 节点数量的影响

这里仍然考虑 4 种不同的网络结构: 连接概率为 pc = 0.2 的 Erdös-Rényi 网络、路径网络、集

中式网络和双星网络. 但是在每种网络结构中, 分别考虑网络中节点个数为 n = 10, 20, 50 的情形. 图

5–7 展示了对应的实验结果. 如图中所示, 当 k 足够大时, A-DOVE 的 MARE(k) 比率趋向于一个常

数, 展示了算法的收敛性. 相比之下, 基于随机梯度的方法的 MARE(k)比率则呈增加趋势,其中 DSG

方法的表现甚至远不如 DOVE. 总体而言, 除了路径网络 n = 50 的情形外, 我们的加速方法 A-DOVE

在几乎所有情形下表现最好,超过了其他方法. 通过图片间的对比可以看出,当节点数量 n上升时,我

们的算法产生的 MARE(k) 比率也在逐步上升, 这说明了当网络规模增大、数据更加分散时, 去中心

化在线平均任务的难度提升, 这与我们所建立的理论中, 误差上界与 n 呈正比的结论是一致的.
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(a) (b)

(c) (d)

图 5 (网络版彩图)当 n = 10时不同的去中心化在线平均估计的MARE(k)比率随轮数 k的变化图. (a) Erdös-

Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

(a) (b)

(c) (d)

图 6 (网络版彩图)当 n = 20时不同的去中心化在线平均估计的MARE(k)比率随轮数 k的变化图. (a) Erdös-

Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络
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(a) (b)

(c) (d)

图 7 (网络版彩图)当 n = 50时不同的去中心化在线平均估计的MARE(k)比率随轮数 k的变化图. (a) Erdös-

Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

4.1.3 网络连接性的影响

在这个实验中, 将网络节点数量固定为 n = 20, 研究去中心化网络中边的数量, 或者说是网络连

接性对算法表现产生的影响. 考虑 4 个连接概率分别为 pc = 0.2, pc = 0.3, pc = 0.5 和 pc = 0.8 的

Erdös-Rényi 网络. 当连接概率较大时, Erdös-Rényi 网络更有可能拥有更多的边, 连接性更好. 从理论

上分析,较大的 pc 导致较小的 ρ2,进而能导致更快的收敛速度.正如图 8所示,当节点数量固定时,我

们的加速方法 A-DOVE 在不同连接性的网络上都能表现出色, 所产生的 MARE(k) 比率低于其他方

法.

4.1.4 方差异质性的影响

在这个实验中, 我们旨在探究去中心化网络中节点之间异质方差的影响. 具体而言, 在每个节点 i

中,噪声方差 σi 是从均匀分布 Unif[1, 9]中随机生成的,但是不同节点的方差可能不相同.图 9展示了

异质性方差情形下不同去中心化在线平均方法产生的MARE(k)比率.显然,我们的加速方法 A-DOVE

在所有情形下表现最好, 并且与 XZG 和基于随机梯度的方法相比, A-DOVE 对异质方差并不敏感.
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(a) (b)

(c) (d)

图 8 (网络版彩图) 不同连接概率 pc 下不同去中心化在线平均估计的 MARE(k) 比率随轮数 k 的变化图. (a)

Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.3); (c) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.5); (d)

Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.8)

4.2 去中心化在线最小二乘

本小节将真实的回归系数设置为 θ∗ = (1, (p − 2)/(p − 1), (p − 3)/(p − 1), . . . , 0)/
√
p, 其中变量维

数 p = 10. 通过 µi ∼ Unif[0, 5]一次性随机生成局部均值参数 µi, 1 6 i 6 n, 并将其固定为所有重复实

验中都相同. 此外, 对于每个节点 i 和第 k 个轮次, 从多元正态分布 N (µiθ
∗,Σ) 中生成样本 x

(k)
i , 其

中 Σ = (σts)16t,s6p 是一个 Toeplitz 矩阵, 其元素 σts = 0.5|t−s|, 噪声 ε
(k)
i 来自标准正态分布 N (0, 1).

在去中心化在线回归任务中, 使用去中心化在线估计 θ
(k)
i 与经典的最小二乘估计 θ̂LS(k) 之间的均方

根相对误差 (root mean square relative error, RMSRE) 作为衡量算法表现的标准:

RMSRE(k) =
1

n

n∑
i=1

∥θ(k)
i − θ̂LS(k)∥2
∥θ̂LS(k)∥2

.

与第 4.1 小节类似, 以 DOSE 产生的 RMSRE(k) 为基准, 比较不同方法产生的 RSMRE(k) 比率.
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(a) (b)

(c) (d)

图 9 (网络版彩图) 在异质性方差存在的情形下, 不同网络结构下不同去中心化在线平均估计的 MARE(k) 比率随

轮数 k 的变化图. (a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

4.2.1 窗宽的影响

这里考虑 4 种不同的网络结构: 连接概率为 pc = 0.2 的 Erdös-Rényi 网络、路径网络、集中式网

络和双星网络. 与在线平均的结果类似, 当选取窗宽 l = 1 时, A-DOSE 无法收敛并得到正确的最小二

乘估计结果,因此这个实验中只比较 A-DOSE方法在不同窗宽 l = 2, 3, 5, 10, 15下的结果,以探索 l 的

选取对算法加速的影响. 从图 10中可以看出, 与平均问题类似, l = 2的 A-DOSE方法已经足够好, 为

了方便起见, 在后续的模拟中只考虑 l = 2 的情形. 注意到在这个实验中, 选取 l = 15 得到的 RMSRE

要显然大于 l = 2 时的 RMSRE. 这可以通过我们的理论结果进行解释. 当 l 太大时, 误差上界 (3.1)

中由于逼近误差产生的第三项成为主导项, 导致了较大的 RMSRE. 这与我们理论分析中关于 l 的选

取不能太大的描述一致.

4.2.2 节点个数的影响

本实验考虑 4 种不同的网络结构: 连接概率为 pc = 0.2 的 Erdös-Rényi 网络、路径网络、集中式

网络和双星网络. 为了探究去中心化网络中节点数量 n 的影响, 分别在节点数量 n = 10, 20, 50 的情
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(a) (b)

(c) (d)

图 10 (网络版彩图) 不同窗宽下加速去中心化在线最小二乘估计的 RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图. (a)

Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

形下进行实验. 图 11–13 展示了我们的 A-DOSE 方法在不同的网络节点数量下相较于其他方法的优

越性.

4.2.3 网络连接性的影响

本实验考虑连接概率分别为 pc = 0.2, pc = 0.3, pc = 0.5 和 pc = 0.8 的 Erdös-Rényi 网络. 网络节

点数量设置为 n = 20. 当连接概率越高时, 边的数量会更多, 网络的连接性也更好. 如图 14 显示, 我

们的加速方法 A-DOSE 的性能在不同的网络连接性下都优于其他方法.

4.2.4 方差异质性的影响

本实验考虑 4种不同的网络结构: 连接概率为 pc = 0.2的 Erdös-Rényi网络、路径网络、集中式网

络和双星网络. 这个实验的目的是说明去中心化网络节点之间,如果存在异质方差,则会对算法表现产

生的影响.方差的异质性来自如下两个方面. (1)协变量 x
(k)
i 的协方差矩阵设置为 Σi = (ρ

|t−s|
i )16t,s6p,

其中参数 ρi 是从均匀分布 Unif[0.2, 0.7] 中随机生成的. 该协方差矩阵的设置来源于一阶自回归模型
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(a) (b)

(c) (d)

图 11 (网络版彩图) 当 n = 10 时不同的去中心化在线最小二乘估计的 RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图.

(a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

(a) (b)

(c) (d)

图 12 (网络版彩图) 当 n = 20 时不同的去中心化在线最小二乘估计的 RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图.

(a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络
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(a) (b)

(c) (d)

图 13 (网络版彩图) 当 n = 50 时不同的去中心化在线最小二乘估计的 RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图.

(a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络

(a) (b)

(c) (d)

图 14 (网络版彩图) 不同连接概率 pc 下不同去中心化在线最小二乘估计的 RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图.

(a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.3); (c) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.5);

(d) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.8)
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的自协方差矩阵. (2) 噪声方差 σi 是从均匀分布 Unif[1, 9] 中生成的. 如图 15 显示, 我们的加速方法

A-DOSE 在所有情形下表现最佳, 并且对方差的异质性具有较好的适应性.

4.2.5 验证中心极限定理

本小节通过一个简单的实验来验证推论 3.3中建立的中心极限定理. 基本的实验设置和之前的实

验相同.选取第 1个节点上得到的最后一个时刻的估计 θ
(K)
1 ,在 100次重复实验中记录其第一个维数上

的估计值为 {ξi}100i=1. 由于此时协变量 x的均值 µ向量和协方差矩阵Σ是已经设定好的,我们自然也可

以计算得到中心极限定理中的协方差矩阵Σµ. 然后可以得到一组随机样本:
√
nK(ξi−[θ∗]1)/([Σµ]1,1),

i = 1, . . . , 100. 如图 16 所示, 我们绘制了这组随机样本对应的标准密度直方图和 QQ 图. 从图中可以

看出, 样本的分布和标准正态分布比较接近.

(a) (b)

(c) (d)

图 15 (网络版彩图) 在异质性方差存在的情形下, 不同网络结构下不同去中心化在线在线最小二乘估计的

RMSRE(k) 比率随轮数 k 的变化图. (a) Erdös-Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络;

(d) 双星网络
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(a) (b)

(c) (d)

图 16 (网络版彩图) 不同网络结构下第 1 个节点上最终时刻的第一维数据的标准直方图和 QQ 图. (a) Erdös-

Rényi 网络 (pc = 0.2); (b) 路径网络; (c) 集中式网络; (d) 双星网络
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5 结论

本文探讨了去中心化在线平均和最小二乘回归问题. 本文的主要目的是加速去中心化在线估计

在这些问题上的收敛速度. 对于去中心化在线平均问题, 本文提出了一种通过 l-MA 技术实现的 A-

DOVE 算法. 基于去中心化在线平均的思想和用两个平均分量逼近经典 LSE 的思路, 本文提出了一

种 A-DOSE 算法. 理论和模拟结果中, 我们的方法在加速收敛速度方面的表现也是令人满意的. 在未

来的工作中, 可以探索在更复杂的网络上应用加速去中心化在线平均算法, 如有向网络和时变网络.

致谢 感谢审稿人对本文提出宝贵意见.
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附录 A 基本算法及其理论

在下面的算法 A1 中, 首先对基础的去中心在线平均算法进行更加详细的描述, 并在命题 2.1 中

给出了 DOVE 算法的算法收敛性理论.
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算法 A1 DOVE 算法

输入: 初始向量 z(0) = 0.

1: 对于 k = 1, 2, . . . 执行

2: z(k) = W (z(k−1) + y(k)).

3: 结束循环

命题 A.1 在假设 3.1 成立的前提下, 对于算法 A1 在第 k 个轮次产生的估计, 有∥∥∥∥1kz(k) − 1y[k]

∥∥∥∥
2

6 ρ2
(1− ρ2)k

max
16t6k

∥y(t) − 1y(t)∥2.

证明 基于假设 3.1 和双随机矩阵的性质, 根据文献 [25], 有 ρ2 < 1 和 ∥W − 11T/n∥ = ρ2, 其中

∥ · ∥ 表示矩阵的谱范数. 由 (W − 11T/n)1 = 0, 可以得到

∥z(k) − 1z(k)∥2 6 ρ2∥z(k−1) − 1z(k−1)∥2 + ρ2∥y(k) − 1y(k)∥2

6
k∑

t=1

ρk−t+1
2 ∥y(t) − 1y(t)∥2

6 ρ2
1− ρ2

max
16t6k

∥y(t) − 1y(t)∥2.

进一步地, 有

z(k) = z(k−1) + y(k) = ky[k].

至此命题 2.1 证毕.

算法 A2 描述了 DOSE 算法的细节. 关于 DOSE 的收敛理论可以类似于定理 3.1 进行建立, 因此

在此省略.

算法 A2 DOSE 算法

输入: 初始估计 Ξ(0) = On×p 和 Σ̆
(0)
m = On×p, 其中 1 6 m 6 p.

1: 对于 k = 1, 2, . . . 执行

2: Ξ(k) = W (Ξ(k−1) + Γ(k)).

3: 对于 m = 1 . . . , p 执行

4: Σ̆
(k)
m = W (Σ̆

(k−1)
m + Φ̆

(k)
m ).

5: 结束循环

6: 对于 i = 1 . . . , n 执行

7: θ
(k)
i = (Σ

(k)
i )−1ξ

(k)
i .

8: 结束循环

9: 结束循环

附录 B 相关定理的证明

附录 B.1 定理 3.1 的证明

我们有

g(k) − 1g(k) =

(
W − 1

n
11T

)
(g(k−1) − 1g(k−1)) +

1

l
(y(k) − y(k−l))− 1

l
1(y(k) − y(k−l)).
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注意到∥∥∥∥1l (y(k) − y(k−l))− 1

l
1(y(k) − y(k−l))

∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥(In − 1

n
11T

)
1

l
(y(k) − y(k−l))

∥∥∥∥
2

6 1

l
∥y(k) − y(k−l)∥2,

其中 In 表示一个 n× n 的单位矩阵. 这导致当 k > l 时, 有

∥g(k) − 1g(k)∥2 6 ρk−l
2 ∥g(l) − 1g(l)∥2 +

1

(1− ρ2)l
max

l+16t6k
∥y(t) − y(t−l)∥2; (B.1)

当 k 6 l 时, 有

∥g(k) − 1g(k)∥2 6 ρk2∥g(0) − 1g(0)∥2 +
2

1− ρ2
max
16t6l

∥y(t) − 1y(t)∥2 =
2

1− ρ2
max
16t6l

∥y(t) − 1y(t)∥2. (B.2)

将不等式 (B.1) 和 (B.2) 结合起来, 当 k > l 时, 有下面的不等式成立:

∥z(k) − 1z(k)∥2 6
k∑

i=1

ρi2∥g(k−i+1) − 1g(k−i+1)∥2

6 ρ2
1− ρ2

max
l+16i6k

∥g(i) − 1g(i)∥2 +
ρk−l+1
2

1− ρ2
max
16i6l

∥g(i) − 1g(i)∥2

6 ρ2
(1− ρ2)2l

max
l+16i6k

∥y(i) − y(i−l)∥2 +
2ρk−l+1

2

(1− ρ2)2
max
16i6l

∥y(i) − 1y(i)∥2.

接下来, 将对逼近误差部分建立上界. 根据辅助变量 g(k) 的定义和性质 W1 = 1, 对于 k 6 l, 针

对平均值 g(k) = 1Tg(k)/n, 有以下结果:

g(k) = g(k−1) +
1

k

k∑
t=1

y(t) − 1

k − 1

k−1∑
t=1

y(t) =
1

k

k∑
t=1

y(t).

而对于 k > l, 有

g(k) = g(l) +
1

l

k∑
t=k−l+1

y(t) − 1

l

l∑
t=1

y(t) =
1

l

k∑
t=k−l+1

y(t).

综上所述, 对于 k > l, 有

z(k) − ky[k] =

k∑
i=1

g(i) −
k∑

i=1

y(i) =

l∑
i=1

(
1

i
− 1

l

) i∑
t=1

(y(t) − y(k−i+1)).

这引出了上界:

∥1z(k) − k · 1y[k]∥2 6
√
nl max

16i6l
max
16t6l

|y(t) − y(k−i+1)|.

于是可以总结得到∥∥∥∥1kz(k) − 1y[k]

∥∥∥∥
2

6 ρ2
(1− ρ2)2kl

max
l+16t6k

∥y(t) − y(t−l)∥2 +
4ρk−l+1

2

(1− ρ2)2k
max
16t6l

∥y(t) − 1y(t)∥2

+

√
nl

k
max
16i6l

max
16t6l

|y(t) − y(k−i+1)|.

证毕.
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附录 B.2 推论 3.1 的证明

可以看出, 如果用范数
√
E(∥ · ∥22) =: ∥ · ∥E 替换 Euclid 范数 ∥ · ∥2, 定理 3.1 仍然成立. 然后, 注意

到 ∥y(t) − y(k−i+1)∥E = O(1/
√
n) 和 ∥y(i) − µ∥E = O(

√
n) 对于所有 i, k 和 t 一致成立, 推论 3.1 得证.

附录 B.3 定理 3.2 的证明

根据假设 3.3 和 3.4, 有

∥γ(k)
i ∥2E = ∥x(k)

i y
(k)
i ∥2E 6 2∥x(k)

i ε
(k)
i ∥2E + 2θ∗⊤Σiθ

∗ = O(1),

其中 Σi = Σ+ µx,iµ
T
x,i, 这里 O(1) 关于所有的 i 和 k 是一致的. 将定理 3.1 中的 y(t) 替换为 Γ(t) 的

每一列, 对于所有 1 6 m 6 p, 一致地有

∥ξ(k)·,m − 1ξ
(k)

m ∥E = O

( √
n

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
n

(1− ρ2)2k
+

l

k

)
,

其中 ξ
(k)
·,m 表示 Ξ(k) 的第 m 列, ξ

(k)

m =
∑n

i=1 ξ
(k)
i,m/n. 观察到 ξ

(k) def
= 1

n

∑n
i=1 ξ

(k)
n = γ[k], 可以得到

∥Ξ(k) − 1γ[k]∥E = O

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

√
pl

k

)
.

类似地, 有 √√√√ n∑
i=1

∥Σ(k)
i −Φ[k]∥2E = O

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k

)
.

只要轮次 k 满足

k > c1

( √
np

(1− ρ2)2l
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2
+ pl

)
,

这里 c1 是一个足够大的常数, 就有 max16i6n ∥Σ(k)
i −Φ[k]∥2E 6 δ, 其中 δ 足够小. 因此可以看出, 在假

设 3.3 下, max16i6n |(Σ(k)
i )−1|2 = OP (1). 由此可得√√√√ n∑

i=1

∥(Σ(k)
i )−1 −Φ

−1

[k] ∥22 = OP (1)

√√√√ n∑
i=1

∥Σ(k)
i −Φ[k]∥22 = OP

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k

)
.

于是有 √√√√ n∑
i=1

∥θ(k)
i − θ̂LS(k)∥22 = OP

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k

)
.

证毕.
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附录 B.4 推论 3.2 的证明

以下的事实成立:

θ̂LS(k)− θ∗ = Φ
−1

[k]

(
1

nk

n∑
i=1

k∑
t=1

x
(t)
i ε

(t)
i

)
.

注意到 |x(k)
i ε

(k)
i |E = O(1), 这里 O(1) 关于所有的 i 和 t 是一致的. 可以证明, 在假设 3.3 下, ∥Φ−1

[k] ∥2
= OP (1). 然后可以得到 ∥θ̂LS(k)− θ∗∥2 = OP (

√
p/nk). 根据定理 3.2, 得出如下结论: 当轮数 k 足够

大时, 有 √√√√ n∑
i=1

∥θ(k)
i − θ∗∥22 = OP

( √
np

(1− ρ2)2kl
+

ρk−l+1
2

√
np

(1− ρ2)2k
+

pl

k
+

√
p

k

)
.

证毕.

附录 B.5 推论 3.3 的证明

由连续映射定理和 Slutsky 定理, 结合事实 Φ[k]
P→ Σµ, 有

√
nk(θ̂LS(k)− θ∗) =

√
nkΦ

−1

[k]

(
1

nk

n∑
i=1

k∑
t=1

x
(k)
i ε

(k)
i

)
d−→ N (0,Σ−1

µ MΣ−1
µ ),

其中 k → ∞. 结合这个渐近性质和定理 3.2 中的结果: ∥θ(k)
i − θ̂LS(k)∥2 = OP (

√
np/k) = oP (1/

√
nk),

可以验证对于所有节点 1 6 i 6 n, 当 k → ∞ 时, 有

√
nk(θ

(k)
i − θ∗)

d−→ N (0,Σ−1
µ MΣ−1

µ ).

Accelerated online averaging over networks

Weidong Liu, Xiao Liu, Xiaojun Mao & Zeyu Wu

Abstract Online learning has been extensively investigated due to the rapidly growing demand for capabilities
to process the massive data collected sequentially. Most of the existing works have studied online problems over
the centralized framework. In this paper, we mainly focus on the decentralized online averaging problem and
propose a novel accelerated algorithm. We also extend our approach to the decentralized online least squares
regression. We establish both algorithmic convergence theories and statistical guarantees to demonstrate the
acceleration of our algorithms. Moreover, we are the first to provide the central limit theorem of the decentralized
online least squares estimator. Several numerical simulations are conducted to demonstrate the feasibility and
effectiveness of our proposed algorithms.
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