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摘要 本文简要介绍分形上分析的研究历史、核心问题和近年来的重要进展. 首先概述有限图上的电

阻型. 然后回顾 Sierpiński 垫片和 Sierpiński 地毯这两个经典分形的一些自然推广上的能量型的分析

构造方法与研究工具. 最后讨论当前分形上分析领域的相关活跃问题和研究展望.
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1 引言

20 世纪 80 年代, 人们开始关心分形的动态特性, 如分形上的热扩散、多孔媒介中的传输和分形

结构材料的振动 (参见文献 [1, 65, 106]). Goldstein [53], Kusuoka [88], Barlow 和 Perkins [18] 利用随机过

程理论在 Sierpiński 垫片 (Sierpiński gasket, SG) 上构造性地证明了 Brown 运动的存在性, 并得到了

次 Gauss 型的转移概率估计. 随后, Barlow 和 Bass [11,13,14] 构造了 Sierpiński 地毯 (Sierpiński carpet,

SC) 上的 Brown 运动并同时也获得了转移概率估计. 概率方法所构造的 Brown 运动对应于分形上的

局部、正则、自相似的 Dirichlet 型 [44, 51], 上述工作拉开了分形上的概率与分析的研究序幕. SG 作为

后临界有限 (post-critically finite, p.c.f.) 自相似集的代表, SC 作为非 p.c.f. (后临界无限) 自相似集的

代表 (见图 1), 刻画其上 Laplace 算子 (Brown 运动的无穷小生成子) 与 Dirichlet 型的分析构造成为

分形分析领域内的核心问题.

1989 年, 通过在 SG 的逼近图序列上构建相容的图能量序列, Kigami [77] 用纯分析的方法构造了

SG 上的自相似 Dirichlet 型, 并随后将这一构造推广到了 p.c.f. 自相似集上 (参见文献 [78]). 1992 年,

Kusuoka和 Zhou [89] 通过在 SC的逼近图序列上比较和估计 Poincaré常数序列和电阻常数序列,给出

了构造自相似 Dirichlet 型的分析方法框架, 但是其中关键的电阻下界估计借助了 Barlow 和 Bass [11]
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的 “骑士移动” (Knight move)概率方法. Dirichlet型的引入给分形上扩散过程的研究提供了许多有用

工具. 首先, 分形上扩散运动的一些特性, 尤其是次 Gauss 型热核估计 (参见文献 [13, 14, 49, 62, 81]),

可以借助 Dirichlet 型上的各种不等式得到理解. 其次, 分形上 Dirichlet 型的构造相较于扩散过程的

概率构造更加简单. 特别地, p.c.f. 自相似集 [108] 和 SC [15] 上 Brown 运动的唯一性的证明都利用了

Dirichlet 型工具.

本文从 SG和 SC这两个最经典的自相似集出发, 介绍分形上 Dirichlet型的分析构造的方法及工

具、历史与现状. 同时, 也介绍诸如 p- 能量型、Weyl 谱渐近分析、函数空间、边值问题和迹定理等相

关重要研究方向的最新进展.

2 图上的电阻型

作为预备,简要介绍有限图上的电阻型. 设 V 是一个有限集, #V > 2. 对任意点对 {x, y} ⊂ V ,分

配非负权重常数 cx,y 满足 cx,y = cy,x, cx,x = 0, 并称 cx,y 为点对 {x, y} 之间的电导 (conductance, 电

阻的倒数), 称 (V, c) 为 V 上的一个电阻网络. 记 l(V ) 为 V 上实值函数的全体, 给定电阻网络 (V, c),

引入 l(V ) 上的对称双线性型:

E(f, g) :=
1

2

∑
x∈V

∑
y∈V

cx,y(f(x) − f(y))(g(x) − g(y)), 其中 f, g ∈ l(V ).

称 E 是 V 上的一个电阻型 (resistance form, 也称能量型), 如果对所有非常值函数 f 均有 E(f, f) ̸= 0

成立. 记 x ∼ y, 如果 cx,y > 0, 并且令 E = {{x, y} ⊂ V : x ∼ y}. 那么如果 E 是 V 上的一个电

阻型, 可以验证 G := (V,E) 是一个有限连通图. 图上的电阻型和图上的随机游走存在着紧密的联系:

令 cx =
∑

y∈V cx,y 和 px,y =
cx,y

cx
, 可以看到 P := (px,y)x,y∈V 是一个 V 上的转移概率矩阵, 其对应的

Markov 过程 X0, X1, X2, . . . 称为图 G 上的随机游走. 感兴趣的读者可参见文献 [10, 115] 来了解图上

随机游走和电阻网络理论.

如果 U 是 V 的非空真子集, #U > 2, 对每个 u ∈ l(U), 定义

E|U (u, u) := min{E(f, f) : f ∈ l(V ), f |U = u}; (2.1)

并且对 u, v ∈ l(U), 定义 E|U (u, v) := 1
4 (E|U (u + v, u + v) − E|U (u− v, u− v)). 称 E|U 为电阻型 E 在 U

上的迹 (trace). 根据文献 [10, 命题 2.48], 可以看到 E|U 是 U 上的一个电阻型. 在概率意义上, E|U 生
成的随机游走 X(U) 对应于 V 上随机游走 X 在 U 上的迹: 如果 X0, X1, . . .是 V 上从 X0 = x ∈ U 出

图 1 (a) Sierpiński 垫片; (b) Sierpiński 地毯
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发的随机游走, 则 X
(U)
0 = X0, X

(U)
1 是 X0 后 (即 X1, X2, . . .) 第一个 U \ {X0} 中的点, X

(U)
2 是 X

(U)
1

后第一个 U \ {X(U)
1 } 中的点, 依此类推, 这给出了 U 上对应于 E|U 的随机游走.

我们可以定义 V 上对应 E 的 Laplace 算子 ∆ : l(V ) → l(V ) 如下:

∆f(x) =
∑
y∈V

cx,y(f(y) − f(x)), 其中 x ∈ V.

可以看到

E(f, g) = −
∑
x∈V

∆f(x)g(x), f, g ∈ l(V ).

称 f 在子集 D ⊂ V 上调和, 如果 ∆f(x) = 0 对所有的 x ∈ D 成立. 在这里, 我们指出 (2.1) 中的最小

值被唯一的函数 f 取得, 并且 f 在 V \ U 上是调和的 (参见文献 [10, 命题 2.47]), 称这样的 f 为函数

u 在 V 上的调和扩张 (harmonic extension).

例 2.1 考虑在 V = {0, 1/2, 1} 上的电阻型 E :

E(f, g) = (f(0) − f(1/2))(g(0) − g(1/2)) + (f(1/2) − f(1))(g(1/2) − g(1)), f, g ∈ l(V ).

其对应的 Laplace 算子 ∆ 满足: 对 f ∈ l(V ), 有
∆f(0) = f(1/2) − f(0),

∆f(1/2) = f(0) + f(1) − 2f(1/2),

∆f(1) = f(1/2) − f(1).

如果 u是 U = {0, 1}上的函数,则 u在 V 上的调和扩张 f 在 1/2点处的取值为 f(1/2) = 1
2u(0)+ 1

2u(1)

(注意到此时 ∆f(1/2) = 0). 所以 E|U (u, u) = E(f, f) = 1
2 (u(0) − u(1))2.

3 p.c.f. 自相似集上的 Dirichlet 型

1989 年, Kigami [77] 通过逼近图能量的极限定义了 SG 上的能量型. 令 p0 = (0, 0), p1 = (1, 0),

p2 = (1/2,
√

3/2), 以及 Ψi(x) = 1
2x + 1

2pi, i = 0, 1, 2. Sierpiński 垫片 (SG) 可以被定义为唯一的 R2

上的非空紧集, 其满足 SG =
∪2

i=0 Ψi(SG). 自然地, 可以定义一列 SG 的逼近点集 Vn, n > 0. 首先,

V0 = {p0, p1, p2}; 接着对 n > 1, 我们递归地定义 Vn =
∪2

i=0 Ψi(Vn−1).

记 x ∼n y,如果 x, y ∈ Vn,并且以 x和 y 为顶点的长度为 2−n 的线段包含在 SG内,则关系 “∼n”

自然地诱导了 Vn 上的一个图结构. 图 2 展示了 V0, V1 和 V2 以及其上的图结构. 在每个 Vn 上, 引入

图 2 SG 的逼近图 V0, V1 和 V2
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电阻型

En(f, g) =
1

2
·
(

5

3

)n ∑
x,y∈Vn:x∼ny

(f(x) − f(y))(g(x) − g(y)), f, g ∈ l(Vn).

令 f 是 V1 上的函数, 并且 f 在 V1 \ V0 上调和 (依电阻型 E1). 则 f 在 V1 \ V0 上的取值由 f |V0 唯一

决定, 如图 3 所示.

通过计算, 可以看到 E1(f, f) = E0(f |V0 , f |V0). 这表明 E1|V0 = E0. 更一般地, 由自相似性, 可以

看到 En|Vn−1 = En−1 对 n > 1 成立. Kigami [80] 称 (Vn,∆n) 为相容序列 (compatible sequence), 其中

∆n 是 En 对应的 Laplace 算子. 记 C(SG) 为 SG 上全体连续函数构成的集合, 可以看到对于相容序

列, 有

E0(f |V0 , f |V0) 6 E1(f |V1 , f |V1) 6 E2(f |V2 , f |V2) 6 · · · , 对所有 f ∈ C(SG),

其中, 每个 “=” 成立当且仅当 f |Vn 是 f |Vn−1 在 Vn 上的调和扩张. 进一步地, 定义 SG 上的能量型

(E ,F) 为 En 的极限:

E(f, g) := lim
n→∞

En(f, g), 对任意 f, g ∈ F :=
{
f ∈ C(SG) : lim

n→∞
En(f, f) < ∞

}
. (3.1)

称 (X , d, µ) 是一个局部紧的度量测度空间, 是指 (X , d) 是一个局部紧的可分度量空间, µ 是一个

支撑在 X 上的 Radon 测度, 即 µ 是 X 上的关于紧集有限、非空开集取正值的 Borel 测度. 以下记

Cc(X ) 为 X 上紧支撑的连续函数的全体, L2(X , µ) 为 X 上关于测度 µ 的平方可积函数的全体. 对于

L2(X , µ)上的一个稠定的对称双线性型 (E ,F),称 (E ,F)是闭的是指 F 关于范数
√
E(·, ·) + ∥ · ∥2L2(X ,µ)

完备.

定义 3.1 设 (X , d, µ) 是一个局部紧的度量测度空间. 称 L2(X , µ) 上的一个非负稠定的对称

双线性型 (E ,F) 是 L2(X , µ) 上的 Dirichlet 型, 如果 (E ,F) 是闭的, 并且满足 Markov 性, 即对所有

f ∈ F , 有

(0 ∨ f) ∧ 1 ∈ F 并且 E((0 ∨ f) ∧ 1, (0 ∨ f) ∧ 1) 6 E(f, f).

进一步地, 有如下定义:

(a) 称 (E ,F) 是正则 (regular) 的, 若 F ∩ Cc(X ) 在 Cc(X ) 中关于一致范数稠密, 并且在 F 中关
于范数

√
E(·, ·) + ∥ · ∥2L2(X ,µ) 也稠密.

图 3 V1 上的调和函数 f
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(b) 称 (E ,F) 是局部 (local) 的, 若 E(f, g) = 0, 只需要 suppf ∩ suppg = ∅; 称 (E ,F) 是强局部的,

若 E(f, g) = 0, 只需要 f 在 suppg 的某邻域上是常数, 其中 suppf 表示函数 f 的支撑集.

定理 3.1 [77] 对 SG 上的任一 Radon 测度 µ, (3.1) 中的 (E ,F) 是 L2(SG, µ) 上的强局部、正则

Dirichlet 型.

更一般地, 1993 年 Kigami [78, 80] 引入了后临界有限自相似集.

定义 3.2 设 (K, d) 是一个度量空间, S 是一个有限集, #S > 2, 并且对每个 i ∈ S, Ψi 是一个从

K 到 K 的连续单射. 称 L = (K,S, {Ψi}i∈S) 是一个自相似结构, 如果存在一个从符号空间 Σ := SN

到 K 上的连续满射 π : Σ → K 使得 Ψi ◦ π = π ◦ σi 对每个 i ∈ S 成立, 其中 σi : Σ → Σ 定义为

σi(ω1ω2 · · · ) = iω1ω2 · · · .
定义 3.3 对一个自相似结构 L = (K,S, {Ψi}i∈S), 定义

CL,K =
∪

i,j∈S,i̸=j

(Ψi(K) ∩ Ψj(K)), CL = π−1(CL,K) 和 PL =
∪
n>1

σn(CL),

其中 σ : Σ → Σ 为左移位算子, 定义为 σ(ω1ω2 · · · ) = ω2ω3 · · · . 称 CL 为 L 的临界集, PL 为 L 的后
临界集. 若 #PL < ∞, 则称 L = (K,S, {Ψi}i∈S) 为后临界有限 (p.c.f.) 自相似结构, K 为 p.c.f. 自相

似集.

作为最简单的例子, 可以验证 L = (SG, {0, 1, 2}, {Ψi}2i=0) 是一个 p.c.f. 自相似结构. 首先, 定义

π : Σ = {0, 1, 2}N → SG 为 π(ω1ω2 · · · ) =
∩∞

n=1 Ψω1
◦ Ψω2

◦ · · · ◦ Ψωn
(SG), 容易验证 Ψi ◦ π = π ◦ σi. 其

次, 可以看到 CL,K = {Ψ0p1,Ψ1p2,Ψ2p0}, CL = {01̇, 10̇, 12̇, 21̇, 20̇, 02̇} 和 PL = {0̇, 1̇, 2̇}. 更多的例子参

见文献 [9, 80,115].

类似于 SG, 任一 p.c.f. 自相似集 K 上有自然的逼近点集列 Vn, n > 0. 令

V0 = π(PL),

Vn =
∪
i∈S

Ψi(Vn−1), n > 1.

仍可以通过图能量的极限定义 p.c.f. 自相似集上的能量型. 这里, 对 V0 上的一个电阻型 E0 和一个给
定 #S 维正向量 r ∈ (0,∞)S , 定义 Vn 上的电阻型 En 如下:

En(f, g) =
∑
i∈S

r−1
i En−1(f ◦ Ψi, g ◦ Ψi), f, g ∈ l(Vn). (3.2)

称 (D, r) 是一个调和结构, 如果 E1|V0 = E0, 其中 D 是 E0 对应的 Laplace 算子. 进一步地, 称 (D, r)

是正则的, 如果对每个 i ∈ S 有 ri < 1.

定理 3.2 [78, 80] 设 L = (K,S, {Ψi}i∈S) 是一个 p.c.f. 自相似结构, µ 是 K 上的 Radon 测度. 如

果 (D, r) 是一个正则调和结构, 则 (3.2) 和 (3.1) 定义了 L2(K,µ) 上的一个强局部、正则 Dirichlet 型.

注 3.1 容易验证, 上述定理中获得的 Dirichlet 型 (E ,F) 满足自相似性, 即

E(f, g) =
∑
i∈S

r−1
i E(f ◦ Ψi, g ◦ Ψi), f, g ∈ F .

更一般地, 如果 (D, r) 是调和结构, 但非正则, 对于足够好的 Radon 测度 µ, 仍可以通过 En 的极
限构造 L2(K,µ) 上的强局部、正则 Dirichlet 型 (E ,F). 读者可以在文献 [87] 和 [80, 第 3.4 小节] 中找

到具体方法.
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可以看到, p.c.f. 自相似集上的自相似 Dirichlet 型的存在性问题、唯一性问题可以转化为调和结

构的存在性问题、唯一性问题. 在嵌套分形 (nested fractal, 一类具有高度对称性的 Euclid 空间中的

p.c.f. 自相似集)上, 1990年, Lindstrøm [91]证明了全对称的自相似能量型的存在性. 1997年, Sabot [108]

给出了一般性的 p.c.f. 自相似集上调和结构存在性或唯一性的充分条件, 并据此获得了嵌套分形上全

对称自相似能量型的唯一性. 值得提及的是,嵌套分形 Vicsek集上的调和结构不唯一 (参见文献 [92]).

Metz [93–95] 和 Peirone [98–100,102] 给出了 Sabot 结果的推广, 并且给出了不同的证明方法. 另外, Cao

等 [28] 也给出了嵌套分形上自相似能量型存在的一个简单证明,并推广到了当前研究活跃的 p-能量型

情形. 最后, 我们指出 2019 年 Peirone [101] 构造了一个 p.c.f. 自相似集, 其上不存在自相似能量型.

基于相同的思想, p.c.f. 自相似集上能量型的分析构造有一些推广: 包括 Julia 集 [29, 50]、拉伸的

Sierpiński 垫片 [5]、黄金比例 Sierpiński 垫片 [39]、带额外旋转三角形的 Sierpiński 垫片 [25] 和有限型的

有限分支的图递归集 [32, 63] 等非严格自相似集上的情形. 一般地, Teplyaev [119] 研究了具有有限分支

(finitely ramified) 胞腔结构的分形上的能量型的分析构造.

4 Sierpiński 地毯上的 Dirichlet 型

无限分支 (infinitely ramified) 自相似集上的分析要比有限分支情形困难许多. 本节取 F0 = [0, 1]d

是 Rd 中的单位方块, d > 2.

4.1 广义 Sierpiński 地毯

设 k > 3, 将 F0 沿平行坐标轴方向均匀分割成 kd 个边长为 k−1 的小方块, 再以某种方式从中选

择一些方块的并组成 F1;对每一个小方块继续以同样的方式分割并选出边长为 k−2 的小方块,它们的

并组成 F2; 重复上述过程得到一个渐缩集列 Fn, n > 0, 记 F :=
∩

n>0 Fn. 将 F0 沿平行坐标轴方向均

匀分割出的边长为 k−n 的小方块的全体记为 Qn, n > 0. 对 A ⊂ F0, 记

Qn(A) := {Q ∈ Qn : A ∩ int(Q) ̸= ∅},

其中 int(Q) 表示方块 Q 的内部. 对每个 Q ∈ Q1(F1), 将从 F0 到 Q 的保持方向的相似压缩映射记为

ΨQ. 容易验证, F 是由迭代函数系统 {ΨQ}Q∈Q1(F1) 决定的自相似集, 即 F 是满足

F =
∪

Q∈Q1(F1)

ΨQ(F )

的唯一非空紧集. 特别地, F 的 Hausdorff 维数为 df := log#Q1(F1)
log k .

定义 4.1 设 k > 3, F0 和 F1 以及自相似集 F 由上述构造产生, 并且假设:

(对称性) F1 满足 F0 上的所有对称性;

(连通性) F1 是连通的;

(非对角性) 若B是一个由Q1中 2d个小方块的并组成的方块, 则 int(B ∩ F1) 是空的或者连通的;

(包含边界线) F1 包含边界线段 {x : 0 6 x1 6 1, x2 = · · · = xd = 0},

则称 F 是一个广义 Sierpiński 地毯 (generalized Sierpiński carpet, GSC), 见图 4.

作为经典的无限分支的自相似集, GSC在分形上的分析中有重要地位. 1989年, Barlow和 Bass [11]

首次在平面 GSC 上构造了 Brown 运动, 并且在后续的工作中结合 Harnack 不等式 [11] 和电阻估计
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(a) (b)

图 4 广义 Sierpiński 地毯. (a) 2 维情形; (b) 3 维情形

(resistance estimates) [12] 给出了次 Gauss 型热核估计 [13]. 由于 Harnack 不等式在高维情形下较难验

证, 在多年后, Barlow 和 Bass [14] 才给出了高维 GSC 上的 Brown 运动的存在性.

Barlow 和 Bass 的构造是纯概率的. 他们证明了 GSC 的自然的逼近域 Fn, n > 0 (见图 5) 上的

常时间变换后的反射 Brown 运动有子序列弱极限, 并且将该极限定义为 GSC 上的 Brown 运动. 2010

年, Barlow 等 [15] 证明了 GSC 上 Brown 运动的唯一性, 从中可以看到, 通过取合适的时间常数, 常时

间变换后 Fn 上的反射 Brown运动弱收敛. 最近, Cao和 Chen [26] 解决了文献 [12]中关于有效电阻估

计的公开问题, 并且得到了如下的结论.

定理 4.1 [26] 设 k > 3, F 是一个 GSC, Fn, n > 0 是 F 的逼近域. 记 X
(F )
t 为 F 上的 Brown 运

动, W
(Fn)
t 为 Fn 上的反射 Brown 运动, dw 为 F 的游动维数 (walk dimension).

存在常数 c0 > 0 使得对所有满足 xn → x 的点 x ∈ F 以及点列 xn ∈ Fn, n > 0, 从 xn 出发的过

程 (W
(Fn)

k(dw−2)nt
)t>0 在空间 C([0,∞);Rd) 中弱收敛到从 x 出发的过程 (X

(F )
t/c0

)t>0.

相较于 Barlow和 Bass的概率构造, 1992年, Kusuoka和 Zhou [89] 通过 “分析为主”的方法构造了

平面 GSC 上的自相似 Dirichlet 型. 注意到, 根据唯一性定理 [15], 两种不同的构造是等价的: Kusuoka

和 Zhou 的 Dirichlet 型对应了 Barlow 和 Bass 的 Brown 运动.

Kusuoka 和 Zhou 引入了一系列图电阻型. 对 n > 1, 注意到每个方块 Q ∈ Qn(F ) 对应了 F 的一

个胞腔 FQ := F ∩ Q, 我们将 Qn(F ) 看作图的顶点集, 并且约定 Q,Q′ ∈ Qn(F ) 之间有一条边 (记为

Q ∼n Q′) 当且仅当 Q ∩Q′ 是 d− 1 维的非空集合, 见图 6. 定义

En(u, v) =
1

2

∑
Q,Q′∈Qn(F ):Q∼nQ′

(u(Q) − u(Q′))(v(Q) − v(Q′)), u, v ∈ l(Qn(F )) (4.1)

图 5 Sierpiński 地毯的逼近域 F0, F1 和 F2
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图 6 Sierpiński 地毯的逼近图

为第 n 层逼近图电阻型.

作为构造的最重要步骤, Kusuoka 和 Zhou 证明了存在常数 C > 0, η > 0 使得

En(Pnf, Pnf) > Cηm−n Em(Pmf, Pmf), 对任意 n > m 和 f ∈ L2(F, µ) 成立, (4.2)

并且对所有 m > 1 和 Q ∈ Qm(F ), 存在 f ∈ L2(F, µ), 使得

sup
n>0

ηnEn(Pnf, Pnf) < ηm, f |FQ = 1, 并且 f |FQ′ = 0 对任意 Q′ ̸∼m Q 成立, (4.3)

其中 µ 是 F 上的归一化的 df - 维 Hausdorff 测度, Pnf ∈ l(Qn(F )) 由 Pnf(Q) = 1
µ(FQ)

∫
FQ

fdµ, Q

∈ Qn(F ) 定义.

公式 (4.2) 和 (4.3) 可以看作 p.c.f. 情形时相容序列条件的弱化版本. 利用它们, 可以证明能量型

ηnEn(Pn·, Pn·), n > 1 按 Mosco 意义收敛到某个 L2(F, µ) 上的非负二次型 E , 并且可以证明 E 对应
了一个正则 Dirichlet 型 (E ,F). 最后, Kusuoka 和 Zhou 将 (E ,F) 改造成一个新的自相似 Dirichlet 型

(E ,F), 它是序列 1
n

∑n−1
m=0

∑
Q∈Qm(F ) η

mE(· ◦ ΨQ, · ◦ ΨQ), n > 1 的子序列逐点极限.

综合 Barlow 和 Bass [11, 14], Barlow 等 [15], Kusuoka 和 Zhou [89] 的工作, 我们有如下定理:

定理 4.2 [11, 14,15,89] 每一个 GSC 上唯一地存在一个全对称、强局部、正则、自相似、满足次

Gauss 型热核估计的 Dirichlet 型 (E ,F).

注 4.1 我们将上述 Dirichlet 型称为 GSC 上的标准 Dirichlet 型.

4.2 无约束 Sierpiński 地毯及其推广

在 Kusuoka 和 Zhou 的工作中, 关键步骤 (4.2) 和 (4.3) 的证明本质借助了 Barlow 和 Bass 的 “骑

士移动”概率方法. 自然地,如何利用纯分析工具来构造 GSC上的标准 Dirichlet型成为了非 p.c.f. 情

形下最受关注的问题.最近,在低维的情形, Cao和 Qiu [38, 40] 发现可以利用能量有限函数的 Hölder连

续性 “纯分析地” 证明 (4.2) 和 (4.3), 并且发展出新的拼砌小能量函数的技术 (building-brick), 证明了

比平面 GSC 更广泛的一类对称自相似集上标准 Dirichlet 型的存在性与唯一性.

定义 4.2 设 k > 3, 4(k− 1) 6 N 6 k2 − 1, 以及 {Ψi}16i6N 是平面上一组压缩率为 k−1 的保持

方向的相似压缩映射, 满足 Ψi(F0) ⊂ F0. 设 F 是一个满足 F =
∪N

i=1 Ψi(F ) 的非空紧集. 假设下面 4

个条件成立:

(对称性)
∪N

i=1 Ψi(F0) 满足 F0 上的所有对称性;

(连通性)
∪N

i=1 Ψi(F0) 是连通的;

(无重叠性) Ψi(F0) ∩ Ψj(F0), 1 6 i ̸= j 6 N 的面积是 0;
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(包含边界线)
∪N

i=1 Ψi(F0) 包含边界线段 {x : 0 6 x1 6 1, x2 = 0}.

则称 F 是一个无约束 Sierpiński 地毯 (unconstrained Sierpiński carpet, USC), 见图 7.

定理 4.3 [38, 40] 每一个平面 USC 上唯一地存在一个标准 Dirichlet 型.

可以看到, 相较 GSC 情形, USC 允许两个胞腔的交是一条长度为无理数的边. 在这样的自相似

集上, 可以存在无穷多种胞腔相交方式 (即两个胞腔相交的相对边长有无限多种可能的情形). 按照

Kigami [81] 的分类, 这样的分形属于无理分支 (irrationally ramified) 的自相似集. 相对地, 如果 USC

中两两胞腔之间的交只有有理长度, 则容易验证胞腔相交的方式仅有有限多种, 这样的分形属于有理

分支 (rationally ramified) 的自相似集. 特别地, GSC 中的分形都是有理分支自相似集.

更进一步地, 在定义地毯类分形时, 我们开始考虑压缩率不一致的情形.

定义 4.3 设 N > 8, {ρi}16i6N 满足 0 < ρi < 1,
∑N

i=1 ρ
2
i < 1, 以及 {Ψi}16i6N 是平面上一组压

缩率为 ρi 的保持方向的相似压缩映射, 满足 Ψi(F0) ⊂ F0. 设 F 是 {Ψi}16i6N 决定的自相似集, 满足

定义 4.2 中的 4 个条件. 则称 F 是一个 Sierpiński 地毯状分形 (Sierpiński carpet like fractal, LSC), 见

图 8.

Kigami [81] 引入的 Sierpiński 十字地毯 (Sierpiński cross, 见图 8(a)) 是一个有理分支 LSC 的特例.

最近, 对于大于 Ahlfors 正则共形维数的指标 p, Kigami [84] 给出了 Sierpiński 十字地毯上的自相似 p-

能量的构造. 一般地, 由于允许压缩率不同, LSC 往往都是无理分支的自相似集. Cao 等 [42] 考虑了一

类更广的 LSC, 空心地毯状分形 (hollow carpets, 见图 8(b)), 在压缩率满足一定条件 (顶角胞腔压缩

率至少是相邻胞腔压缩率的两倍) 下证明了标准自相似 Dirichlet 型的存在性. 值得注意的是, Cao 和

Qiu [35] 找到了一个非空心的 LSC (见图 8(c)), 其上不存在标准 Dirichlet 型. 关于平面自相似集, Cao

等 [42] 还讨论了多边形地毯状分形上标准 Dirichlet 型的存在性.

上述基于 Kusuoka 和 Zhou 的框架的分析方法目前只对低维分形有效. 对于高维分形, 仍然存在

至少两点本质上的困难.

图 7 一些 USC 的例子

(a) (b) (c)

图 8 Sierpiński 地毯状分形. (a) 十字地毯; (b) 空心地毯; (c) 非空心地毯

1567



曹仕平等: 分形上的能量型

首先, 我们缺少一个推导出 Harnack 不等式的简单分析条件. 目前, 对于电阻型 (对于有次 Gauss

型热核估计的 Dirichlet 型, 这等价于游动维数大于 Hausdorff 维数), 我们知道, 电阻估计可以直接推

导出热核估计 [83]. 但是, 对于非电阻型的 Dirichlet 型, 目前分析上仅仅知道截断 Sobolev 不等式 [6, 55]

加上 Poincaré不等式能够推导出热核估计.这一结果最重要的应用是 Harnack不等式的稳定性 (参见

文献 [16, 17]). 但是, 截断 Sobolev 不等式的表达式较为复杂, 难以验证. 人们猜想, 球电阻估计加上

Poincaré 不等式等价于次 Gauss 型热核估计. 这一猜想称为电阻猜想 (resistance conjecture), 是目前

分形上分析领域中最为重要的猜想. 最近, Murugan 和 Shimizu [96] 在低维图上证明了这一猜想, 事实

上他们证明了更强的结论:电阻估计可以推导出 Harnack不等式. 他们利用电阻估计得到了平面 GSC

上自相似 p- 能量的存在性对任意指标 p > 1 成立. Cao 和 Qiu [36] 也利用这一想法将 USC 上标准

Dirichlet 型的存在性推广到了 3 维情形.

其次, 对于较差的分形, 电阻估计也难以验证. 在 Kusuoka 和 Zhou 最初的工作中, 他们引入了一

系列 Poincaré 常数. 为了叙述方便, 我们回到 GSC 情形. 对照 (4.1), 对于 A ⊂ F , 记

En,A(u, v) =
1

2

∑
Q,Q′∈Qn(A):Q∼nQ′

(u(Q) − u(Q′))(v(Q) − v(Q′)), u, v ∈ l(Qn(A)), n > 1.

定义 4.4 (Poincaré 常数 [89]) 对于给定的一个 GSC, 对 n > 1, 定义如下常数:

λn := sup

{∑
Q∈Qn(F )(Pnf(FQ) − P0f(F ))2

En(Pnf, Pnf)
: f ∈ L2(F, dµ)

}
,

σn := sup

{
Nn · |Pmf(FQ) − Pmf(FQ′)|2

En+m,Q∪Q′(Pn+mf, Pn+mf)
: m ∈ N, Q ∼m Q′ ∈ Qm(F ), f ∈ L2(F, dµ)

}
,

λ(D)
n := sup

{
Nn · (P0f(F ))2

En(Pnf, Pnf)
: Pnf(FQ) = 0 对 Q ∩ {x : xi = 0 或 1,对某 i} ̸= ∅,

其中 Q ∈ Qn(F ), f ∈ L2(F, dµ)

}
.

定义 4.5 (电阻常数 [89]) 对于给定的一个 GSC, 对 n > 1, 定义

Rn := inf{(En+m(Pn+mf, Pn+mf))−1 : f |FQ = 1,并且 f |FQ′ = 0 对任意 Q′ ̸∼m Q,

其中 Q ∈ Qm(F ),m > 1, f ∈ L2(F, dµ)}.

为了证明 Poincaré 常数与电阻常数互相控制, Kusuoka 和 Zhou [89] 引入了如下 (B1) 和 (B2) 条

件:

(B1) 存在常数 C > 0, k ∈ N, 使得 σn 6 C · λ(D)
n+k 对 n > 1 成立.

(B2) 存在常数 γ > 0, 使得 0 < inf γ−nλn 6 sup γ−nλn < ∞.

对于平面 GSC, Kusuoka 和 Zhou [89] 借助了概率方法证明了 (B1) 和 (B2). 对于平面 USC, Cao

和 Qiu [38] 将 (B1) 和 (B2) 条件合并为 (B) 条件:

(B) 存在常数 C > 0, 使得 Rn > C · σn 对 n > 1 成立,

并且利用了低维 USC 电阻型的特性 “分析地” 证明了这一条件. Kigami [84] 在推广 Dirichlet 型到 p-

能量型时, 将 (B) 条件称为 p- 电导同质性 (p-conductive homogeneity). 目前, 除了一些低维情形的特

殊分形, 我们仍然不知道如何验证 p- 电导同质性.
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5 相关问题

最后, 简要介绍分形分析领域中的一些其他相关的重要问题.

5.1 p- 能量型

分形上 p-能量是一个最近非常活跃的课题.这方面最早的工作可以回溯到 2004年 Herman等 [66]

在 SG 上 p- 能量的构造. 这一工作基于 p.c.f. 分形逼近图上寻找相容序列的想法. 对照 p = 2 的情形,

他们考虑了有限集 V 上满足如下性质的 p- 能量泛函 Ap:

(1) Ap(f + C) = Ap(f), 对所有 f ∈ l(V ) 和常值函数 C 成立;

(2) (p- 齐性) Ap(Cf) = |C|pAp(f), 对所有 f ∈ l(V ) 和常数 C 成立;

(3) (Markov 性) Ap((0 ∨ f) ∧ 1) 6 Ap(f), 对所有函数 f ∈ l(V ) 成立;

(4) (凸性) Ap(cf + (1 − c)g) 6 cAp(f) + (1 − c)Ap(g), 对所有 f, g ∈ l(V ) 和常数 c ∈ (0, 1) 成立;

(5) (非负性) Ap(f) > 0, 并且 Ap(f) = 0 当且仅当 f 是一个常值函数.

当 p = 2 时, 这些条件等价于 Ap 是电阻型; 当 p ̸= 2 时, Ap 不总是有形式

Ap(f) =
∑

x,y∈V

cx,y|f(x) − f(y)|p.

对于 SG, 他们证明了存在 rp ∈ (0, 1) 以及满足上述条件的 Ap 使得 E(p)
n : l(Vn) → R, n > 0 是一个相

容序列,其中 E(p)
0 = Ap 以及 E(p)

n (·) =
∑2

i=0 r
−1
p E(p)

n−1(· ◦Ψi), n > 1. 由此可以通过 E(p)
n 的极限定义 SG

上的 p- 能量.

对于一般的 p.c.f. 自相似集, 2022 年, Cao 等 [28] 基于 Kusuoka 和 Zhou 的思想给出了 p- 能量

型的一般性构造方法. 事实上, 针对一个 p.c.f. 自相似结构 L = (K,S, {Ψi}i∈S), 对于一组预设的重

整化因子 ri, i ∈ S, 我们只需要证明 p- 能量序列 E
(p)
0 (f) = 1

2

∑
x,y∈V |f(x) − f(y)|p 以及 E

(p)
n (f) =∑

i∈S r−1
i E

(p)
n−1(f), n > 1 满足, 存在正常数 C 和 Cn, n > 1 使得

C−1CnE
(p)
0 (f) 6 E(p)

n |V0(f) 6 CCnE
(p)
0 (f), 对任意 f ∈ l(V0), n > 1 成立.

那么, 由 Fekete 引理, 可以证明 Cn ≍ λn 对某个 λ > 0 成立. 利用 Kusuoka 和 Zhou 的思想, 可以在

分形 K 上定义能量域

F (p) =
{
f ∈ C(K) : sup

n>0
λ−nE(p)

n (f) < ∞
}
,

并且定义能量泛函 E(p) 为 1
n

∑n
m=0 λ

−mE
(p)
m (·|Vm

) 的子序列逐点极限. 利用这一方法, 我们给出了嵌

套分形上的自相似 p- 能量的存在性的证明, 并且将 Sabot [108] 的针对 2- 能量型存在性的判定准则推

广到 p- 能量情形.

定理 5.1 [28] 对任意 p > 1, 每一个嵌套分形上存在一个全对称、强局部、正则、自相似的 p- 能

量型 (E(p),F (p)).

在最近的工作中, Kajino 和 Shimizu [75, 76] 进一步研究了 p.c.f. 自相似集上 p- 能量型的性质. 首

先, 他们给出了一般集合上 p- 电阻型的定义 [76], 并且证明了我们的 p.c.f. 自相似集上的 p- 能量型是

p- 电阻型. 相较于 p = 2 的情形, 在 p- 电阻型的构造中 Markov 条件被替换为更强的广义压缩条件.

另外, 在正在进行中的工作中, Kajino 和 Shimizu 1) 证明了一类 p.c.f. 自相似集上 p- 能量的唯一性.

1) Kajino N, Shimizu R. Strong comparison principle for p-harmonic functions and uniqueness of symmetry-invariant p-
energy forms on p.c.f. self-similar sets. In preparation

1569



曹仕平等: 分形上的能量型

另外,在 Sierpiński地毯类分形上构造 p-能量的方法,包括 Kigami [84], Shimizu [112] 以及 Murugan

和 Shimizu [96] 的构造, 同样基于 Kusuoka 和 Zhou 的工作. 在这一方向上, 存在两个自然的公开问题.

第一个问题是高维 GSC 上对所有 p > 1, p- 能量的存在性问题; 第二个问题是 GSC 上 p- 能量的唯一

性问题. 目前为止, 即使对低维情形, 仍然缺少唯一性的证明.

5.2 Laplace 算子的谱分析

由标准 Dirichlet 型理论, 前述在自相似集 K 上构造的 Dirichlet 型 (E ,F) 由

E(f, g) = (−∆Nf, g)µ, 对任意 g ∈ L2(K,µ) 成立

决定了 L2(K,µ)上的一个非正定的自伴算子 ∆N ,称作 K 上的 Neumann-Laplace算子,其中 (·, ·)µ 表
示 L2(K,µ) 上的标准内积. 取 F0 = {f ∈ F : f |V0 = 0}, (E ,F0) 也是 L2(K,µ) 上的一个局部、正则的

Dirichlet 型, 它同样决定了一个非正定的自伴算子 ∆D, 称作 K 上的 Dirichlet-Laplace 算子. 这两个

算子都有紧预解,根据标准理论,对于 b = D 或 N ,存在 −∆b 的特征值序列 {λb
i}i>1,以及特征函数序

列 {φb
i}i>1, 满足

− ∆bφ
b
i = λb

iφ
b
i , i > 1,

0 6 λb
1 6 · · · 6 λb

i 6 λb
i+1 6 · · · ,

并且每个 λb
i 对应的特征空间都是有限维的, +∞ 是 {λb

i}i>1 的唯一聚点, {φb
i}i>1 是 L2(K,µ) 上的一

组标准正交基. 对照经典情形下 Weyl [121] 的谱渐近定理以及 Weyl [120] 和 Berry [21] 的二阶项猜测, 特

征值计数函数 ρb(x) := max{k : λb
k 6 x} 当 x → +∞ 时的渐近性分析成为了分形上 Laplace 算子谱理

论的研究重心.

这方面的工作源于 20世纪 80年代物理学家 Alexander和 Orbach [1]以及 Rammal和 Toulouse [106]

对 SG 的逼近图序列上的积分态密度 (integrated density of states) 的研究, 以及 20 世纪 90 年初

Shima [110], Fukushima 和 Shima [52] 发现的谱提取 (spectral decimation) 对 SG 的特征函数与特征值

的精确刻画. 这些工作揭示了 p.c.f. 分形上局部支撑特征函数的存在性和积分态密度的不连续性, 参

见文献 [7, 8, 30, 41, 45, 47, 48, 111, 114, 117, 118, 122] 运用谱提取方法在强对称 p.c.f. 结构分形或分形图

序列上的谱分析, 以及一些应用 (参见文献 [46, 64,104,105,123]).

利用谱提取方法可以获得 Laplace 算子谱的全部信息, 但是对分形有很强对称性的要求, 不能推

广到一般的 p.c.f. 自相似集上. 1993年, Kigami和 Lapidus [85] 借助更新定理,利用 Dirichlet-Neumann

交叉 (bracketing) 方法获得了一般 p.c.f. 自相似集上特征值计数函数 ρb(x) 的主项估计.

定理 5.2 [85] 设 K 是一个带有正则调和结构 (D, r)的 p.c.f. 自相似集, µ是 K 上权重为 {µi}i∈S

的自相似测度. 记 γi =
√
riµi, dS 是满足

∑
i∈S γd

i = 1 的唯一实数 d, 则对于 b = D 或 N , 有

0 < lim inf ρb(x)/xdS/2 6 lim sup ρb(x)/xdS/2 < ∞.

进一步地, 当
∑

i∈S Z log γi 是 R 中离散子群 (晶格情形) 时, 有

ρb(x) = G(log x/2)xdS/2 + o(xdS/2),

其中 G 是一个满足 0 < inf G(x) 6 supG(x) < ∞ 的右连续周期函数; 反之, limx→∞ ρb(x)/xdS/2 存在.

晶格情形的主项估计揭示了, 与经典情形不一样, 归咎于局部特征函数的存在, 特征值计数函数

ρb(x) 会产生不规则振荡. 对于嵌套分形, Kigami [79] 证明了局部特征函数的特征值计数函数与 ρb(x)
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服从同样阶数的渐近分布.此外,对于 γi 全部相等的晶格情形,使用更精细的更新定理,可以进一步得

到余项估计 ρb(x) = G(log x/2)xdS/2 +O(1). 借助谱提取方法, Strichartz [116] 获得了 SG 上 ρb(x) 关于

几乎处处的 x的精确公式. 为了讨论具有分形边界的分形区域上 ρb(x)的二阶项估计, 2019年, Qiu [104]

得到了 SG 去掉下底边产生的区域上 Laplace 算子的精确谱刻画, 结果预示了对应于分形边界几何的

二阶估计项的存在. 最近, Gu 和 Qiu 2) 对于满足边界图递归 (boundary graph-directed, BGD) 条件的

嵌套分形子区域, 得到了特征值计数函数 ρb(x) 的显式二阶项估计.

关于 Sierpiński 地毯类分形上的谱渐近分析要更加困难. 目前已知的结果是针对特征值计数函数

ρb(x)的 Laplace-Stieltjes变换,谱配分函数 (spectral partition function) Zb(t) := tr(e
t∆b), Kajino [72, 73]

借助热核估计获得了 GSC上当 t → 0时形如 Zb(t) =
∑d

k=0 t
−ck/dwGk(− log t) +O(exp(−ct−

1
dw−1 ))的

对数周期渐近展开公式, 其中 dw 是游动维数, Gk 是连续周期函数, {ck}dk=0 是严格递减正数, cd = 0,

d 是空间维数. 这一结果改进了 Hambly [61] 的工作, 并且对 p.c.f. 自相似集也成立 (此时 d = 1). 但

是, 对于即使是标准 SC, ρb(x) 的二阶项估计是否存在仍是未知的.

5.3 函数空间

自相似集上的 Sobolev 空间和 Besov 空间有着不同版本的定义. 设 L = (K,S, {Ψi}i∈S) 是一个

带有正则调和结构 (D, r) 的 p.c.f. 自相似结构, 记 dH 是 K 在关于 (D, r) 诱导的电阻距离 R 下的

Hausdorff 维数, 即 dH 是满足等式
∑

i∈S rdH
i = 1 的唯一解. 设 µ 是 K 上权重因子为 µi = rdH

i , i ∈ S

的自相似测度. 此时总有 µ(BR(x, t)) ≍ tdH 对 t < diamR(K) 成立, 其中 BR(x, t) 表示在距离 R 下以

x 为球心、t 为半径的球, diamR(K) 表示在距离 R 下 K 的直径. 对于 1 < p, q < ∞, s > 0 可以通过

积分定义一类 Besov 空间:

Λs
p,q(K) :=

{
f ∈ Lp(K,µ) :

(∫ ∞

0

(∫
K

t−dH

∫
BR(x,r)

|f(x) − f(y)|p

tsp
dµ(y)dµ(x)

)q/p
dt

t

)1/q

< ∞
}
.

对于自相似集 K 上的一个强局部、正则的 Dirichlet型 (E ,F),注意到其对应于 K 上的 Neumann-

Laplace 算子 ∆N , 能量域 F 是非负自伴算子 (−∆N )1/2 的定义域, 我们自然地可以将 F 看作 K 上

的 Sobolev 空间 W 1,2(K). 1996 年, 关于 SG 上的标准 Dirichlet 型, Jonsson [70] 证明了 W 1,2(SG) =

Λ
dW /2
2,∞ (SG),其中 dW = log 5

log(5/3) . 一般地,称 dW := 1 +dH 是自相似集 K 在电阻距离 R下的游动维数.

Jonsson的工作被认为是分形上函数空间研究的起点,随后被 Pietruska-Pa luba [103] 推广到嵌套分形的

标准 Dirichlet型上,被 Hu和Wang [68] 推广到由正则调和结构诱导的一般 p.c.f. 自相似集的 Dirichlet

型上. 特别地, Grigor’yan 等 [54] 针对一般度量测度空间上的 Dirichlet 型, 假定热核估计, 同样得到了

类似的能量域刻画. 关于 SC, Grigor’yan 和 Yang [57] 证明了 SC 上的局部 Dirichlet 型 (E ,F) 可以被

非局部 Dirichlet 型按照 Mosco 收敛意义逼近. 作为推论, W 1,2(SC) 是 Λs
2,2 型空间的临界极限.

对于 1 < p < ∞, s > 0, 可以定义分数阶 Sobolev 空间 Hs
p(K) := (id − ∆N )−s/2Lp(K, dµ) 为分数

阶 Laplace 算子 ∆
s/2
N 的 Lp- 定义域 (参见文献 [113]). 特别地, 有 H1

2 (K) = W 1,2(K), Hs
p(K) 是复插

值稳定的: Hηs
p (K) = [Lp(K, dµ),Hs

p(K)]η 对 0 < η < 1 成立. 这里指出, Rogers 等 [107] 对于 p.c.f. 自

相似集证明了次 Gauss 型热核估计可以推导出光滑鼓包函数 (即
∩

s>0 H
s
2(K) 中的鼓包函数) 的存在

性; 对于一般度量测度空间, 假定热核估计, Hu 和 Zähle [69] 证明了 Hs
2(K) = Λ

sdW /2
2,2 (K) 对 0 < s < 1

成立. 类似地, 还可以定义对应于 Dirichlet-Laplace 算子 ∆D 的 Sobolev 空间 Hs
p,D(K) [113]. Cao 和

2) Gu Q, Qiu H. BGD domains in p.c.f. self-similar sets II: Spectral asymptotics for Laplacians. In preparation
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Qiu [33, 34] 给出了 Hs
2(K) 和 Hs

2,D(K) 的另一种离散型的等价范数, 并讨论了两类空间的比较关系、原

子分解、临界指数和插值稳定性.

更一般地, 可以通过对 Hs
p(K) 的实插值引入另一类 Besov 空间: 对 s > 0, 0 < η < 1 以及

1 6 q 6 ∞, 定义

Bηs
p,q(K) := (Lp(K, dµ),Hs

p(K))η,q.

等价地, 有

Bs
p,q(K) :=

{
f ∈ Lp(K,µ) :

(∫ ∞

0

(t−s/2∥(t∆N )kPtf∥Lp(K,µ))
q dt

t

)1/q

< ∞
}
,

其中 k 为大于 s
2 的任意整数, {Pt := et∆N }t>0 是 ∆N 对应的热半群. 一个自然的问题是 (参见文

献 [103]): Bs
p,q(K) 和 Λ

sdW /2
p,q (K) 这两类 Besov 空间是否等价? 对于一般度量测度空间, 在 Gauss 型

热核估计的情形下 (此时 dW = 2), Cao 和 Grigor’yan [23] 对一定范围内 (满足某种最佳意义) 的指标

s, p 和 q 证明了 Bs
p,q(K) = Λs

p,q(K). Cao 和 Qiu [37] 对于一般的 p.c.f. 自相似集 (此时满足次 Gauss

型热核估计), 对任意指标 p 和 q, 给出了 Bs
p,q(K) = Λ

sdW /2
p,q (K) 成立时光滑性指标的 s 的恰当取值范

围. 对于满足次 Gauss 型热核估计的一般度量测度空间, 目前这一问题还没有一般性结论.

最后, 我们指出分形上还有许多其他的函数空间 (参见文献 [2–4, 19, 20, 24, 56]). 在最近活跃的 p-

能量型的研究中, Kigami [84] 将 p- 能量域称为 W 1,p 空间. 在更早的研究中, Haj lasz [60], Cheeger [43]

和 Shanmugalingam [109] 通过引入上梯度或类似结构构造了其他版本的 Sobolev 空间. 这些空间之间

的关系仍然在研究之中.

5.4 边值问题和迹定理

设 (E ,F) 是一个度量测度空间 (X , d, µ) 上的正则 Dirichlet 型, ∂X 是 X 的边界集. 在一般

的 Dirichlet 型理论中 (参见文献 [44, 51]), 称 (Ě , F̌e = Fe|∂X ) 为迹 Dirichlet 空间, 其中 Fe 是延伸

Dirichlet 空间, Ě(f, f) = E(Hf,Hf), Hf 是 f 在 X 上的调和扩张.

迹 Dirichlet型有着重要的意义.从概率意义上,如果 σ 是拟支撑集 (quasi support)为 ∂X 的光滑
测度, (Ě , F̌e ∩ L2(∂K, σ)) 对应了一个 X 上扩散运动的时间变换. 从分析意义上, 迹 Dirichlet 型对应

的 Laplace 算子可以理解为 Dirichlet-to-Neumann 算子. 最后, 仅从函数空间意义出发, 理解能量域在

边界上的行为也是重要的. Hino 和 Kumagai [67] 利用函数空间的迹定理 (trace theorem) 构造了分形

场 (fractal fields) 上的扩散过程. 文献 [26] 中证明的一个主要步骤是利用迹定理构造 GSC 逼近域上

的函数.

Jonsson [71] 首先研究了分形上的迹定理: 他证明了 W 1,2(SG)|L = Λβ
2,2(L), 其中 L 是 SG 的下底

边, β = log 5
log 4 − ( log 3

log 2 − 1)/2. 这一结果由 Hino 和 Kumagai [67] 推广到一大类地毯类分形 GSC 上 W 1,2

空间在自相似边界上的迹. 最近, Cai 等 [22] 研究了 SG 和 SC 上 W 1,2 空间在直线和分形的交上的迹,

Gu 和 Qiu [58] 研究了一般 p.c.f. 自相似区域上 W 1,2 空间在具有图递归结构的边界上的迹.

对于更加精细的迹 Dirichlet 型的刻画, Owen 和 Strichartz [97] 计算了 SG 在下底边的迹 Dirichlet

型; Li 和 Strichartz [90] 计算了 SG 在中线的迹 Dirichlet 型; Guo 等 [59] 计算了 SG 在和水平线的交上

的迹 Dirichlet型; Cao和 Qiu [31] 将前述结果推广到 SGl, l > 3上. 最近, Kajino和 Murugan [74], 以及

Cao 和 Chen [27] 研究了一般一致域上有次 Gauss 分布的 Dirichlet 型在边界上的迹.

最后,通过迹 Dirichlet型,可构造一些非局部 Dirichlet型的例子. Kigami [82] 研究了一类无穷树上

随机游走在边界上的迹 Dirichlet型. Kong等 [86] 研究了双曲图上随机游走在边界上的迹 Dirichlet型.
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Abstract In this paper, we briefly introduce the research history, key issues, and recent significant advancements
in the analysis on fractals. We first outline the resistance forms on finite graphs, and then review the analytic
construction methods and research tools for energy forms on the Sierpiński gasket and the Sierpiński carpet, as
well as some natural generalizations. Finally, we discuss the current active topics and research prospects in the
field of analysis on fractals.
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