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摘要 Prandtl 方程作为不可压流动中描述边界层行为的基本模型, 在不同背景下已被广泛研究. 然

而, 对于可压缩流的边界层问题, 目前的数学研究结果相对较少. 尤其是三维情形, 无论是不可压缩流

还是可压缩流边界层问题, 研究结果都很少. 本文考虑具有无滑移边界条件的三维可压缩等熵流边界

层方程. 在初值具有切向解析、法向具有 Sobolev 正则性的条件下, 本文利用直接的能量估计建立该

系统的局部适定性.
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1 引言

考虑定义在区域 R3
+ := {(x, y, z) ∈ R3, z > 0} 上的三维可压缩等熵流边界层方程

∂tu
p + up · ∇up + wp∂zu

p +∇P =
1

ρ
∂2zu

p,

∂tρ+∇ · (ρup) + ∂z(ρw
p) = 0,

(1.1)

附加初值条件

up(0, x, y, z) = up
0(x, y, z), (1.2)

以及边界条件

up(t, x, y, z)|z=0 = 0, lim
z→+∞

up(t, x, y, z) = U(t, x, y), (1.3)
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其中切向梯度算子 ∇ = (∂x, ∂y), 未知函数 up := (up(t, x, y, z), vp(t, x, y, z)) 表示速度场的切向分量,

未知函数 wp := wp(t, x, y, z) 表示速度场的法向分量. 已知函数 ρ(t, x, y) 表示 Euler 外流的密度在边

界上的迹, U := (U(t, x, y), V (t, x, y)) 和 P (t, x, y) 分别表示外流的切向速度场和焓在边界上的迹, 它

们满足如下的 Bernoulli 定律:

∂tU +U · ∇U +∇P = 0. (1.4)

在陈述本文主要结果之前, 首先回顾与本文密切相关的非稳态边界层方程相关的研究进展. 不可

压流边界层方程最早由 Prandtl [28] 于 1904年提出,后也被称为 Prandtl方程. 围绕 Prandtl方程的研

究已有很长的历史, 由于耦合性和退化性的特点, 该方程的数学研究面临诸多挑战.

在切向速度关于法向变量满足单调性条件的前提下, Oleinik [24] 于 1966 年应用 Crocco 变换首次

证明了 Prandtl 方程局部解的存在性, 这一重要结果以及 Oleinik 与合作者的其他相关工作可参见文

献 [25]. 大约半个世纪以后, Alexandre 等 [1] 通过引入抵消机制来克服切向导数损失所带来的困难, 利

用经典能量估计的方法结合 Nash-Moser 迭代技巧, 得到了 Prandtl 方程在代数加权 Sobolev 空间下

的适定性结果. 同一时间, Masmoudi 和 Wong [23] 也独立发现了这种消去机制, 通过引入辅助函数, 利

用直接的能量估计, 得到了与文献 [1] 类似的结果. 此外, 在单调性假设并结合顺压差条件 (∂xP 6 0)

的情形下, Xin和 Zhang [36] 证明了 Prandtl方程整体弱解的存在性. 最近, Xin等 [37] 进一步证明了此

解是经典解. 从物理的观点来看, 单调性假设具有稳定性作用, 一旦这个条件被破坏, 边界层的分离现

象可能会出现, 关于 Prandtl 方程在 Sobolev 空间中的不适定性问题, 可参见文献 [7, 9, 11,13,14,35].

在没有单调性假设的条件下, 通过附加初值的解析性条件, 对 Prandtl 方程解的适定性研究最早

可追溯至 Sammartino 和 Caflisch 的工作. 他们在文献 [30] 中利用抽象的 Cauchy-Kowalewski 定理证

明了二维 Prandtl 方程在解析初值下的局部适定性. 随后, 该结果在文献 [22] 中得到了改进, 降低了

对法向解析性的要求. Kukavica 和 Vicol [16] 引入了新的解析范数, 利用直接的能量方法, 证明了二维

Prandtl 方程在解析框架下的局部适定性. 当初值足够小且有切向解析性时, Zhang 和 Zhang [39] 证明

了对于小外流, Prandtl 方程存在唯一的长时间解. 在此之后, Ignatova 和 Vicol [15] 通过引入合适的

好函数, 并利用消去思想获得了时间阻尼项, 成功延长了解的生命周期. 在此基础上, 通过对该好函数

的改进, 在外流足够小且随时间衰减的条件下, Paicu 和 Zhang [26] 建立了 Prandtl 方程在解析空间中

的整体适定性. 当将解析性要求拓展至 Gevrey 正则性时, 近年来也有一些新的进展, Gérard-Varet 和

Masmoudi [10] 在初值有唯一的非退化临界点的条件下, 证明了 Prandtl 方程在 G7/4 空间中的适定性.

进一步地, Li 和 Yang [18] 在非退化临界点假设的前提下, 得到了该方程在临界指标 G2 下 Gevrey 解

的存在唯一性. 随后, 通过构造适当的辅助函数及检验函数, 在没有初值单调性假设或者非退化临界

点的结构性假设时, Dietert 和 Gérard-Varet [6] 得到了 G2 空间中 Prandtl 方程的局部适定性. 更多关

于二维 Prandtl 方程适定性理论, 可参见文献 [2, 3, 31,32].

当研究从二维拓展至三维情形时, 由于多维速度场带来的复杂边界层结构以及二次流产生, 关于

Prandtl 方程的适定性研究更加困难. 除解析空间结果 [30, 39] 外, Liu 等 [21] 在有限阶光滑函数空间中,

基于单调性假设与一类特定的结构条件, 建立了三维 Prandtl方程的适定性. 最近, Li 等 [17] 在无需任

何结构假设的情形下, 采用新的抵消机制, 在 Gevrey 2 正则性框架下证明了 Prandtl 系统的局部适定

性. 其他相关研究可参见文献 [19, 20,27,29].

与不可压缩流边界层方程已有的深入研究相比, 可压缩流边界层的研究成果相对较少. Wang 和

Williams [33] 最早推导了满足 Navier 边界条件的可压缩等熵流边界层方程, 并分析了其稳定性. 在

无滑移边界条件下, 基于与经典 Prandtl 方程相同的单调性假设, 研究者分别采用不同的方法, 证明
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了二维可压缩等熵流边界层方程在 Sobolev 空间的局部适定性 [8, 12,34]. 在不依赖单调性假设的情形

下, Chen 等 [5] 针对小解析初值与特定外流, 进一步证明了二维情形下解的整体存在性. 最近, Chen

等 [4] 基于经典的 Cauchy-Kowalewski 定理引入变量变换, 利用能量估计方法, 证明了三维可压缩等熵

流边界层方程在带代数权的解析空间中的局部适定性. 关于可压缩流边界层的其他理论研究, 可参见

文献 [38].

本文研究三维可压缩等熵流边界层问题 (1.1)–(1.3), 不同于文献 [4] 中引入变量变换的方法, 本文

通过引入 Gauss 权函数克服线性增长项 zU∂zu 带来的困难, 利用直接的能量估计得到该初边值问题

的局部适定性. 一方面, 避免了引入变量变换带来的复杂计算; 另一方面, 避免了 Cauchy-Kowalewski

定理的运用, 方法上更为简洁直观.

2 主要结论

首先, 对边界条件 (1.3) 进行齐次化处理, 为此, 引入

u(t, x, y, z) = up(t, x, y, z)− [1− ϕ(z)]U(t, x, y), w(t, x, y, z) = wp(t, x, y, z), (2.1)

其中 ϕ(z) = 2
√
λ√
π

∫ +∞
z

e−λη2

dη, 参数 λ > 0, 其具体范围将在后文给出.

此时, 方程 (1.1)2 变形为

w = −zU −∇ · g −∇ρ̃ · g +Φ(∇ρ̃ ·U +∇ ·U), (2.2)

其中 ρ̃ = log ρ, U = ∂tρ̃+∇ ·U +∇ρ̃ ·U , Φ =
∫ z

0
ϕ(z̃)d z̃ 和 g = (

∫ z

0
ud z̃,

∫ z

0
vd z̃).

将 (2.1) 和 (2.2) 代入方程 (1.1), 可得方程

∂tu− ρ−1∂2zu+ L(u) +N (u) = F , (2.3)

其中线性项

L(u) = −zU∂zu+ (1− ϕ)u · ∇U + (1− ϕ)U · ∇u+ ϕ′(∇ρ̃ · g)U

+ ϕ′(∇ · g)U +Φ(∇ρ̃ ·U +∇ ·U)∂zu, (2.4)

非线性项

N (u) = −(∇ · g)∂zu− (∇ρ̃ · g)∂zu+ u · ∇u, (2.5)

源项

F = −zUϕ′U + ϕ(1− ϕ)U · ∇U − ρ−1ϕ′′U − ϕ∇P

+Φ(∇ρ̃ ·U)ϕ′U +Φ(∇ ·U)ϕ′U , (2.6)

且未知量 u 满足初值条件

u(0, x, y, z) = u0(x, y, z) = up
0(x, y, z)− (1− ϕ(z))U0(x, y), (2.7)

以及齐次边界条件

u(t, x, y, 0) = 0, lim
z→+∞

u(t, x, y, z) = 0. (2.8)
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为陈述主要结果, 引入求解初边值问题 (2.3)–(2.8) (或 (1.1)–(1.3)) 的函数空间. 定义如下的带权

实解析函数空间, 其在切向变量 (x, y) 方向上是实解析的, 在法向变量 z 上属于加权的 Sobolev 空间:

Xτ,µ = {∀α ∈ N2, θµ∂
α
hu(t, x, y, z) ∈ L2(R3

+; dxdydz) : ∥u∥Xτ,µ < +∞}, (2.9)

这里 ∂αh = ∂α1
x ∂α2

y , α = (α1, α2) ∈ N2, 并伴有如下范数:

∥u∥2Xτ ,µ =
∑
m>0

X2
m, ∥u∥2Yτ ,µ =

∑
m>1

Y 2
m,

∥u∥2Zτ ,µ =
∑
m>0

Z2
m, ∥u∥2Dτ ,µ =

∑
m>0

D2
m,

(2.10)

其中

Xm =

( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τmMm, (2.11)

Ym =

( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τm−1/2m1/2Mm, (2.12)

Dm =

( ∑
|α|=m

∥ρ−1/2θµ∂
α
h∂zu∥2L2

)1/2

τmMm, (2.13)

Zm =

( ∑
|α|=m

∥Zθµ∂αhu∥2L2

)1/2

τm−1/2m1/2Mm, Z =
z

t+ µ
, (2.14)

这里 τ := τ(t) 是关于时间的正函数, Mm 表示为

Mm =
(m+ 1)r

m!
, r > 3. (2.15)

特别地, 为了控制增长项 zU∂zu, 引入权函数 θµ 定义如下:

θµ(t, z) = exp

(
z2

1 + t/µ

)
, (2.16)

其中 µ 为适当小的正常数. 关于权函数 θµ 的引入, 是本文的主要创新之处.

下面陈述本文的主要结果.

定理 2.1 设外流和初值满足以下条件.

(i) 设密度函数 ρ(t, x, y) 有正的下界; (ρ,U) 对于 t ∈ [0, T ] 是一致实解析的, 即存在正常数 C∗ 以

及解析半径 τ∗ > 0 使得∑
|α|=m

∥∂αh ρ∥L∞([0,T ];L∞
h ) +

∑
|α|=m

∥∂αhU∥L∞([0,T ];L∞
h ) 6

C∗

τm∗ Mm
. (2.17)

(ii) 给定实数 µ, λ 和 r 满足 µ 6 1/C, λ > 1 和 r > 3, 其中 C = C(C∗, r, τ∗) 为适当大的正常数.

存在解析半径 τ0 > 0, 使得 u0 ∈ Xτ0,µ.

则存在时间 T∗ > 0, 使得初边值问题 (2.3)–(2.8) 在时间区间 [0, T∗] 上存在唯一解 u ∈ Xτ,µ, 其解

析半径 τ(t) > τ0/3.

注 2.1 定理 2.1 的证明主要包括先验估计与局部适定性的建立, 一旦建立了合适的先验估计,

关于切向解析解的局部存在性与唯一性的证明, 可采用与文献 [4, 15, 39] 相似的方法得到. 因此, 本文

仅给出相应的先验估计.
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3 先验估计

命题 3.1 在定理 2.1 的条件下, 初边值问题 (2.3)–(2.8) 的解满足如下先验估计:

∥u∥2Xτ,µ
+

∫ t

0

∥u(s)∥2Dτ,µ
ds . ∥u0∥2Xτ0,µ

, (3.1)

其中 τ(t) > τ0/3.

证明 令 |α| = m > 0, 将算子 ∂αh 作用于方程 (2.3), 并与 θ2µ∂
α
hu 作 L2 内积, 可得

⟨∂αh (∂tu− ρ−1∂2zu), θ
2
µ∂

α
hu⟩ = ⟨∂αh (F − L(u)−N (u)), θ2µ∂

α
hu⟩. (3.2)

首先, 处理方程 (3.2) 左边的项. 由 ∂tθµ = θµ
−µz2

(t+µ)2 = −µZ2θµ (这是与代数权不一样的关键性质),

可得

⟨∂αh∂tu, θ2µ∂αhu⟩ =
1

2

d

dt
∥θµ∂αhu∥2L2 + µ∥Zθµ∂αhu∥2L2 . (3.3)

又由 ∂zθµ = θµ
2µz
t+µ = 2µZθµ (这是与代数权不一样的另一个关键性质), 以及边界条件 (2.8), 有

−⟨∂αh (ρ−1∂2zu), θ
2
µ∂

α
hu⟩ = −⟨ρ−1∂αh∂

2
zu, θ

2
µ∂

α
hu⟩ −

∑
0<β6α

(
α

β

)
⟨∂βhρ

−1∂α−β
h ∂2zu, θ

2
µ∂

α
hu⟩

= ∥ρ−1/2θµ∂
α
h∂zu∥2L2 + 4µ⟨ρ−1θµ∂

α
h∂zu, Zθµ∂

α
hu⟩

+
∑

0<β6α

(
α

β

)
⟨θµ∂βhρ

−1∂α−β
h ∂zu, θµ∂

α
h∂zu⟩

+ 4µ
∑

0<β6α

(
α

β

)
⟨θµ∂βhρ

−1∂α−β
h ∂zu, Zθµ∂

α
hu⟩. (3.4)

再将 (3.3) 和 (3.4) 代入 (3.2) 的左边, 利用 Hölder 不等式, 可得

1

2

d

dt
∥θµ∂αhu∥2L2 + µ∥Zθµ∂αhu∥2L2 + ∥ρ−1/2θµ∂

α
h∂zu∥2L2

6 |⟨∂αh (F − L(u)−N (u)), θ2µ∂
α
hu⟩| − 4C∗µ∥ρ−1/2θµ∂

α
h∂zu∥L2∥Zθµ∂αhu∥L2

+ C∗
∑

0<β6α

(
α

β

)
∥∂βhρ

−1∥L∞
h
∥ρ−1/2θµ∂

α−β
h ∂zu∥L2∥ρ−1/2θµ∂

α
h∂zu∥L2

+ 4C∗µ
∑

0<β6α

(
α

β

)
∥∂βhρ

−1∥L∞
h
∥ρ−1/2θµ∂

α−β
h ∂zu∥L2∥Zθµ∂αhu∥L2 . (3.5)

用 τ2mM2
m 与 (3.5) 相乘, 并对满足 |α| = m 的指标 α 求和, 结合 Mm, Zm 和 Dm 的定义, 可得

1

2

d

dt

( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)
τ2mM2

m + µZ2
m +D2

m

6
∑

|α|=m

|⟨θµ∂αh (F − L(u)−N (u)), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m + 4CµZmDm

+ C∗

m∑
j=1

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βhρ
−1∥L∞

h

)( ∑
|γ|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
γ
h∂zu∥

2
L2

)1/2

5



陈雨风等: 三维可压缩等熵流边界层方程的局部适定性

×
( ∑

|α|=m

∥ρ−1/2θµ∂
α
h∂zu∥2L2

) 1
2

τ2mM2
m

+ 4C∗µ
m∑
j=1

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βhρ
−1∥L∞

h

)( ∑
|γ|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
γ
h∂zu∥

2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥Zθµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m. (3.6)

注意到, 在外流实解析的假设下, 可以验证 ρ−1 和 U 等外流项仍为实解析函数, 且通过适当增大常数

C∗ 以及减小解析半径 τ∗, 可使其均满足不等式 (2.17), 结合 Cauchy 不等式, 则有

1

2

d

dt
(X2

m)− τ ′Y 2
m + (µ− 8C2

∗µ
2)Z2

m +
1

2
D2

m

6
∑

|α|=m

|⟨θµ∂αh (F − L(u)−N (u)), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

+ C2
∗

m∑
j=1

(
τ

τ∗

)j

am,r,jDm−j(Dm + 4µZm), (3.7)

其中

am,r,j =
m!(m+ 1)rj!(m− j)!

j!(m− j)!(j + 1)r(m− j + 1)r
=

(m+ 1)r

(j + 1)r(m− j + 1)r
6 1. (3.8)

将 (3.7) 对所有的 m > 0 求和, 利用离散的 Young 不等式

∥ζ · (ξ ∗ η)∥l1 6 ∥ζ∥l2∥ξ∥l1∥η∥l2 , (3.9)

结合 (2.10), 可得

1

2

d

dt
∥u∥2Xτ,µ

− τ ′∥u∥2Yτ,µ
+ (µ− 8C2

∗µ
2)∥u∥2Zτ,µ

+
1

2
∥u∥2Dτ,µ

6
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (F − L(u)−N (u)), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

+ C2
∗

∑
m>1

m∑
j=1

(
τ

τ∗

)j

Dm−j(Dm + 4µZm)

6
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (F − L(u)−N (u)), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

+ C2
∗

∑
j>1

(
τ

τ∗

)j

(∥u∥2Dτ,µ
+ 4µ∥u∥Dτ,µ∥u∥Zτ,µ). (3.10)

选择 τ0 6 min{τ∗/2, τ∗/(1 + 16C2
∗)}, 则在 τ(t) 单调递减的假设下, 有

C2
∗

∑
j>1

(
τ

τ∗

)j

6 C2
∗

∑
j>1

(
τ0
τ∗

)j

= C2
∗

τ0
τ∗ − τ0

6 1

16
. (3.11)

综上, 联合 (3.10) 和 (3.11), 利用 Cauchy 不等式, 可得

1

2

d

dt
∥u∥2Xτ,µ

− τ ′∥u∥2Yτ,µ
+ (µ− Cµ2)∥u∥2Zτ,µ

+
3

8
∥u∥2Dτ,µ

6
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6
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (F − L(u)−N (u)), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m, (3.12)

其中常数 C = 8C2
∗ + 1/4. 下面将 (3.12) 的右端分为三个部分进行估计.

首先, 给出 g 和 u 的某些估计, 其在后续证明中将多次使用. 后面, 用 A . B (A & B) 表示存在

一个常数 C, 使得 A 6 CB (A > CB).

引理 3.1 对所有的 m > 0, |α| = m 和 µ > 0, 有如下估计:

∥∂αhg∥L2
hL

∞
z

. ∥θµ∂αhu∥L2 , (3.13)

∥∂αhg∥L∞
h L∞

z
. ∥θµ∂αhu∥

1/2
L2 ∥θµ∂α+e2

h u∥1/2L2 + ∥θµ∂α+e1
h u∥1/2L2 ∥θµ∂α+e

h u∥1/2L2 , (3.14)

∥∂αhu∥L2
hL

∞
z

. ∥θµ∂αh∂zu∥L2 , (3.15)

∥∂αhu∥L∞
h L∞

z
. ∥θµ∂αh∂zu∥

1/2
L2 ∥θµ∂α+e2

h ∂zu∥1/2L2 + ∥θµ∂α+e1
h ∂zu∥1/2L2 ∥θµ∂α+e

h ∂zu∥1/2L2 , (3.16)

其中 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), e = (1, 1).

证明 根据 g 的定义, 有

|∂αhg| 6
∫ z

0

θ−1
µ |θµ∂αhu(t, x, y, z̃)|dz̃ 6

∫ +∞

0

θ−1
µ |θµ∂αhu(t, x, y, z̃)|dz̃. (3.17)

又当 µ > 0 时, θ−1
µ ∈ L2

z, 可得

∥∂αhg∥L∞
z

6 ∥θ−1
µ ∥L2

z
∥θµ∂αhu∥L2

z
. ∥θµ∂αhu∥L2

z
. (3.18)

对 (3.18) 两边关于切向方向取 L2 范数, 即得 (3.13).

而对 (3.18) 两边关于切向方向取 L∞ 范数, 再利用如下的二维 Agmon 不等式:

∥f∥L∞
x,y

. ∥f∥1/2L2
x,y

∥∂yf∥1/2L2
x,y

+ ∥∂xf∥1/2L2
x,y

∥∂x∂yf∥1/2L2
x,y
, (3.19)

即可得到 (3.14).

由于 u =
∫ z

0
∂zud z̃, 利用类似的方法可直接得到 (3.15) 和 (3.16). 引理 3.1 证毕.

3.1 线性项的估计

引理 3.2 给定实数 µ > 0 和 λ > 1, 有如下估计:

L =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhL(u), θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m

6 1

8
∥u∥2Dτ,µ

+ C

(
1

τ
∥u∥2Xτ,µ

+ ∥u∥2Xτ,µ
+ ∥u∥2Yτ,µ

+ µ2∥u∥2Zτ,µ

)
, (3.20)

其中 C = C(C∗, r, τ∗) 为适当大的正常数.

证明 由 (2.4), 记

L(u) = −zU∂zu+ (1− ϕ)u · ∇U + (1− ϕ)U · ∇u+ ϕ′(∇ρ̃ · g)U

+ ϕ′(∇ · g)U +Φ(∇ρ̃ ·U +∇ ·U)∂zu

=:
6∑

i=1

Li. (3.21)

7
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令

Li =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhLi, θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m, (3.22)

则有

L =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhL(u), θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m 6

6∑
i=1

Li. (3.23)

接下来对 (3.23) 右端进行逐项估计. 首先, 对于 L1, 有

L1 =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (zU∂zu), θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m

6 C∗(t+ µ)
∑
m>0

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥∂βhU∥L∞

h
∥ρ−1/2θµ∂

α−β
h ∂zu∥L2∥Zθµ∂αhu∥L2

6 C∗(t+ µ)
∑
m>0

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βhU∥L∞
h

)( ∑
|γ|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
γ
h∂zu∥

2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥Zθµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

6 C2
∗(t+ µ)

∑
m>0

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

am,r,jDm−jZm. (3.24)

假设 T 足够小使得 T 6 µ 成立, 结合估计 (2.10), (3.8) 和 (3.11), 并利用离散的 Young 不等式, 可得

L1 6 1

16
∥u∥2Dτ,µ

+ Cµ2∥u∥2Zτ,µ
, (3.25)

其中 C 为适当大的正常数.

下面给出 L2 的估计. 根据 ϕ 的定义可知, 当 µ > 0 时有 ϕ ∈ L∞
z , 可得

L2 =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh ((1− ϕ)u · ∇U), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

6
∑
m>0

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥1− ϕ∥L∞

z
∥∂βh∇U∥L∞

h
∥θµ∂α−β

h u∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m

6
∑
m>0

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βh∇U∥L∞
h

)( ∑
|γ|=m−j

∥θµ∂γhu∥
2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

6 C∗
∑
m>0

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

am,r,jXm−jXm

. ∥u∥2Xτ,µ
. (3.26)

8
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L3 可分解成如下两部分:

L3 = |⟨θµ(1− ϕ)(U · ∇u), θµu⟩|+
∑
m>1

∑
|α|=m

|⟨θµ(1− ψ)∂αh (U · ∇u), θµ∂
α
hu⟩|

=: L1
3 + L2

3. (3.27)

根据 Hölder 不等式, 可得

L1
3 6 ∥1− ϕ∥L∞

z
∥U∥L∞

h
∥θµ∇u∥L2∥θµu∥L2 . 1

τ
X1X0 . 1

τ
∥u∥2Xτ,µ

, (3.28)

以及

L2
3 6

∑
m>1

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥1− ϕ∥L∞

z
∥∂βhU∥L∞

h
∥θµ∂α−β

h ∇u∥L2

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m

6
∑
m>1

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βhU∥L∞
h

)( ∑
|γ|=m−j+1

∥θµ∂γhu∥
2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

6 C∗
∑
m>1

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

bm,r,jYm−j+1Ym. (3.29)

由于对所有的 0 6 j 6 m 和 m > 1, 有

bm,r,j =

(
m
j

)
Mm

MjMm−j+1(m− j + 1)1/2m1/2

6 (m+ 1)r

(j + 1)r(m− j + 1)r
(m− j + 1)1/2

m1/2

6 C, (3.30)

再利用离散的 Young 不等式, 可得

L2
3 . ∥u∥2Yτ,µ

. (3.31)

综合 (3.28) 和 (3.31), 有

L3 . 1

τ
∥u∥2Xτ,µ

+ ∥u∥2Yτ,µ
. (3.32)

接下来, 给出 L4 的估计:

L4 =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (ϕ′(∇ρ̃ · g)U), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

6
∑
m>0

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥θµϕ′∥L2

z
∥∂βh (∇ρ̃⊗U)∥L∞

h
∥θµ∂α−β

h g∥L2
hL

∞
z

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m. (3.33)

9
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注意到

ϕ′ =
−2

√
λ√
π

exp(−λz2), θµϕ
′ =

−2
√
λ√
π

exp

[(
− λ+

µ

t+ µ

)
z2
]
, (3.34)

则当 λ > 1 时, 有 θµϕ
′ ∈ L2

z. 结合引理 3.1, 可得

L4 .
∑
m>0

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βh (∇ρ̃⊗U)∥L∞
h

)( ∑
|γ|=m−j

∥θµ∂γhu∥
2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>0

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

am,r,jXm−jXm

. ∥u∥2Xτ,µ
. (3.35)

对于 L5, 可作如下分解:

L5 = |⟨θµϕ′(∇ · g)U , θµu⟩|+
∑
m>1

∑
|α|=m

|⟨θµψ′∂αh [(∇ · g)U ], θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

=: L1
5 + L2

5. (3.36)

利用引理 3.1 和 Hölder 不等式, 可得

L1
5 6 ∥θµϕ′∥L2

z
∥∇ · g∥L2

hL
∞
z
∥U∥L∞

h
∥θµu∥L2

. ∥θµ∇u∥L2∥θµu∥L2 . 1

τ
X1X0 . 1

τ
∥u∥2Xτ,µ

, (3.37)

以及

L2
5 6

∑
m>1

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥θµϕ′∥L2

z
∥∂βhU∥L∞

h
∥θµ∂α−β

h (∇ · g)∥L2
hL

∞
z

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m

.
∑
m>1

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βhU∥L∞
h

)( ∑
|γ|=m−j+1

∥θµ∂γhu∥
2
L2

)1/2

×
( ∑

|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>1

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

bm,r,jYm−j+1Ym . ∥u∥2Yτ,µ
. (3.38)

联合 (3.37) 和 (3.38), 可得

L5 . 1

τ
∥u∥2Xτ,µ

+ ∥u∥2Yτ,µ
. (3.39)

10
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最后, 给出 L6 的估计:

L6 .
∑
m>0

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
∥Φ∥L∞

z
(∥∂βh (∇ρ̃ ·U)∥L∞

h
+ ∥∂βh (∇ ·U)∥L∞

h
)

× ∥ρ−1/2θµ∂
α−β
h ∂zu∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m. (3.40)

又根据 Φ 的定义, 当 λ > 0 时, Φ ∈ L∞
z , 可得

L6 .
∑
m>0

m∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥∂βh (∇ρ̃ ·U)∥L∞
h

+
∑
|β|=j

∥∂βh (∇ ·U)∥L∞
h

)

×
( ∑

|γ|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
γ
h∂zu∥

2
L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>0

m∑
j=0

(
τ

τ∗

)j

am,r,jDm−jXm

. ∥u∥Dτ,µ∥u∥Xτ,µ 6 1

16
∥u∥2Dτ,µ

+ C∥u∥2Xτ,µ
. (3.41)

综合 L1–L6 的估计, 引理 3.2 得证.

3.2 非线性项的估计

引理 3.3 给定实数 µ > 0 和 r > 3, 有如下估计:

N =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhN , θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

6 1

8
∥u∥2Dτ,µ

+
C

τ4
∥u∥4Xτ,µ

+
C

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

,

其中 C = C(C∗, r, τ∗) 为适当大的正常数.

证明 由 (2.5), 记

N (u) = −(∇ · g)∂zu− (∇ρ̃ · g)∂zu+ u · ∇u =:

3∑
i=1

Ni. (3.42)

令

Ni =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhNi, θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m, (3.43)

则有

N =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhN , θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m 6
3∑

i=1

Ni. (3.44)

接下来, 对 N1–N3 进行逐项估计.

对于 N1, 作如下分解:

N1 = |⟨θµ(∇ · g)∂zu, θµu⟩|+
∑
m>1

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh [(∇ · g)∂zu], θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m

11
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=: N1
1 +N2

1 . (3.45)

由引理 3.1 可得

N1
1 6 ∥∇ · g∥L2

hL
∞
z
∥θµ∂zu∥L∞

h L2
z
∥θµu∥L2

. ∥θµ∇u∥L2(∥ρ−1/2θµ∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂y∂zu∥1/2L2 ∥θµu∥L2

+ ∥ρ−1/2θµ∂x∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂x∂y∂zu∥1/2L2 ∥θµu∥L2)

. 1

τ
Y1D

1/2
0 D

1/2
1 X0 +

1

τ2
Y1D

1/2
1 D

1/2
2 X0

. 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥Yτ,µ∥u∥Xτ,µ . (3.46)

需要强调, (3.46) 用到了 τ 6 τ∗/2.

对于 N2
1 , 有

N2
1 =

∑
m>1

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
|⟨θµ∂α−β

h (∇ · g)∂βh∂zu, θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

6 N2
1,1 +N2

1,2, (3.47)

其中

N2,1
1 =

∑
m>1

[m/2]∑
j=0

∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

(
m

j

)
∥∂α−β

h (∇ · g)∥L2
hL

∞
z
∥θµ∂βh∂zu∥L∞

h L2
z

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m, (3.48)

N2,2
1 =

∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

(
m

j

)
∥∂α−β

h (∇ · g)∥L∞∥θµ∂βh∂zu∥L2

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m. (3.49)

借助引理 3.1, 可得

N2,1
1 .

∑
m>1

[m/2]∑
j=0

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

∥θµ∂α−β
h ∇u∥L2∥θµ∂αhu∥L2

× (∥ρ−1/2θµ∂
β
h∂zu∥

1/2
L2 ∥ρ−1/2θµ∂

β+e2
h ∂zu∥1/2L2

+ ∥ρ−1/2θµ∂
β+e1
h ∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂

β+e
h ∂zu∥1/2L2 )τ2mM2

m

.
∑
m>1

[m/2]∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|γ|=m−j+1

∥θµ∂γhu∥
2
L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

×
j+2∑
|β|=j

∥ρ−1/2θµ∂
β
h∂zu∥L2τ2mM2

m. (3.50)

12
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注意到 ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥L2 6 (m+ 1)1/2
( ∑

|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

, (3.51)

则有

N2,1
1 .

∑
m>1

[m/2]∑
j=0

3∑
i=1

cm,r,j,iYm−j+1Dj+i−1Ym
τ i−1

. (3.52)

对于所有的 0 6 j 6 [m/2] 和 1 6 i 6 3, 有

cm,r,j,i =

(
m
j

)
(j + i)1/2Mm

(m− j + 1)1/2Mm−j+1Mj+i−1m1/2

6 (m+ 1)r

(m− j + 2)r
(m− j + 1)1/2

m1/2
(j + i)i−1/2−r

. (j + i)i−1/2−r, (3.53)

因此, 当 r > 3 时, 结合离散的 Young 不等式, 可得

N2,1
1 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

. (3.54)

类似地, 利用引理 3.1, 有

N2,2
1 .

∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

∥ρ−1/2θµ∂
β
h∂zu∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

× (∥θµ∂α−β
h ∇u∥1/2L2 ∥θµ∂α−β+e2

h ∇u∥1/2L2

+ ∥θµ∂α−β+e1
h ∇u∥1/2L2 ∥θµ∂α−β+e

h ∇u∥1/2L2 )τ2mM2
m

.
∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥ρ−1/2θµ∂
β
h∂zu∥

2
L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

×
m−j+2∑
|γ|=m−j

∥θµ∂γh∇u∥L2τ2mM2
m

.
∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

3∑
i=1

dm,r,j,iDjYm−j+iYm
τ i−1

. (3.55)

对于所有的 [m/2] + 1 6 j 6 m 和 1 6 i 6 3, 有

dm,r,j,i =

(
m
j

)
Mm

Mm−j+iMjm1/2
6 (m+ 1)r

(j + 1)r
(m− j + i)1/2

m1/2

(m− j + i)i−1/2

(m− j + i+ 1)r

. (m− j + i)i−1/2−r, (3.56)

则当 r > 3 时, 利用离散的 Young 不等式, 可得

N2,2
1 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

. (3.57)
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联合 (3.46), (3.54) 和 (3.57) , 可得 N1 的估计

N1 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ

∥u∥2Yτ,µ
+

1

τ2
∥u∥Dτ,µ

∥u∥Yτ,µ
∥u∥Xτ,µ

. (3.58)

下面转向 N2 的估计:

N2 =
∑
m>0

∑
|α|=m

∑
06β6α

(
α

β

)
|⟨θµ∂βh (∇ρ̃ · g)∂

α−β
h ∂zu, θµ∂

α
hu⟩|τ2mM2

m

6 N1
2 +N2

2 , (3.59)

其中

N1
2 =

∑
m>0

[m/2]∑
j=0

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

[ ∑
06γ6β

(
β

γ

)
∥∂γh∇ρ̃∥L∞

h
∥∂β−γ

h g∥L∞

]
× ∥θµ∂α−β

h ∂zu∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m, (3.60)

N2
2 =

∑
m>0

m∑
j=[m/2]+1

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

[ ∑
06γ6β

(
β

γ

)
∥∂γh∇ρ̃∥L∞

h
∥∂β−γ

h g∥L2
hL

∞
z

]
× ∥θµ∂α−β

h ∂zu∥L∞
h L2

z
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m. (3.61)

对于 N1
2 , 根据 Young 不等式, 有

N1
2 .

∑
m>0

[m/2]∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∑
06γ6β

(
β

γ

)
∥∂γh∇ρ̃∥L∞

h
∥∂β−γ

h g∥L∞

)

×
( ∑

|ν|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
ν
h∂zu∥2L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m. (3.62)

由引理 3.1, 可得∑
|β|=j

∑
06γ6β

(
β

γ

)
∥∂γh∇ρ̃∥L∞

h
∥∂β−γ

h g∥L∞

6
j∑

i=0

(
j

i

) ∑
|β|=j

∑
|γ|=i,γ6β

∥∂γh∇ρ̃∥L∞
h

× (∥θµ∂β−γ
h u∥1/2L2 ∥θµ∂β−γ+e2

h u∥1/2L2

+ ∥θµ∂β−γ+e1
h u∥1/2L2 ∥θµ∂β−γ+e

h u∥1/2L2 )

.
j∑

i=0

(
j

i

) ∑
|γ|=i

∥∂γh∇ρ̃∥L∞
h

j−i+2∑
|δ|=j−i

∥θµ∂δhu∥L2 . (3.63)

将 (3.63) 代入 (3.62), 并结合 (3.51), 可得

N1
2 .

∑
m>0

[m/2]∑
j=0

j∑
i=0

(
τ

τ∗

)i 3∑
k=1

dm,r,j,i,kDm−jXmXj−i+k

τk−1
, (3.64)

其中

dm,r,j,i,k =

(
m
j

)(
j
i

)
(j − i+ k)1/2Mm

MiMj−iMm−j+k−1
. (3.65)
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对于所有的 0 6 j 6 [m/2] 和 1 6 k 6 3, 直接计算可得

dm,r,j,i,k . (j − i+ k)k−1/2−r. (3.66)

因此, 当 r > 3 时, 利用离散的 Young 不等式 (3.9), 有

N1
2 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Xτ,µ

. (3.67)

对于 N2
2 , 有

N2
2 .

∑
m>0

m∑
j=[m/2]+1

j∑
i=0

(
m

j

)(
j

i

)[ ∑
|β|=j

( ∑
|γ|=i,γ6β

∥∂γh∇ρ̃∥L∞
h
∥θµ∂β−γ

h u∥L2

)2]1/2

×
m−j+2∑
|ν|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
ν
h∂zu∥L2

( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>0

m∑
j=[m/2]+1

j∑
i=0

(
m

j

)(
j

i

)( ∑
|γ|=i

∥∂µh∇ρ̃∥L∞
h

)( ∑
|δ|=j−i

∥θµ∂δu∥2L2

)1/2

×
m−j+2∑
|ν|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
ν
h∂zu∥L2

( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>0

m∑
j=[m/2]+1

j∑
i=0

(
τ

τ∗

)i 3∑
k=1

em,r,j,i,kXj−iDm−j+k−1Xm

τk−1
. (3.68)

对所有的 [m/2] + 1 6 j 6 m 和 1 6 k 6 3, 有

em,r,j,i,k =

(
m
j

)(
j
i

)
(m− j + k)1/2Mm

MiMj−iMm−j+k−1
. (m− j + k)k−1/2−r. (3.69)

联合 (3.68) 和 (3.69), 并利用 (3.9), 可得

N2
2 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Xτ,µ

. (3.70)

综合 (3.67) 和 (3.70), 得到 N2 的估计为

N2 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Xτ,µ

. (3.71)

最后, 给出 N3 的估计:

N3 = |⟨θµ(u · ∇u), θµu⟩|+
∑
m>1

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (u · ∇u), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

=: N1
3 +N2

3 . (3.72)

由引理 3.1, 可得

N1
3 6 ∥u∥L∞∥θµ∇u∥L2∥θµu∥L2

. ∥ρ−1/2θµ∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂y∂zu∥1/2L2 ∥θµ∇u∥L2∥θµu∥L2
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+ ∥ρ−1/2θµ∂x∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂x∂y∂zu∥1/2L2 ∥θµ∇u∥L2∥θµu∥L2

. D
1/2
0 D

1/2
1 Y1X0

τ
+
D

1/2
1 D

1/2
2 Y1X0

τ2

. 1

τ2
∥u∥Dτ,λ

∥u∥Yτ,λ
∥u∥Xτ,λ

. (3.73)

对于 N2
3 , 有

N2
3 =

∑
m>1

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αh (u · ∇u), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m 6 N2,1
3 +N2,2

3 , (3.74)

其中

N2,1
3 =

∑
m>1

[m/2]∑
j=0

∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

(
m

j

)
∥∂α−β

h u∥L2
hL

∞
z
∥θµ∂βh∇u∥L∞

h L2
z

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m, (3.75)

N2,2
3 =

∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

(
m

j

)
∥∂α−β

h u∥L∞∥θµ∂βh∇u∥L2

× ∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m. (3.76)

对于 N2,1
3 , 根据引理 3.1 和 (3.51), 可得

N2,1
3 .

∑
m>1

[m/2]∑
j=0

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

∥ρ−1/2θµ∂
α−β
h ∂zu∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

× (∥θµ∂βh∇u∥1/2L2 ∥θµ∂β+e2
h ∇u∥1/2L2 + ∥θµ∂β+e1

h ∇u∥1/2L2 ∥θµ∂β+e
h ∇u∥1/2L2 )

.
∑
m>1

[m/2]∑
j=0

(
m

j

)( ∑
|γ|=m−j

∥ρ−1/2θµ∂
γ
h∂zu∥

2
L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

×
j+2∑
|β|=j

∥θµ∂βh∇u∥L2τ2mM2
m

.
∑
m>1

[m/2]∑
j=0

3∑
i=1

fm,r,j,iDm−jYj+iYm
τ i−1

, (3.77)

其中, 对于所有的 0 6 j 6 [m/2] 和 1 6 i 6 3, 有

fm,r,j,i =

(
m
j

)
Mm

Mm−jMj+im1/2
. (j + i)i−1/2−r, (3.78)

因此, 当 r > 3 时, 有

N2,1
3 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

. (3.79)

类似地, 对于 N2,2
3 , 有

N2,2
3 .

∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

(
m

j

) ∑
|α|=m

∑
|β|=j,β6α

∥θµ∂βh∇u∥L2∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2
m
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× (∥ρ−1/2θµ∂
α−β
h ∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂

α−β+e2
h ∂zu∥1/2L2

+ ∥ρ−1/2θµ∂
α−β+e1
h ∂zu∥1/2L2 ∥ρ−1/2θµ∂

α−β+e
h ∂zu∥1/2L2 )

.
∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

(
m

j

)( ∑
|β|=j

∥θµ∂βh∇u∥2L2

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

×
m−j+2∑
|γ|=m−j

∥θµ∂γh∂zu∥L2τ2mM2
m

.
∑
m>1

m∑
j=[m/2]+1

3∑
i=1

hm,r,j,iYj+1Dm−j+iYm
τ i−1

. (3.80)

对 [m/2] + 1 6 j 6 m 和 1 6 i 6 3, 有

hm,r,j,i =

(
m
j

)
(m− j + i)1/2Mm

Mm−j+i−1(j + 1)1/2Mj+1m1/2
. (m− j + i)i−1/2−r, (3.81)

因此, 当 r > 3 时, 可得

N2,2
3 . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

. (3.82)

联合 (3.73), (3.79) 和 (3.82), 得到

N3 . 1

τ2
∥u∥Dτ,λ

∥u∥Yτ,λ
∥u∥Xτ,λ

+
1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

. (3.83)

综合 N1–N3 的估计 (3.58), (3.71) 和 (3.83), 利用 Cauchy 不等式, 可得

N . 1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Xτ,µ

+
1

τ2
∥u∥Dτ,λ

∥u∥Yτ,λ
∥u∥Xτ,λ

+
1

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

6 1

8
∥u∥2Dτ,µ

+
C

τ4
∥u∥4Xτ,µ

+
C

τ2
∥u∥Dτ,µ∥u∥2Yτ,µ

, (3.84)

则引理 3.3 得证.

3.3 源项的估计

引理 3.4 给定实数 µ > 0 和 λ > 1, 有如下估计:

F =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhF , θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m 6 C∥u∥Xτ,µ , (3.85)

其中 C = C(C∗, r, τ∗) 为适当大的正常数.

证明 由 (2.6), 记

F = −zŨϕ′U + ϕ(1− ϕ)U · ∇U − ρ−1ϕ′′U − ϕ∇P

+Φ(∇ρ̃ ·U)ϕ′U +Φ(∇ ·U)ϕ′U

=:
6∑

i=1

Fi. (3.86)

令

Fi =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhFi, θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m, (3.87)
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则有

F =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨θµ∂αhF , θµ∂αhu⟩|τ2mM2
m 6

6∑
i=1

Fi. (3.88)

下面对 F1–F6 进行逐项估计.

关于 F1, 由 (3.34) 可知, 当 λ > 1 时, 有 zθµϕ
′ ∈ L2

z. 结合不等式 (3.90), 可得

F1 =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨zθµϕ′∂αh (UU), θµ∂
α
hu⟩|τ2mM2

m

6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥zθµϕ′∥L2
z
∥∂αh (UU)∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

.
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh (UU)∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

.
∑
m>0

(
τ

τ∗

)m

Xm

. ∥u∥Xτ,µ . (3.89)

这里用到了 τ 6 τ∗/2, 且由不等式 (2.17), 结合 Leibniz 公式, 可以证明函数 UU 在 t ∈ [0, T ] 上也是实

解析的, 且适当增加 C∗ 并减小 τ∗, 其满足如下估计:( ∑
|α|=m

∥∂αh (UU)∥2L2
h

)1/2

6 C∗

τm∗ Mm
. (3.90)

进一步地, 可以验证 U · ∇U , ρ−1U , ∇P, (∇ρ̃ ·U)U 和 (∇ ·U)U 均有上述估计.

对于 F2, 有

F2 =
∑
m>0

∑
|α|=m

|⟨ϕ(1− ϕ)θµ∂
α
h (U · ∇U), θµ∂

α
hu⟩|τ2mM2

m

6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥θµϕ(1− ϕ)∥L2
z
∥∂αh (U · ∇U)∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m. (3.91)

由于

θµϕ =
2
√
λ√
π

∫ +∞

z

e
z2

1+t/µ e−λη2

dη 6 2
√
λ√
π

∫ +∞

z

e(
µ

t+µ−λ)η2

dη, (3.92)

所以当 λ > 1 时, 有

∥θµϕ(1− ϕ)∥L2
z
6 ∥1− ϕ∥L∞

z
∥θµϕ∥L2

z
6 C. (3.93)

结合不等式 (3.90), 可得

F2 .
∑
m>0

∑
|α|=m

∥∂αh (U · ∇U)∥L2
h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

.
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh (U · ∇U)∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

. ∥u∥Xτ,µ . (3.94)
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下面给出 F3 的估计:

F3 6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥θµϕ′′∥L2
z
∥∂αh (ρ−1U)∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m. (3.95)

注意到

θµϕ
′′ =

4λ
√
λz√
π

exp

[(
µ

t+ µ
− λ

)
z2
]
, (3.96)

则当 λ > 1 时, 有 θµϕ
′′ ∈ L2

z, 即得

F3 .
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh (ρ−1U)∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m . ∥u∥Xτ,µ . (3.97)

对于 F4, 根据 (3.93), 可得

F4 6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥θµϕ∥L2
z
∥∂αh (∇P )∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

.
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh (∇P )∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

. ∥u∥Xτ,µ . (3.98)

接下来给出 F5 的估计, 利用 (3.34) 和 Hölder 不等式, 有

F5 6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥Φ∥L∞
z
∥θµϕ′∥L2

z
∥∂αh ((∇ρ̃ ·U)U)∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

.
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh ((∇ρ̃ ·U)U)∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

. ∥u∥Xτ,µ . (3.99)

类似地, 有

F6 6
∑
m>0

∑
|α|=m

∥Φ∥L∞
z
∥θµϕ′∥L2

z
∥∂αh ((∇ ·U)U)∥L2

h
∥θµ∂αhu∥L2τ2mM2

m

.
∑
m>0

( ∑
|α|=m

∥∂αh ((∇ ·U)U)∥2L2
h

)1/2( ∑
|α|=m

∥θµ∂αhu∥2L2

)1/2

τ2mM2
m

. ∥u∥Xτ,µ . (3.100)

综合 F1–F6 的估计, 有

F . ∥u∥Xτ,µ . (3.101)

引理 3.4 证毕.
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3.4 命题 3.1 的证明

综合 (3.12) 和引理 3.2–3.4, 有如下估计:

1

2

d

dt
∥u∥2Xτ,µ

+ (µ− Cµ2)∥u∥2Zτ,µ
+

1

8
∥u∥2Dτ,µ

6
(
τ ′ + C +

C

τ2
∥u∥Dτ,µ

)
∥u∥2Yτ,µ

+ C

(
1

τ4
∥u∥4Xτ,µ

+

(
1 +

1

τ

)
∥u∥2Xτ,µ

+ ∥u∥Xτ,µ

)
. (3.102)

令解析半径 τ(t) 满足如下的初值问题:τ̇ + C +
C

τ2
∥u∥Dτ,µ = 0,

τ(0) = τ0.
(3.103)

显然 τ(t) 是单调递减的, 且满足

τ3 > τ30 − 3Cτ20 t− 3Ct1/2
(∫ t

0

∥u(s)∥2Dτ,µ
ds

)1/2

. (3.104)

假设对于适当小的时间 0 < T1 < T , 有∫ t

0

∥u(s)∥2Dτ,µ
ds 6 C∥u0∥2Xτ0,µ

, (3.105)

则由 (3.104), 存在时间 0 < T2 < T1, 使得

τ0
3

6 τ(t). (3.106)

最后, 验证 (3.105). 令

µ− Cµ2 > 0 → µ 6 1/C, (3.107)

再结合 (3.102), (3.103) 和 (3.106), 有

1

2

d

dt
∥u∥2Xτ,µ

+
1

8
∥u∥2Dτ,µ

. ∥u∥4Xτ,µ
+ ∥u∥2Xτ,µ

+ ∥u∥Xτ,µ . (3.108)

进一步地, 根据常微分方程比较原理, 存在足够小的时间 T∗, 有

∥u∥2Xτ,µ
+

∫ t

0

∥u(s)∥2Dτ,µ
ds . ∥u0∥2Xτ0,µ

, (3.109)

即 (3.105) 成立, 命题 3.1 得证.
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The local well-posedness of the three-dimensional compressible
isentropic boundary layer equations

Yufeng Chen, Jingna Li & Lizhi Ruan

Abstract The Prandtl equations governing the boundary layer for incompressible flows are extensively studied
in different contexts. The mathematical study of boundary layers for compressible flows remains relatively lim-
ited. In particular, in the three-dimensional setting, there are few results for boundary layer problems in either
incompressible or compressible flows. In this paper, we consider the three-dimensional boundary layer equations
for compressible isentropic flows with no-slip boundary conditions. Under the assumption that the initial data
is analytic in the tangential variables and has Sobolev regularity in the normal direction, we establish the local
well-posedness of the system using direct energy estimates.
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