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摘要 本文在一致双曲之外的微分动力系统中研究无类物理行为和远离熵公式测度的点集的拓扑熵.

一方面, 针对中心多个一维的部分双曲系统, 本文证明该点集的拓扑熵大于等于所有双曲测度的测度

熵的上确界, 并证明对于 Mañé 微分同胚, 该点集的拓扑熵等于整个系统的拓扑熵. 另一方面, 针对遍

历的类物理测度和满足熵公式的测度个数是可数的且每个遍历的类物理测度和满足熵公式的测度都

是双曲的微分动力系统, 本文证明该点集的拓扑熵等于整个系统的拓扑熵, 并给出该结论的应用. 最

后, 本文对 C1 通有的保体积微分同胚证明该点集的拓扑熵大于等于体积测度的测度熵.

关键词 部分双曲 类物理行为 熵公式 拓扑熵

MSC (2020) 主题分类 37C05, 37C50, 37D25, 37D30

1 引言

微分动力系统研究微分流形上的微分同胚或流. 1967年, Smale [37] 发现了同宿轨产生复杂现象背

后的几何机制, 即同宿轨附近存在 Smale 马蹄. 随后, 一致双曲系统的概念被提出, Smale, Anosov 和

Sinai等发展了谱分解、Markov分割、Sinai-Ruelle-Bowen (SRB)测度及平衡态的存在唯一性、周期轨

的分布、遍历测度的稠密性等一致双曲系统的核心理论 (读者可以从 Bowen 的书 [10] 中读到这些结

论及相关的历史). 一致双曲系统的结构稳定性告诉我们,一致双曲的微分同胚在全体微分同胚中形成

一个开集 (参见文献 [44]). 而 Newhouse [32] 证明了一致双曲的微分同胚在全体微分同胚中并不一定

是稠密的, 这说明一致双曲之外还有大量的系统. 非一致双曲系统 [6, 38] 和部分双曲系统 [33] 是一致双

曲之外被人们深入研究的两类系统. 称一个测度是双曲的, 如果它有正 Lyapunov 指数和负 Lyapunov

指数, 没有零 Lyapunov 指数. 称一个系统为非一致双曲系统, 如果其具有一个双曲遍历测度. 部分双
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曲是在一致双曲的基础上存在中心方向.自从 Sinai [36], Ruelle [34] 和 Bowen [8] 在一致双曲系统中得到

SRB 测度的存在唯一性, 以及 Ledrappier 和 Strelcyn [24] 及 Ledrappier 和 Young [25,26] 对 C2 的微分

同胚证明了一个有正 Lyapunov指数的不变测度是 SRB测度当且仅当其满足 Pesin熵公式之后,寻找

SRB 测度以及相关的满足 Pesin 熵公式的测度、物理测度等逐步发展成为微分动力系统的核心问题

之一. 在文献 [12] 中, 一个较弱的概念被提出, 称之为类物理测度, 这样的测度被证明总是存在的, 并

且对 Lebesgue测度几乎处处的点,其经验测度的极限都是类物理测度.因此类物理测度成为寻找 SRB

测度和物理测度的出发点 (参见文献 [11,42]). 文献 [14]对一致双曲系统研究了无类物理行为的点, 即

经验测度的极限都不是类物理测度的点. 这样的点构成的集合在 Lebesgue测度的意义下是平凡的,但

文献 [14]证明了这样的点构成一个满拓扑熵的集合.更进一步地,在文献 [14]的基础上,基于文献 [15]

中对各种轨道结构的分布混沌的研究及文献 [20] 中对双曲周期点的横截同宿类的强分布混沌 (强于

1- 型分布混沌 DC1 (distributional chaos of type 1)) 的研究, 文献 [21] 中对双曲周期点的横截同宿类

的非正则点集的拓扑熵的研究,以及文献 [18]中对逐点涌现的研究,文献 [19]同样针对一致双曲系统,

证明了对于无类物理行为且远离熵公式测度的点集, 如果按照逐点涌现的表现对其进行分层, 则每一

层次都具有强分布混沌和满拓扑熵. 更多轨道分层结构的研究还有很多, 可参见文献 [17,22,41]. 本文

在非一致双曲系统和部分双曲系统中研究无类物理行为和远离熵公式测度的点集的拓扑熵.

设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, 给定 r > 1, 记 Diffr(M) 是 M 上的 Cr 微分同胚空间. 令

f ∈ Diffr(M). 用M(M), M(f,M) 和Merg(f,M) 分别表示概率测度、f - 不变测度和 f - 遍历测度组

成的空间, 赋予弱 ∗ 拓扑, 令 ρ 是一个与M(M) 上的弱 ∗ 拓扑相容的度量. 固定 x ∈M, 其经验测度

序列为 {σn,x}n>1, 其中

σn,x :=
1

n

n−1∑
j=0

δfj(x).

x 的 pwf - 极限集为

pω(x) :=
{
µ ∈ M(M) :存在 nj → +∞ 使得 lim

j→∞
ρ(σnj ,x, µ) = 0

}
⊂ M(f,M).

对于 µ ∈ M(M), 称

Gµ := {x ∈M : pwf (x) = {µ}}

为 µ 的通有点集; 对于 ε > 0, 称

Gµ(ε) := {x ∈M : ρ(pwf (x), µ) < ε}

为 µ 的 ε- 通有点集. 对于 M(M) 中的测度 µ, 如果 Gµ 有正的 Lebesgue 测度, 则称 µ 为物理测度;

如果 Gµ(ε) 对任意 ε > 0 都有正的 Lebesgue 测度, 则称 µ 为类物理测度. 用 Of 表示 f 的所有类物

理测度组成的集合, 用 Pf 表示 f 的所有物理测度组成的集合. 显然, Pf ⊂ Of . 用如下集合表示无类

物理行为的点集:

Γf = {x ∈M : pwf (x) ∩ Of = ∅}.

文献 [14] 对传递的 Anosov 系统证明了 Γf 具有满的拓扑熵. 本文在一致双曲之外的系统中研究 Γf

的拓扑熵. 同时本文还考虑远离熵公式测度的点集的拓扑熵. 具体地, 用如下集合表示远离熵公式测

度的点集:

Ξf = {x ∈M : pwf (x) ∩ PEf = ∅},

其中, PEf 表示满足 Pesin 熵公式的测度的集合, 具体定义可参见第 2.2 小节.
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1.1 中心一维的部分双曲系统中 Γf ∩ Ξf 的拓扑熵

首先在中心一维的部分双曲系统中考虑 Γf ∩ Ξf 的拓扑熵. 令 f ∈ Diff1(M), 称一个丛 E ⊂ TM

为 Df - 不变的, 如果对任意的 x ∈ M , 有 Df(E(x)) = E(f(x)). 对两个 Df - 不变的丛 E,F ⊂ TM ,

称 E 控制 F 或者 F 被 E 控制, 如果存在常数 C > 0 和 λ ∈ (0, 1) 使得对任意的点 x ∈ M 和任意的

n ∈ N, 其中 N 为非负整数集, 有

∥Dfn|F (x)∥ · ∥Df−n|E(fn(x))∥ 6 Cλn.

用 E ⊕≻ F 来表示 E 控制 F . 称一个 Df - 不变的丛 F 被 Df 一致压缩, 如果存在常数 C > 0 和

λ ∈ (0, 1) 使得对任意的点 x ∈M , 有

∥Dfn|F (x)∥ 6 Cλn.

称一个 Df - 不变的丛 F 被 Df 一致扩张, 如果 F 被 Df−1 一致压缩. 称 f 为部分双曲的微分同胚,

如果存在 Df - 不变的分解

TM = Eu ⊕≻ E
c ⊕≻ E

s

使得 Eu 被一致扩张, Es 被一致压缩, Eu 或者 Es 可以平凡但不能同时平凡. 中心多个一维的部分双

曲系统指 f 在 M 上存在 Df - 不变的分解

TM = Eu ⊕≻ E
c
1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
k ⊕≻ E

s

使得 Eu 被一致扩张, Es 被一致压缩, Eu 或者 Es 可以平凡但不能同时平凡, dimEc
i = 1 对任意的

1 6 i 6 k 成立. 用 He
f 表示所有的双曲的 f - 遍历测度所组成的集合. 给定 µ ∈ M(f,M), 用 hµ(f) 表

示 µ的测度熵. 给定 Z ⊂M ,用 htop(f, Z)表示其 (Bowen)拓扑熵 (测度熵和拓扑熵的定义参见第 2.1

小节). 约定 sup ∅ = −∞, 下面陈述本文的第一个主要结论.

定理 1.1 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M) 在 M 上具有部分双曲分解

TM = Eu ⊕≻ E
c
1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
k ⊕≻ E

s,

其中 dimEc
i = 1 对任意的 1 6 i 6 k 成立, 则

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > sup
µ∈He

f

hµ(f).

注 1.1 部分双曲系统天然具有正熵 (参见文献 [13, 定理 2.14]). 在定理 1.1 的假设下, 如果

dimEu > 1 且 (M,f) 有一个双曲的类物理测度 µ0, 则由引理 2.3 知 hµ0(f) > 0, 由遍历分解定理知

(M,f) 具有一个正熵的双曲遍历测度, 从而由定理 1.1 有

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > 0.

注 1.2 文献 [39] 证明了控制分解条件下绝对连续于 Lebesgue 测度的不变测度满足熵公式. 特

别地, 保体积控制分解系统满足熵公式, 但目前在控制分解条件或非一致双曲系统中不能确定满足熵

公式的测度都与类物理测度有关.
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注 1.3 正如前文提到的文献 [19]对一致双曲系统中的 Γf ∩Ξf 是否具有强分布混沌的研究,也

可以按照类似的研究思路, 在文献 [20] 的基础之上, 对具有正熵双曲遍历测度的中心多个一维的部分

双曲微分同胚, 即定理 1.1 中的系统, 证明 Γf ∩ Ξf 具有强分布混沌.

接下来, 利用定理 1.1 来证明两类中心一维的部分双曲系统中 Γf ∩ Ξf 具有满的拓扑熵. 一类是

Mañé 微分同胚, 该微分同胚是由 Mañé [31] 通过对一个双曲环面自同构 fA 进行 C0 扰动得到的部分

双曲系统 fM : Td → Td (d > 3). Mañé 微分同胚是持续传递的非 Anosov 系统, 其具有一个部分双曲

分解 TTd = Eu ⊕≻ Ec ⊕≻ Es, 其中 dimEc = 1. Mañé 微分同胚的构造中需要控制两个参数 ρ, r > 0.

记 Fρ,r 为满足下列条件的 fM :

(i) fA 有一个不动点 q 使得 fM = fA 在 Td\B(q, ρ) 中成立;

(ii) 如果一个轨道在 B(q, ρ) 之外的时间占比大于 r, 则这个轨道上的 Ec 中的向量被压缩.

fM 的充分小 C1 邻域中的 g也是满足 (ii)的部分双曲系统.用 Uρ,r 表示这样的 g组成的 C1 开集.

记 h为 fA的拓扑熵, L为依赖 fA与 supg∈Uρ,r
dC0(g, fA)的一个常数, H(r) = −r log r−(1−r) log(1−r).

具体的细节可参见文献 [16].

推论 1.1 令 g ∈ Uρ,r. 如果

r(h+ logL) +H(2r) < htop(g,Td),

则 htop(g,Γg ∩ Ξg) = htop(g,Td).

1.2 类物理测度和满足 Pesin 熵公式的测度可数且双曲的系统中 Γf ∩ Ξf 的拓扑熵

接下来, 研究 f - 遍历的类物理测度和满足 Pesin 熵公式的测度可数且双曲的微分动力系统, 以下

为本文的第二个主要结论.

定理 1.2 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1+α(M), 其中 α > 0.

(1) 如果Merg(f,M)∩Of 为一个有限集或者可数无限集, 且每个 µ ∈ Merg(f,M)∩Of 都是双曲

的, 则

htop(f,Γf ) = htop(f,M);

(2) 如果 Merg(f,M) ∩ PEf 为一个有限集或者可数无限集, 且每个 µ ∈ Merg(f,M) ∩ PEf 都是

双曲的, 则

htop(f,Ξf ) = htop(f,M);

(3) 如果Merg(f,M) ∩ (Of ∪ PEf ) 为一个有限集或者可数无限集, 且每个 µ ∈ Merg(f,M) ∩ (Of

∪PEf ) 都是双曲的, 则

htop(f,Γf ∩ Ξf ) = htop(f,M).

下面列举一些遍历类物理测度个数有限且都双曲的系统, 利用定理 1.2 可以得到这些系统中无类

物理行为的点具有满的拓扑熵. 用 Leb(A) 表示集合 A 的 Lebesgue 测度. 由文献 [12, 定理 1.6] 知 Of

有限当且仅当 Pf 有限且 Leb(
∪

µ∈Pf
Gµ) = 1, 这种情形下 Of = Pf . 利用这个事实, 可以得到下列系

统中 Of 的有限性.

(1)文献 [1,2]考虑中心方向弱扩张的部分双曲系统,即系统具有部分双曲分解 TM = Ecu ⊕≻E
s,

其中 Ecu = Eu ⊕≻ E
c, 且存在 ε > 0 使得 Lebesgue 几乎处处的点 x 满足

lim inf
n→∞

1

n

n∑
i=1

log ∥Df−1|Ecu
fi(x)

∥ < −ϵ.
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文献 [1, 2] 证明了这样的系统具有有限个遍历双曲的物理测度 µ1, . . . , µk 使得

Leb

( k∪
i=1

Gµi

)
= 1.

(2) 文献 [42] 考虑具有部分双曲分解 TM = Ecu ⊕≻ E
s 且任意的类物理测度 µ 沿着 Ecu 具有正

的可积 Lyapunov 指数的系统, 即∫
lim sup
n→+∞

1

n
logm(Dfn|Ecu(x))dµ > 0.

文献 [42] 证明了这样的系统具有有限个遍历双曲的物理测度 µ1, . . . , µk 使得 Leb(
∪k

i=1Gµi) = 1.

(3) 文献 [7] 考虑中心方向几乎收缩的部分双曲系统, 即系统具有部分双曲分解 TM = Eu ⊕≻ E
c,

且每个 Gibbs u- 态沿着中心方向的 Lyapunov 指数都小于 0. 文献 [7] 证明了这样的系统具有有限个

遍历双曲的物理测度 µ1, . . . , µk 使得 Leb(
∪k

i=1Gµi
) = 1.

(4) 文献 [3] 考虑中心方向几乎扩张的部分双曲系统, 即系统具有部分双曲分解

TM = Eu ⊕≻ E
c ⊕≻ E

s,

且每个 Gibbs u- 态沿着中心方向的 Lyapunov 指数都大于 0. 文献 [3] 证明了这样的系统具有有限个

双曲的物理测度 µ1, . . . , µk 使得 Leb(
∪k

i=1Gµi) = 1.

1.3 保体积微分同胚中 Γf ∩ Ξf 的拓扑熵

设M 是一个紧致光滑 Riemann流形,记 Diff1
vol(M)为M 上的 C1 保体积微分同胚空间. 文献 [5]

证明了存在一个 C1- 通有的集合 R ⊂ Diff1
vol(M) 使得对任意的 f ∈ R, 如果其具有正熵, 则体积测度

m 是 f - 遍历的双曲测度, 且 m 的支撑集具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制

分解. 对于 f ∈ R, 可以得到如下结论:

定理 1.3 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, 则存在一个 C1- 通有的集合 R ⊂ Diff1
vol(M)

使得对任意的 f ∈ R, 有

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > hm(f).

注 1.4 对任意的 f ∈ Diff1
vol(M), 体积测度 m 不一定遍历, 即使对于 Anosov 微分同胚也仍然

是一个问题 (参见文献 [4]). 如果假设 m几乎处处的点 x的 Lyapunov指数非零且 x轨道上有一个对

应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解, 则对 m 的遍历分解 m =
∫
mxdm 存在一个可测

集 D ⊂M 使得 m(D) = 1 且对任意的 x ∈ D, mx 是一个双曲遍历测度且 mx 几乎处处的点的轨道上

有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解. 从而由推论 3.1 得到

htop(f,Ξf ) > sup
x∈D

hµx(f).

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍本文所需的一些基础知识. 第 3节给出定理 1.1、推论 1.1、

定理 1.2 和 1.3 的证明.
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2 预备知识

2.1 测度熵和拓扑熵的定义及性质

首先回顾测度熵的定义. 称 (X,B, µ) 为一个概率空间, 如果 B 是 X 上一个 Borel σ- 代数, µ 是

X 上一个概率测度. 对概率空间 (X,B, µ) 的一个有限可测剖分 ξ = {A1, . . . , An}, 定义

Hµ(ξ) = −
n∑

i=1

µ(Ai) logµ(Ai).

令 f : X → X 为一个保持测度 µ 的连续映射. 用
∨n−1

i=0 f
−iξ 表示剖分 {

∩n−1
i=0 f

−iAji : 1 6 ji 6 n}. 于
是下列极限存在:

hµ(f, ξ) = lim
n→∞

1

n
Hµ

( n−1∨
i=0

f−iξ

)
.

µ 的测度熵定义为 hµ(f) := sup{hµ(f, ξ) : ξ 是 X 的有限可测剖分}.
Bowen [9] 定义了非紧集的拓扑熵. 对于任意的 n ∈ N, x, y ∈ X 之间的 dn- 距离定义为

dn(x, y) := max
06i6n−1

{d(f i(x), f i(y))}.

中心为 x的 (n, ε)-球定义为 Bn(x, ε) := {y ∈M : dn(x, y) < ε}.对一般的集合 Z ⊆ X、正整数 N ∈ N+

和 ε > 0, 令 GN (Z, ε) 为 Z 的形如 Bu(x, ε) 的有限或可数开覆盖全体, 其中 u > N . 对任意 s > 0, 令

C(Z; s,N, ε, f) := inf
C∈GN (Z,ε)

∑
Bu(x,ε)∈C

e−su,

C(Z; s, ε, f) := lim
N→∞

C(Z; s,N, ε, f).

记 htop(Z; ε, f) := inf{s : C(Z; s, ε, f) = 0} = sup{s : C(Z; s, ε, f) = ∞}. Z 的 (Bowen) 拓扑熵定义为

htop(f, Z) := lim
ε→0

htop(Z; ε, f).

Bowen [9] 证明了如下结论.

引理 2.1 (参见文献 [9, 定理 3]) 设 M 是一个紧度量空间, f : M → M 为一个连续映射. 对任

意的 f - 遍历测度 µ, 有

htop(f,Gµ) = hµ(f).

2.2 Lyapunov 指数与测度熵的关系

设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M). 对任意的 µ ∈ M(f,M), µ-a.e. x ∈ M 是正

则的 (参见文献 [6, 定理 5.4.1]). 记 x 的 Lyapunov 指数为

χ1(x) > χ2(x) > · · · > χdimM (x).

引理 2.2 [35] 对任意的 f ∈ Diff1(M) 和任意的 µ ∈ M(f,M), 有

hµ(f) 6
∫ ∑

χi(x)>0

χi(x)dµ,

其中 hµ(f) 表示 µ 的测度熵.
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定义 2.1 设 f ∈ Diff1(M). 令 µ ∈ M(f,M). 称 µ 满足 Pesin 熵公式, 如果

hµ(f) =

∫ ∑
χi(x)>0

χi(x)dµ.

记 PEf := {µ ∈ M(f,M) : µ 满足 Pesin 熵公式}.
注 2.1 称一个不变测度 µ为 SRB测度,如果 µ有正的 Lyapunov指数且 µ在不稳定流形上的条

件测度相对于不稳定流形上的 Lebesgue测度是绝对连续的. 对于 C2 的微分同胚,一个有正 Lyapunov

指数的不变测度是 SRB 测度当且仅当其满足 Pesin 熵公式 [24–26], 且双曲遍历的 SRB 测度是物理测

度 [45]. 对于随机动力系统 [24–26] 中的结论有对应的结论, 可参见文献 [30]. 对非同胚的情形, 文献 [28]

得到了与折叠熵有关的类似结论. 但对于 C1 的微分同胚, SRB 测度、物理测度和满足 Pesin 熵公式

的测度这三者没有直接的包含关系.

引理 2.3 (参见文献 [11, 定理 1]) 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M) 在 M 上

具有控制分解 TM = E ⊕≻ F . 令 µ ∈ M(f,M) 为一个类物理测度, 则

hµ(f) >
∫ dimE∑

i=1

χi(x)dµ.

2.3 平衡态的定义

设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M), ψ : M → R 为一个连续函数. 令 Λ ⊂ M 为

一个 f - 不变的紧集. 定义

pf |Λ(ψ|Λ) := sup
µ∈M(f,Λ)

(
hµ(f) +

∫
ψdµ

)
.

记

ESf |Λ(ψ|Λ) :=
{
µ ∈ M(f,Λ) : hµ(f) +

∫
ψdµ = pf |Λ(ψ|Λ)

}
.

ESf |Λ(ψ|Λ) 中的测度被称为 f 在 Λ 上关于 ψ 的平衡态.

2.4 一致双曲集的定义及性质

称一个 f - 不变的紧集 Λ ⊂M 为一致双曲的, 如果对任意的 x ∈ Λ, 切空间 TxM 有直和分解

TxM = Eu(x)⊕ Es(x),

作为子空间族在 Df 下不变:

Df(Es(x)) = Es(f(x)), Df(Eu(x)) = Eu(f(x)),

并且存在两个常数 C > 1 和 0 < λ < 1, 使得

|Dfn(v)| 6 Cλn|v|, ∀x ∈ Λ, v ∈ Es(x), n > 0,

|Df−n(v)| 6 Cλn|v|, ∀x ∈ Λ, v ∈ Eu(x), n > 0

(更多细节可参见文献 [44, 第四章]). 称 Λ ⊂M 为拓扑传递的, 如果对任意两个非空开集 U, V ⊂ Λ 存

在 n ∈ N 使得 U ∩ f−nV ̸= ∅; 称其为局部最大的, 如果存在开集 U ⊇ Λ 使得 Λ =
∩

n∈Z f
n(U). 称

一个拓扑传递的局部最大双曲集为基本集. 由文献 [44, 定理 4.14 和 4.24] 或者 [23, 推论 6.4.10 和定

理 18.1.2] 知每个基本集是可扩的且具有伪轨跟踪性质. 从而可得基本集具有如下性质.
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引理 2.4 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M). 令 Λ ⊆ M 为一个基本集, 则 Λ

满足下列性质:

(1) (参见文献 [43, 定理 8.2]) 熵函数 µ→ hµ(f) 在M(f,Λ) 中上半连续, 从而对任意的连续函数

ψ :M 7→ R, ESf |Λ(ψ|Λ) 是闭的;

(2) (参见文献 [27,定理 B])对任意的 µ ∈ M(f,Λ)和 ε, η > 0,存在 ν ∈ Merg(f,Λ)使得 ρ(µ, ν) < ε

且 hν(f) > hµ(f)− η;

(3) (参见文献 [27, 推论 C(2)]) 对任意的 0 6 h < htop(f,Λ), {µ ∈ Merg(f,Λ) : hµ(f) = h} 在
{µ ∈ M(f,Λ) : hµ(f) > h} 中形成一个稠密的 Gδ 型子集, 从而对任意的 0 6 h < htop(f,Λ), 存在

µh ∈ Merg(f,Λ) 使得 hµh
(f) = h.

注 2.2 文献 [29] 进一步证明了引理 2.4(3) 中 µh 还可以是满支撑的且满足限制性的遍历优化

的相关结论.

给定一个双曲的 f - 遍历测度 µ, 则存在正整数 l 和 s, 使得对于 µ-a.e. x ∈M , 其 Lyapunov 指数

和相应的 Oseledets 分解分别为

λ1 < λ2 < · · · < λl < 0 < λl+1 < λl+2 < · · · < λl+s

和

E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ El ⊕ El+1 ⊕ El+2 ⊕ · · · ⊕ El+s.

记 E− = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ El 和 E+ = El+1 ⊕ El+2 ⊕ · · · ⊕El+s. 称 µ 的支撑集

Sµ := {x ∈M :对任意的 x 的邻域 U,有 µ(U) > 0}

具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解 E ⊕≻ F , 如果对于 µ-a.e. x ∈ Sµ, 有

F (x) = E−(x) 和 E(x) = E+(x).

引理 2.5 [40] 设 M 是一个紧致光滑 Riemann流形, f ∈ Diff1(M). 给定一个双曲的 f - 遍历测度

µ, 如果 hµ(f) > 0 且 Sµ 具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解, 则对任意的

0 < η < hµ(f), 存在一个基本集 Λ ⊂M 满足 htop(f,Λ) > η.

由引理 2.5, 有如下引理.

引理 2.6 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M) 在 M 上具有部分双曲分解

TM = Eu ⊕≻ E
c
1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
k ⊕≻ E

s, 其中 dimEc
i = 1 对任意的 1 6 i 6 k 成立, 如果

He
f ∩ {µ ∈ M(f,M) : hµ(f) > 0} ≠ ∅,

则

sup
µ∈He

f

hµ(f) = sup
Λ⊆M是基本集

htop(f,Λ).

证明 一方面, 给定一个基本集 Λ ⊂M 满足 htop(f,Λ) > 0, 则由引理 2.2, 有

{µ ∈ Merg(f,Λ) : hµ(f) > 0} ⊂ He
f ,

从而

He
f ∩ {µ ∈ M(f,M) : hµ(f) > 0} ≠ ∅,
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因此

sup
µ∈He

f

hµ(f) > sup
Λ⊆M是基本集

htop(f,Λ). (2.1)

另一方面, 给定 µ ∈ He
f 满足 hµ(f) > 0, 则由于 (M,f) 为中心多个一维的部分双曲系统, 故 Sµ

具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解. 由引理 2.5, 有

hµ(f) 6 sup
Λ⊆M是基本集

htop(f,Λ),

从而

sup
µ∈He

f

hµ(f) 6 sup
Λ⊆M是基本集

htop(f,Λ). (2.2)

最后, 结合 (2.1) 和 (2.2), 完成了该引理的证明.

3 主定理的证明

首先给出如下两个引理.

引理 3.1 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M), Λ ⊆ M 为 f 的一个基本集.

于是

htop(f,Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ).

进一步地, 如果 C ⊂ M(f,M) 为一个满足Merg(f,M) ∩ C 有限或可数无限的测度集, 则

htop(f,HC ∩ Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ),

其中 HC = {x ∈M : pwf (x) ∩ C = ∅}.

证明 设 Λ 的双曲分解为 TΛM = Es ⊕ Eu. 对任意的 x ∈ Λ, 记 ψ(x) = − log |detDf |Eu(x)|. 则
对任意的 µ ∈ M(f,Λ), 有

∫ ∑dimEu

i=1 χi(x)dµ = −
∫
ψdµ. 由引理 2.2, 对任意的 µ ∈ M(f,M), 有

hµ(f) 6
∫ ∑

χi(x)>0

χi(x)dµ.

于是 pf |Λ(ψ) 6 0 且 PEf ∩ M(f,Λ) = ESf |Λ(ψ). 由引理 2.4(3) 可知, 存在 µ0 ∈ Merg(f,Λ) 使得

hµ0(f) = 0. 又因为
∫
ψdµ0 < 0, 所以 µ0 ̸∈ ESf |Λ(ψ). 固定 η > 0. 由熵的变分原理 (参见文献 [43, 定

理 8.6]) 知, 存在 µ1 ∈ M(f,Λ) 使得 hµ1(f) > htop(f,Λ) − η. 由熵函数 µ 7→ hµ(f) 的仿射性, 可取

θ ∈ (0, 1) 使得

hµθ
(f) > hµ1(f)− η, (3.1)

其中

µθ = (1− θ)µ0 + θµ1.

因为 µ0 ̸∈ ESf |Λ(ψ), 所以 µθ ̸∈ ESf |Λ(ψ). 取 ε = 1
2ρ(ESf |Λ(ψ), µθ). 由引理 2.4(1) 知 ESf |Λ(ψ) 是非空

闭集, 从而 ε > 0. 再由引理 2.4(3) 可知, 存在 ν ∈ Merg(f,Λ) 使得 ρ(µθ, ν) < ε 且 hν(f) = hµθ
(f). 于

是 ν ̸∈ ESf |Λ(ψ) 且

hν(f) = hµθ
(f) > hµ1(f)− η > htop(f,Λ)− 2η.

515



侯晓博等: 一致双曲之外无类物理行为和远离熵公式测度的点集的拓扑熵

这意味着 ν ∈ M(f,Λ) \ PEf . 因此 Gν ⊂ Ξf . 又由引理 2.1 知 htop(f,Gν) = hν(f). 所以

htop(f,Ξf ∩ Λ) > htop(f,Gν) = hν(f) > htop(f,Λ)− 2η.

最后, 令 η → 0, 得到 htop(f,Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ).

进一步地, 若 C ⊂ M(f,M) 为一个满足 Merg(f,M) ∩ C 有限或可数无限的测度集, 则 {hµ(f) :
µ ∈ C} 为一个至多可数集. 而 {hµθ

(f) : µθ = (1 − θ)µ0 + θµ1, θ ∈ (0, 1)} 不可数. 于是可取 θ ∈ (0, 1)

使得不仅 (3.1) 成立, 而且 hµθ
(f) ̸∈ {hµ(f) : µ ∈ C}. 于是 hν(f) = hµθ

(f) ̸∈ {hµ(f) : µ ∈ C}. 所以 ν

不仅满足 ν ̸∈ ESf |Λ(ψ), 而且 ν ̸∈ C. 因此 Gν ⊂ Ξf ∩HC . 所以

htop(f,HC ∩ Ξf ∩ Λ) > htop(f,Gν) = hν(f) > htop(f,Λ)− 2η.

最后, 令 η → 0, 得到 htop(f,HC ∩ Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ).

记 He,dom
f = {µ ∈ He

f : Sµ 具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定子丛的控制分解}. 结合
引理 3.1 和 2.5 可以得到如下推论.

推论 3.1 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1(M). 于是

htop(f,Ξf ) > sup
µ∈He,dom

f

hµ(f).

引理 3.2 设 M 是一个紧致光滑 Riemann 流形, f ∈ Diff1+α(M), 其中 α > 0. 令 C ⊂ M(f,M)

为一个测度集. 如果Merg(f,M)∩C 为一个有限集或者可数无限集,且每个 µ ∈ Merg(f,M)∩C 都是
双曲的, 则

htop(f,HC) = htop(f,M),

其中 HC = {x ∈M : pwf (x) ∩ C = ∅}.

证明 由熵的变分原理 (参见文献 [43,推论 8.6.1])知 htop(f,M) = supµ∈Merg(f,M) hµ(f).下面分

两种情形讨论:

(1) 当 supµ∈Merg(f,M)∩C hµ(f) < htop(f,M) 时, 对于充分小的 η > 0, 存在 µη ∈ Merg(f,M) \ C
使得 hµη

(f) > htop(f,M)− η. 于是 Gµη
⊂ HC 且由引理 2.1 知 htop(f,Gµη

) = hµη
(f). 从而

htop(f,HC) > htop(f,Gµη ) > htop(f,M)− η.

最后, 令 η → 0, 得到 htop(f,HC) = htop(f,M).

(2) 当 supµ∈Merg(f,M)∩C hµ(f) = htop(f,M) 时, 对任意的 η > 0, 存在 νη ∈ Merg(f,M) ∩ C 使
得 hνη (f) > htop(f,M) − η. 由假设条件知 νη 双曲. 于是由文献 [23, 定理 S.5.9] 知, 存在一个基本集

Λ ⊂M 使得 htop(f,Λ) > hνη (f)− η. 由引理 3.1 得到 htop(f,HC ∩ Λ) = htop(f,Λ), 从而

htop(f,HC) > htop(f,Λ) > hνη (f)− η > htop(f,M)− 2η.

最后, 令 η → 0, 得到 htop(f,HC) = htop(f,M).
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3.1 定理 1.1 的证明

设 f ∈ Diffr(M) 具有部分双曲分解 TM = Eu ⊕≻ E
c
1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
k ⊕≻ E

s, 其中 dimEc
i = 1 对任

意的 1 6 i 6 k 成立. 如果

He
f ∩ {µ ∈ M(f,M) : hµ(f) > 0} = ∅,

则有

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > sup
µ∈He

f

hµ(f).

下面考虑 He
f ∩ {µ ∈ M(f,M) : hµ(f) > 0} ̸= ∅ 的情形, 则由引理 2.6, 只需要证明

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > sup
Λ⊆M是基本集

htop(f,Λ).

令 Λ ⊆ M 为一个满足 htop(f,Λ) > 0 的基本集, 其双曲分解为 TΛM = Ẽu ⊕ Ẽs. 于是存在 1 6 l 6 k,

使得对任意的 x ∈ Λ, 有

Ẽu(x) = Eu(x)⊕≻ E
c
1(x)⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
l (x), Ẽs(x) = Ec

l+1(x)⊕≻ · · · ⊕≻ E
c
k(x)⊕≻ E

s(x).

记

E := Eu ⊕≻ E
c
1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E

c
l , F := Ec

l+1 ⊕≻ · · · ⊕≻ E
c
k ⊕≻ E

s,

则 TM = E ⊕≻ F , 且对任意的 µ ∈ M(f,Λ) 和 µ-a.e. x ∈ Λ, 有

χdimE(x) > 0 > χdimE+1(x). (3.2)

由引理 2.3 知, 对任意的 µ ∈ Of , 有

hµ(f) >
∫ dimE∑

i=1

χi(x)dµ. (3.3)

由引理 2.2 知, 对任意的 µ ∈ M(f,M), 有

hµ(f) 6
∫ ∑

χi(x)>0

χi(x)dµ. (3.4)

于是由 (3.2)–(3.4)可知,当 µ ∈ M(f,Λ)∩Of 时, hµ(f) =
∫ ∑

χi(x)>0 χi(x)dµ,即M(f,Λ)∩Of ⊂ PEf .

这意味着 Ξf ∩ Λ ⊂ Γf . 从而由引理 3.1 得到

htop(f,Γf ∩ Ξf ) > htop(f,Γf ∩ Ξf ∩ Λ) = htop(f,Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ).

3.2 推论 1.1 的证明

令 g ∈ Uρ,r. 假设 r(h+ logL) +H(2r) < htop(g,Td).我们不加解释地引用文献 [16]中的符号来证

明. 由文献 [16, 定理 3.3和 5.8]可以得到 h(C, g) 6 r(h+ logL) +H(2r), 其中 h(C, g)的定义可以参考
文献 [16, 第 3.3小节]. 结合假设条件,有 h(C, g) < htop(g,Td).令 0 < η < htop(g,Td)− h(C, g).由熵的
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变分原理 (参见文献 [43, 定理 8.6]) 知, 存在 µη ∈ Merg(g,Td) 使得 hµη (g) > htop(g,Td)− η > h(C, g).
于是由文献 [16, 引理 3.5] 有 µη(A

+) = 0, 其中

A+ =

{
x ∈ Td :存在 K(x) 使得

1

n
Sg
nχ(x) < r 对任意的 n > K(x) 成立

}
.

从而对 µη-a.e. x, 存在一列递增的正整数 {ni}i∈N 使得
1
ni
Sg
ni
χ(x) > r 对任意的 i 成立. 结合文献 [16,

(4.1)], 这意味着存在 0 < θr(g) < 1, 使得 ∥Dgni |Ecs(x)∥ 6 (θr(g))
ni 对任意的 i ∈ N 成立, 其中

Ecs = Ec ⊕≻ Es. 所以对 µη-a.e. x, 其在 Ecs(x) 上的 Lyapunov 指数均小于 0. 因此 µη 是一个双

曲的 g- 遍历测度, 即 µη ∈ He
g . 这意味着 supµ∈He

g
hµ(g) = htop(g,Td). 最后, 结合定理 1.1, 得到

htop(g,Γg ∩ Ξg) = htop(g,Td).

3.3 定理 1.2 的证明

注意 Γf ∩ Ξf = {x ∈M : pwf (x) ∩ (Of ∪ PEf ) = ∅}. 于是由引理 3.2 得到定理 1.2.

3.4 定理 1.3 的证明

由文献 [5] 知, 存在一个 C1- 通有的集合 R ⊂ Diff1
vol(M) 使得对任意的 f ∈ R, 如果其具有正熵,

则体积测度 m 是 f - 遍历的双曲测度, 且 m 的支撑集具有一个对应于 Oseledets 分解的稳定/不稳定

子丛的控制分解. 令 f ∈ R. 如果 hm(f) = 0, 则显然有 htop(f,Γf ∩ Ξf ) > hm(f). 如果 hm(f) > 0, 则

由引理 2.5 可知, 对任意的 0 < η < hm(f), 存在一个基本集 Λ ⊂M 满足 htop(f,Λ) > η. 因为 m 是 f -

遍历的双曲测度, 所以 m(Gm) = 1. 从而 Pf = {m}. 于是由文献 [12, 定理 1.6] 知 Of = Pf = {m}. 由
引理 3.1 得到 htop(f,Γf ∩ Ξf ∩ Λ) = htop(f,Λ). 从而 htop(f,Γf ∩ Ξf ) > htop(f,Λ) > η. 由 η 的任意性

得到 htop(f,Γf ∩ Ξf ) > hm(f).

注 3.1 由文献 [39,定理 2.3]知,存在一个 C1-通有的集合 R̃ ⊂ Diff1
vol(M)使得对任意的 f ∈ R̃,

体积测度 m 满足熵公式. 考虑 f ∈ R ∩ R̃, 如果进一步有 hm(f) > 0, 则 Of = Pf = {m} ⊂ PEf .
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Topological entropy of the set of points without physical-like
behaviour and away from measures satisfying the entropy
formula beyond uniform hyperbolicity

Xiaobo Hou, Wanshan Lin & Xueting Tian

Abstract We study the topological entropy of the set of points without physical-like behaviour and away
from measures satisfying the entropy formula in differentiable dynamical systems beyond uniform hyperbolicity.
On the one hand, for partially hyperbolic systems with multiple one-dimensional centers, we prove that the
topological entropy of this set is greater than or equal to the supremum of the metric entropy of all hyperbolic
measures. Additionally, for Mañé diffeomorphisms, we show that the topological entropy of this set is equal to
the topological entropy of the entire system. On the other hand, for differentiable dynamical systems where the
number of ergodic physical measures and ergodic measures satisfying the entropy formula is countable and each
ergodic physical measure and ergodic measure satisfying the entropy formula is hyperbolic, we prove that the
topological entropy of this set is equal to the topological entropy of the entire system, and we present applications
of this result. Finally, we prove that for C1-generic volume-preserving diffeomorphisms, the topological entropy
of this set is greater than or equal to the metric entropy of the volume measure.

Keywords partial hyperbolicity, physical-like behaviour, entropy formula, topological entropy
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