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摘要 二阶导数先验估计是研究完全非线性椭圆方程的一个关键步骤, 这是本文所关注的重点. 本文

考虑闭 Riemann 流形上一类完全非线性二阶椭圆方程, 通过引入依赖解本身及其梯度的等位面的无

穷远切锥, 给出解的二阶导数先验估计.

关键词 完全非线性椭圆方程 闭 Riemann 流形 先验估计
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1 引言

本文研究 Riemann流形上的一类完全非线性椭圆偏微分方程的二阶导数估计.假设 (Mn, g)是一

个 n 维闭 (紧致无边) Riemann 流形 (n > 2), f 是一个 n 变量对称光滑函数, 考虑 (Mn; g) 上的如下

二阶完全非线性方程:

f(λ(∇2u+A(x, u,∇u))) = ψ(x, u,∇u), (1.1)

其中 ∇u 和 ∇2u 分别表示函数 u 的梯度和 Hesse 矩阵, A[u] = A(x, u,∇u) 是一个可能依赖 u 和 ∇u
的 (0, 2) 型张量,

λ(∇2u+A[u]) = (λ1, . . . , λn)

表示 ∇2u+A[u] 对应于度量 g 的特征值.
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我们采用在完全非线性偏微分方程理论中标准的基本条件,即假设 f 是定义在 Rn 中一个以原点
为顶点的凸锥 Γ 上的函数,

Γn ≡ {λ ∈ Rn :每个 λi > 0} ⊆ Γ, (1.2)

并且满足以下的椭圆性条件:

fi = fλi ≡
∂f

∂λi
> 0, λ ∈ Γ, ∀ 1 6 i 6 n, (1.3)

凹性条件:

f 是 Γ 中的凹函数, (1.4)

以及非退化性条件:

δψ,f ≡ inf ψ − sup
∂Γ

f > 0, (1.5)

其中

sup
∂Γ

f ≡ sup
λ0∈∂Γ

lim sup
λ→λ0

f(λ),

同时假设 Γ 是一个开集并且是对称的.

以上三个基本条件是 1985 年 Caffarelli 等在他们的开创性工作 [1] 中引入的, 也是保证相应的完

全非线性偏微分方程具有经典意义下的解或光滑解的必要条件. 在本文中, 当我们讨论方程 (1.1) 的

解 u ∈ C2(M) 时总假设其在 M 的每一点上满足 λ(∇2u+ A[u]) ∈ Γ, 也称为容许解. 根据文献 [1], 方

程 (1.1) 关于容许解是椭圆的.

满足条件 (1.3) 和 (1.4) 的最典型的例子是 f = σ
1
k

k 或 (σk/σl)
1

k−l , 其定义域为 Garding 锥

Γk = {λ ∈ Rn : σj(λ) > 0, 1 6 j 6 k},

其中 σk(λ) 是初等对称函数,

σk(λ) =
∑

16i1<···<ik6n
λi1 · · ·λik , k = 1, . . . , n.

当 f = σ
1
n
n 时, 方程 (1.1)包含著名的最优运输问题中的 Monge-Ampère方程. 其他的一些重要例子包

括 f = logPk, 其中

Pk(λ) :=
∏

16i1<···<ik6n
(λi1 + · · ·+ λik), 1 6 k 6 n

定义在

Pk := {λ ∈ Rn : λi1 + · · ·+ λik > 0}

上, 以及

f(λ) = −
∑ 1

λαi
, λ ∈ Γn, α > 0.

Caffarelli 等 [1] 首先对 A = 0 的情形研究了 Rn 中方程 (1.1) 的 Dirichlet 问题, 随后的工作有文

献 [2–4]等, 另外有很多关于 f = σ
1
k

k 的工作和结果,包括文献 [5–8]等, 以及大量 Monge-Ampère方程

和最优运输问题的文献, 在此不再一一列举.
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关于 Riemann 流形上的方程 (1.1) 的研究是由 Li [2] 开始的, 后来又有 Urbas [9] 的工作, 以及文

献 [10–15] 等. 文献 [16] 考虑了 Riemann 流形上相应的完全非线性抛物方程.

本文的关注重点是在闭流形上方程 (1.1)的解的二阶导数先验估计,建立 C2 估计是研究完全非线

性方程的解的存在性和正则性的关键之一.由条件 (1.3)和 (1.5)可知,当 C2 估计建立之后,方程 (1.1)

自动成为一致椭圆的, 从而可以应用 Evans-Krylov 定理得到 C2,α 估计. 众所周知, 著名的 Evans-

Krylov 定理依赖于方程的凹性, 从这个角度讲, 条件 (1.4) 对方程 (1.1) 解的正则性是至关重要的, 这

个条件也是本文中的方法和结果的关键.

引入一个新的函数 f̃(x, λ, z, p) = f(λ)− ψ(x, z, p). 设 x ∈M , 定义

Γ̂(x) = Γ× R× TxM,

Γ0(x) = {λ̂ ∈ Γ̂(x) : f̃(x, λ̂) > 0},

∂Γ0(x) = {λ̂ ∈ Γ̂(x) : f̃(x, λ̂) = 0}.

假设 Γ0(x) 非空并且

ψ(x, z, p) 是关于 (z, p) 的凸函数. (1.6)

由 (1.3)、(1.4) 和 (1.6) 可知 ∂Γ0(x) 是 Γ̂(x) 中的一个凸的光滑超曲面.

设 λ̂ = (λ, z, p) ∈ ∂Γ0(x), 用 Tλ̂ = Tλ̂∂Γ
0(x) 和

νλ̂ =
(Df(λ),−ψz,−Dpψ)√
|Df(λ)|2 + ψ2

z + |Dpψ|2

分别表示 ∂Γ0(x) 在 λ̂ 点的切平面和单位法向量.

对于 µ̂ ∈ Rn × R× TxM , 令

Ŝxµ̂ = {λ̂ ∈ ∂Γ0(x) : (µ̂− λ̂) · νλ̂ 6 0}.

显然, Ŝxµ̂ = ∅ 当且仅当 µ̂ ∈ Γ0(x). 定义

C+
x := {µ̂ ∈ Rn × R× TxM :对任意的 (z, p) ∈ R× TxM , Ŝxµ̂ ∩ Γ× {(z, p)} 是紧集}.

可以证明 C+
x 是一个开集, 见下节定理 2.1. 为方便起见, 称 ∂C+

x 为 Γ0(x) 在无穷远的渐近切锥.

现在叙述本文的主要结果. 我们只考虑 A = A(x, p) 和 ψ(x, p) 的情形, 并假设它们关于其自变量

具有二阶连续导数.

定理 1.1 假设条件 (1.3)–(1.6) 成立, 并且

Aξξ(x, p) 是 p 的凹函数, (1.7)

其中

Aξη(x, ·) = ⟨A(x, ·), ξ ⊗ η⟩, ξ, η ∈ TxM,

同时假设存在一个函数 u ∈ C2(M) 在每一点 x ∈M 满足

λ̂[u] ≡ (λ(∇2u+A[u]), u,∇u) ∈ C+
x . (1.8)
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设 u ∈ C4(M) 是方程 (1.1) 的容许解, 则

max
M

|∇2u| 6 C, (1.9)

其中常数 C > 0 依赖于 |u|C1(M)、|u|C2(M) 和

min
x∈M

dist(λ̂[u](x), ∂C+
x ) > 0.

如果 (Mn, g) 是具有光滑边界的流形, 在定理 1.1 的条件下, 对应于 (1.9) 的如下估计成立:

max
M

|∇2u| 6 C + Cmax
∂M

|∇2u|. (1.10)

第 2 节讨论无穷远的渐近切锥的性质, 定理 1.1 的证明在第 3 节给出.

2 渐近切锥

沿用上节的定义和记号, 本节讨论 Γ0(x) 和 C+
x 的一些性质. 在以下的讨论中, 当涉及诸如 Ŝxµ̂ 等

我们自然假设其非空, 否则结论自动成立. 设 µ̂ ∈ C+
x , δ > 0. 为方便起见, 我们引入以下记号:

C+
x (µ̂) = {tλ̂+ (1− t)µ̂ : λ̂ ∈ Ŝxµ̂, 0 6 t 6 1},

Rµ̂(x) = sup
(λ,p)∈Ŝx

µ̂,|p|6δ
|λ|,

NR(x) = {λ̂ = (λ, p) ∈ ∂Γ0(x) : |λ| = R, |p| 6 δ},

Hµ̂(R) := inf
λ̂∈NR

(µ̂− λ̂) · νλ̂.

在没有出现混淆的可能时, 记 NR = NR(x) 和 Rµ̂ = Rµ̂(x) 等.

引理 2.1 设 µ̂ ∈ C+
x , δ > 0. 若 R > Rµ̂, 则 Hµ̂(R) > 0, 并且当 R > Rµ̂ 充分大时, Hµ̂(R) 关于

R 是单增的.

证明 对于任意的 λ̂ ∈ NR, 有 (µ̂− λ̂) · νλ̂ > 0. 另一方面, (µ̂− λ̂) · νλ̂ 是 λ̂ 的连续函数而且 NR

是紧集, 所以 Hµ̂(R) > 0.

设 R′ > R > max{Rµ̂, |µ|}. 对任意的 λ̂′ ∈ NR′ , 取 λ̂ ∈ NR 满足

dist(λ̂, Tλ̂′∂Γ
0(x)) = dist(NR, Tλ̂′∂Γ

0(x)).

由 ∂Γ0(x) 的凸性显然有

(µ̂− λ̂) · νλ̂ 6 (µ̂− λ̂′) · νλ̂′ .

由此可知 Hµ̂(R) 6 Hµ̂(R
′).

引理 2.2 (i) 设 µ̂ ∈ C+
x . 若 η̂ ∈ C+

x (µ̂), 则 Ŝxη̂ ⊂ Ŝxµ̂.

(ii) 若 µ̂, η̂ ∈ C+
x 并且 Ŝxη̂ ⊂ Ŝxµ̂, 则 C+

x (η̂) ⊂ C+
x (µ̂) ⊂ C+

x .

证明 (i) 对 t ∈ [0, 1], λ̂ ∈ Ŝxµ̂, 令 µ̂t = tλ̂+ (1− t)µ̂. 因为 ∂Γ0(x) 是凸的, 所以,

(µ̂t − ζ̂) · νζ̂ = (1− t)(µ̂− ζ̂) · νζ̂ + t(λ̂− ζ̂) · νζ̂
> t(λ̂− ζ̂) · νζ̂ > 0, ∀ ζ̂ ∈ ∂Γ0(x) \ Ŝxµ̂.
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由此证明 Ŝxµ̂t
⊂ Ŝxµ̂, 从而 µ̂t ∈ C+

x .

(ii) 设 ∂Ŝxµ̂ 表示 Ŝxµ̂ 在 ∂Γ0(x) 中的边界. 显然对任意的 λ̂ ∈ ∂Ŝxµ̂ 有 µ̂ ∈ Tλ̂∂Γ
0(x). 因为 Γ0(x)

是凸的, C+
x (µ̂) 是由 Ŝxµ̂ 和所有从 µ̂ 到 ∂Ŝxµ̂ 上点之间的线段所包含的区域, 由此可知 (ii) 的结论是显

然的.

定理 2.1 C+
x 是开集.

证明 设 µ̂ ∈ C+
x . 对任意的 λ̂ = (λ, p) ∈ ∂Γ0(x), 如果在引理 2.1 中取 δ = |p|, 对 R > Rµ̂, 当

|λ| > R 时, 有

(µ̂− α1̂− λ̂) · νλ̂ > −
√
nα+ (µ̂− λ̂) · νλ̂ > Hµ̂(R)

2
> 0,

其中 1̂ = ((1, . . . , 1),0) ∈ Rn × TxM , α = 1
2
√
n
Hµ̂(R). 这说明 λ̂ /∈ Ŝx

µ̂−α1̂, 所以, µ̂ − α1̂ ∈ C+
x . 另一方

面, 如果 λ̂ ∈ Ŝxµ̂, 那么

(µ̂− α1̂− λ̂) · νλ̂ 6 − α1̂ · νλ̂ = − α
∑
fi(λ)√

|Df |2 + |Dpψ|2
< 0,

从而 λ̂ ∈ Ŝx
µ̂−α1̂. 由引理 2.2 可知 C+

x (µ̂) ⊂ C+
x (µ̂ − α1̂) ⊂ C+

x . 显然, C+
x (µ̂ − α1̂) 包含以 µ̂ 为球心

的球.

引理 2.3 设 K 是 C+
x 的紧子集. 对任意的 δ > 0, 有

sup
µ̂∈K

sup
(λ,p)∈Ŝx

µ̂,|p|6δ
|λ| <∞.

证明 假设结论不成立, 则对任意正整数 k, 存在 µ̂k ∈ K 和 λ̂k = (λk, pk) ∈ Ŝxµ̂k
, 使得 |λk| > k,

|pk| 6 δ. 由于 K 是紧的, 我们可以假设

lim
k→∞

µ̂k = µ̂ ∈ K.

因为 (µ̂k − λ̂k) · νλ̂k
6 0, 所以有

lim sup
k→∞

(µ̂− λ̂k) · νλ̂k
= lim sup

k→∞
[(µ̂− µ̂k) · νλ̂k

+ (µ̂k − λ̂k) · νλ̂k
]

6 lim sup
k→∞

(µ̂− µ̂k) · νλ̂k
= 0.

这显然与引理 2.1 矛盾.

假设 µ̂, λ̂ ∈ ∂Γ0(x). 考虑连接 µ̂ 和 λ̂ 的开线段

(µ̂, λ̂) = {tµ̂+ (1− t)λ̂ : 0 < t < 1}.

由条件 (1.3) 可知 ∂Γ0(x) 是凸集, 所以, (µ̂, λ̂) 或者完全包含在 ∂Γ0(x) 中, 或者完全在 Γ0(x) 中. 在前

一种情形下,

ωf̃ [µ̂, λ̂] = sup
06t61

f̃(x, tµ̂+ (1− t)λ̂) = 0;

而在后一种情形下, ωf̃ [µ̂, λ̂] > 0.

对 δ > 0 和 R > 0, 定义

ΘR(µ̂) := inf
λ̂∈NR

ωf̃ [µ̂, λ̂].

因为 NR 是紧集,由 f̃ 的连续性可知 ΘR(µ̂) = 0当且仅当存在 λ̂ ∈ NR,使得 µ̂和 λ̂之间的线段 (µ̂, λ̂)

包含在 ∂Γ0(x) 中.
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引理 2.4 设 µ̂ = (µ, q) ∈ ∂Γ0(x). 当 |µ| 6 R 6 Rµ̂ 时, ΘR(µ̂) = 0; 当 R > Rµ̂ 时, ΘR(µ̂) > 0 并

且关于 R 是严格单增的.

证明 第一个结论是显然的. 注意到 Rµ̂ <∞当且仅当 µ̂ ∈ C+
x . 设 R′ > R > Rµ̂ 并且 ΘR′(µ̂)在

λ̂′ ∈ NR′ 达到, 即

ΘR′(µ̂) = ωf̃ [µ̂, λ̂
′].

设 λ̂ ∈ NR. 由 R′ > R > Rµ̂ 及 ∂Γ0(x) 的凸性可知 µ̂、λ̂ 和 λ̂′ 三点不共线, 记 P 是通过 µ̂、λ̂

和 λ̂′ 三点的二维平面. 在平面 P 上, 线段 (µ̂, λ̂) 包含在以 (µ̂, λ̂′) 和曲线 P ∩ ∂Γ0(x) 为边界的区

域 D 的内部. 由条件 (1.3) 可知 f̃ 没有临界点, 所以, f̃ 在 D 上的最大值只能在边界上取到. 因此,

0 < ωf̃ [µ̂, λ̂] < ΘR′(µ̂). 由 NR 的紧性可知 0 < ΘR < ΘR′ .

推论 2.1 设 µ̂ = (µ, q) ∈ ∂Γ0(x) ∩ C+
x , δ > 0. 对任意的 R > 2Rµ̂, 有∑

fλi(λ)(µi − λi)−
∑

ψpi(x, p)(qi − pi) > Θ2Rµ̂
(µ̂) > 0, ∀ λ̂ = (λ, p) ∈ NR. (2.1)

证明 因为 f̃ 是凹函数, 对任意的 µ̂ = (µ, q), λ̂ = (λ, p) ∈ Γ̂(x), 有

(1− t)
∑

(fλi(λ)(µi − λi)− ψpi(x, p)(qi − pi)) > f̃(x, tµ̂+ (1− t)λ̂)− f̃(x, λ̂), ∀ 0 6 t 6 1,

因而由引理 2.4 得到 (2.1).

定理 2.2 设 δ > 0, µ̂ = (µ, q) ∈ C+
x . 存在正的常数 θµ̂和 R0依赖于 dist (µ̂, ∂C+

x ),使得当 R > R0

时, 对任意的 λ̂ = (λ, p) ∈ NR, 有∑
fλi(λ)(µi − λi)−

∑
ψpi(x, p)(qi − pi) > θµ̂ + θµ̂

∑
fλi(λ). (2.2)

证明 首先, 若 µ̂ ∈ ∂Γ0(x), 则由引理 2.1 和推论 2.1 可得到 (2.2). 假设 µ̂ ∈ C+
x \ Γ0(x). 对于

λ̂ ∈ NR, R > 2Rµ̂, 线段 (µ̂, λ̂) 在某一点 µ̂′ 经过 Ŝxµ̂. 由引理 2.2 有 µ̂′ ∈ C+
x 并且 Rµ̂′ 6 Rµ̂. 显然,

(µ̂− λ̂) · νλ̂ > (µ̂′ − λ̂) · νλ̂.

所以 (2.2) 的证明归结到前面的情形.

下面讨论 µ̂ ∈ Γ0(x) 的情形. 令 ε > 0 满足 µ̂ε = µ̂− ε1̂ ∈ ∂Γ0(x). 若

√
nε < dist (µ̂, ∂C+

x ),

则 µ̂ε ∈ C+
x 并且

(µ̂− λ̂) · νλ̂ = (µ̂ε − λ̂) · νλ̂ + ε1̂ · νλ̂ = (µ̂ε − λ̂) · νλ̂.

所以由前面的第一种情形得到 (2.2).

最后, 若
√
nε > dist (µ̂, ∂C+

x ), 则

(µ̂− λ̂) · νλ̂ = (µ̂ε − λ̂) · νλ̂ + ε1̂ · νλ̂ > dist (µ̂, ∂C+
x )√

n
1̂ · νλ̂.

另一方面, 由 f̃ 的凹性得到

(µ̂− λ̂) · νλ̂ > f̃(x, µ̂)− f̃(x, λ̂)√
|Df(λ)|2 +Dpψ(x, p)|2

=
f̃(x, µ̂)√

|Df(λ)|2 +Dpψ(x, p)|2
.

结合上述两个不等式得到 (2.2). 定理 2.2 证毕.

1726



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 12 期

本节的最后考虑

Ĉ+ =
∪
x∈M

Ĉ+
x , Γ̂ =

∪
x∈M

Γ̂(x) ≡ Γ× TM

以及

Γ̂0 =
∪
x∈M

Γ̂0(x), ∂Γ̂0 =
∪
x∈M

∂Γ̂0(x),

其中 TM 是 M 的切丛. 称一个映射: µ̂ : M → Ĉ+ 为 M 上的 Ĉ+- 截面, 如果对任意的 x ∈ M 有

µ̂(x) ∈ Ĉ+(x). 我们可以自然地引入连续或光滑 Ĉ+- 截面, 以及类似的连续或光滑 ∂Γ̂0- 截面的概念.

定理 2.3 设 K 是一个由连续 C+- 截面组成的集合. 假设对每个 x ∈M ,

K(x) = {µ̂(x) : µ̂ ∈ K}

是 C+
x 的紧子集, 则对任意的 δ > 0, 存在 θK, RK > 0, 使得当 R > RK 时对任意的满足 |p| 6 r 的连续

∂Γ̂0- 截面 λ̂ = (λ, p), 有∑
(fλi(µi − λi)− ψpi(qi − pi)) > θK + θK

∑
fλi(λ), ∀ (µ, q) ∈ K. (2.3)

证明 由定理 2.2 以及 K(x) 和 M 的紧性即得.

3 二阶导数估计

在本文中, 令 ∇ 表示 (Mn, g) 的 Levi-Civita 联络. 曲率张量定义如下:

R(X,Y )Z = −∇X∇Y Z +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z.

在 Mn 的局部标架 e1, . . . , en 下, 记 gij = g(ei, ej), {gij} = {gij}−1, Christoffel 符号 Γkij 和曲率系数分

别为 ∇eiej = Γkijek 和

Rijkl = g(R(ek, el)ej , ei), Rijkl = gimRmjkl.

我们将使用 ∇i = ∇ei 和 ∇ij = ∇i∇j − Γkij∇k 等.

对于 Mn 上的可微函数 v, 记 ∇v 为 v 的梯度, ∇2v 为 v 的 Hesse 矩阵, 这可以局部表示为

∇ijv = ∇i(∇jv)− Γkij∇kv. 我们知道, ∇ijv = ∇jiv 并且

∇ijkv −∇jikv = Rlkij∇lv, (3.1)

∇ijklv −∇klijv = Rmljk∇imv +∇iR
m
ljk∇mv +Rmlik∇jmv

+Rmjik∇lmv +Rmjil∇kmv +∇kR
m
jil∇mv. (3.2)

令 u ∈ C4(M̄) 是方程 (1.1) 的容许解. 为简单起见, 记 U := ∇2u + A(x,∇u), 同时在局部标架
e1, . . . , en 下,

Uij ≡ U(ei, ej) = ∇iju+Aij(x,∇u),

∇kUij ≡ ∇U(ei, ej , ek) = ∇kiju+∇kA
ij(x,∇u)

≡ ∇kiju+∇′
kA

ij(x,∇u) +Aijpl(x,∇u)∇klu, (3.3)
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其中 Aij = Aeiej , ∇′
kA

ij 表示 A 关于空间变量 x ∈ M 的协变导数, 关于 Aijpl 等记号的含义是显而易

见的. 类似地, 我们可以计算 ∇klUij = ∇k∇lUij − Γmkl∇mUij 等.

令 S 是 n× n 实对称矩阵的全体, 矩阵 A = {Aij} 的特征值 λ[A] ∈ Γ. 定义 S 上的函数 F 为

F (A) ≡ f(λ[A]).

以下将使用局部标准正交标架. 方程 (1.1) 可以局部写成以下形式:

F (U) = ψ(x,∇u), (3.4)

其中 U ≡ {Uij}. 我们将使用以下记号:

F ij =
∂F

∂Aij
(U), F ij,kl =

∂2F

∂Aij∂Akl
(U).

矩阵 {F ij}的特征值为 f1, . . . , fn,并且由假设 (1.3)知它是正定的,同时 (1.4)蕴涵着 F 是凹函数 (参

见文献 [1]). 另外, 当 {Uij} 为对角阵时, {F ij} 亦如此, 同时以下等式成立:

F ijUij =
∑

fiλi, F ijUikUkj =
∑

fiλ
2
i ,

其中 λ(U) = (λ1, . . . , λn).

设线性算子 L 的局部表示为

Lv := F ij∇ijv + (F ijAijpk − ψpk)∇kv, v ∈ C2(M), (3.5)

其中 Aijpk ≡ Aijpk [u] ≡ Aijpk(x,∇u), ψpk ≡ ψpk [u] ≡ ψpk(x,∇u). 以下是定理 2.3 的推论.

命题 3.1 假定 supx∈M |∇u| 6 C, 则存在一致的正常数 R 和 θ, 使得

L(u− u) > θ
∑

F ii + θ, 当 |λ(U)| > R 时. (3.6)

证明 对于任意的 x ∈M ,选取 x附近的光滑局部标准正交标架 e1, . . . , en 使得 {Uij(x)}是对角
阵. 因为 |∇u|有界,由文献 [1,引理 6.2]和定理 2.3可知,存在正常数 R和 θ,使得当 |λ(U)| > R时有

F ii(U ii − Uii)− ψpk∇k(u− u) > θ
∑

F ii + θ, (3.7)

其中 U = {U ij} = {∇iju+Aij [u]}. 由 (1.7) 有

Aiipk∇k(u− u) > Aii(x,∇u)−Aii(x,∇u).

因此, (3.6) 可由 (3.7) 推出.

现在来推导定理 1.1 中的二阶导数估计. 考虑

W (x) = max
ξ∈TxM,|ξ|=1

(∇ξξu+Aξξ(x,∇u))eϕ,

其中 ϕ 是待定函数. 假设 W 在某一点 x0 ∈M 取得最大值

W (x0) = max
M̄

W.
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在 x0 附近选取光滑局部标准正交标架 e1, . . . , en 使得在 x0 处 ∇eiej = 0 并且 Uij 是对角的, 假定

U11(x0) > · · · > Unn(x0),

所以, W (x0) = U11(x0)e
ϕ(x0).

注意到函数 logU11 + ϕ 在 x0 处取得最大值, 在 x0 处有

∇iU11

U11
+∇iϕ = 0, (3.8)

∇iiU11

U11
−
(
∇iU11

U11

)2

+∇iiϕ 6 0. (3.9)

由 (3.1)–(3.3), 通过直接计算可得

(∇iU11)
2 6 (∇1U1i)

2 + CU2
11 + C, (3.10)

∇iiU11 > ∇11Uii +∇iiA
11 −∇11A

ii − CU11 − C. (3.11)

对方程 (3.4) 微分两次, 我们得到在 x0 处,

F ii∇kUii = ∇kψ + ψpj∇kju (3.12)

和

F ii∇11Uii + F ij,kl∇1Uij∇1Ukl

> ψpj∇11ju+ ψplpk∇1ku∇1lu− CU11

> ψpj∇jU11 + ψp1p1U
2
11 − CU11

= −U11ψpj∇jϕ+ ψp1p1U
2
11 − CU11, (3.13)

这里用到了 (3.8). 接下来,

F ii(∇iiA
11 −∇11A

ii) > F ii(A11
pj∇iiju−Aiipj∇11ju)

+ F ii(A11
pipiU

2
ii −Aiip1p1U

2
11)− CU11

∑
F ii

> U11F
iiAiipj∇jϕ− CU11

∑
F ii − CU11

− C
∑
i>2

F iiU2
ii − U2

11

∑
i>2

F iiAiip1p1 . (3.14)

由 (3.9)、(3.11)、(3.13) 和 (3.14) 得到

Lϕ 6 U11

∑
i>2

F iiAiip1p1 − ψp1p1U11 + E +
C

U11
F iiU2

ii + C
∑

F ii + C, (3.15)

其中

E =
1

U2
11

F ii(∇iU11)
2 +

1

U11
F ij,kl∇1Uij∇1Ukl.

在 (1.6) 和 (1.7) 的假设下有

U11

∑
i>2

F iiAiip1p1 − ψp1p1U11 6 0.
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现在取

ϕ =
δ|∇u|2

2
+ bη,

其中 b 和 δ 是待定常数, 0 < δ < 1 6 b, η 是 C2 函数, 它可能依赖于 u 但不依赖于 u 的导数. 我们有

∇iϕ = δ∇ju∇iju+ b∇iη, (3.16)

∇iiϕ = δ∇iju∇iju+ δ∇ju∇iiju+ b∇iiη

> δ

2
U2
ii − Cδ + δ∇ju∇iiju+ b∇iiη. (3.17)

由 (3.1)、(3.3) 和 (3.12) 可知,

F ii∇ju∇iiju > F ii∇ju(∇jUii −∇jA
ii)− C|∇u|2

∑
F ii

> (ψpl − F iiAiipl)∇ju∇jlu− C|∇u|2
∑

F ii − C|∇u|2. (3.18)

于是,

Lϕ > bLη + δ

2
F iiU2

ii − C
∑

F ii − C. (3.19)

最后令 η = u− u, 由 (3.16) 知,

(∇iϕ)
2 6 Cδ2(1 + U2

ii) + 2b2(∇iη)
2 6 Cδ2U2

ii + Cb2. (3.20)

接下来估计 E. 对于固定的 0 < s 6 1/3, 令

J = {i : Uii 6 −sU11}, K = {i : Uii > −sU11}.

由文献 [17, 18] 中的

−F ij,kl∇1Uij∇1Ukl >
∑
i ̸=j

F ii − F jj

Ujj − Uii
(∇1Uij)

2,

可知

−F ij,kl∇1Uij∇1Ukl > 2
∑
i>2

F ii − F 11

U11 − Uii
(∇1Ui1)

2

> 2

(1 + s)U11

∑
i∈K

(F ii − F 11)(∇1Ui1)
2

> 2(1− s)

(1 + s)U11

∑
i∈K

(F ii − F 11)

(
(∇iU11)

2 − CU2
11

s

)
. (3.21)

由 (3.21)、(3.8) 和 (3.20) 可知,

E 6 1

U2
11

∑
i∈J

F ii(∇iU11)
2 + C

∑
i∈K

F ii +
CF 11

U2
11

∑
i∈K

(∇iU11)
2

6
∑
i∈J

F ii(∇iϕ)
2 + C

∑
F ii + CF 11

∑
(∇iϕ)

2

6 Cb2
∑
i∈J

F ii + Cδ2
∑

F iiU2
ii + C

∑
F ii + C(δ2U2

11 + b2)F 11. (3.22)
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由 (3.15)、(3.19) 和 (3.22) 有

bLη 6
(
Cδ2 − δ

2
+

C

U11

)
F iiU2

ii + Cb2
∑
i∈J

F ii + C
∑

F ii

+ C(δ2U2
11 + b2)F 11 + C. (3.23)

由命题 3.1 知, 存在一致的正常数 θ 和 R, 使得只要 U11(x0) > R 就有

L(u− u) > θ
∑

F ii + θ.

因此, 当 b 充分大时有(
Cδ2 − δ

2
+

C

U11

)
F iiU2

ii + Cb2
∑
i∈J

F ii + C(δ2U2
11 + b2)F 11 > 0.

这样就得到估计 U11(x0) 6 C, 否则当 δ 充分小且 |Uii| > sU11 (i ∈ J) 时, 上式第一项将是负的. 定

理 1.1 中 (1.9) 的证明就此完成.

致谢 本文部分工作是在第二作者访问 The Ohio State University 数学系期间完成的, 谨在此衷心感谢 The Ohio
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Second order estimates for fully nonlinear elliptic equations
with gradient terms on closed Riemannian manifolds

Bo Guan, Shujun Shi & Zhenan Sui

Abstract Establishing a priori estimates for second derivatives is a key ingredient in the study of fully nonlinear
elliptic equations, which is the focus of this paper. We consider a class of second order fully nonlinear equations
on closed Riemannian manifolds. In terms of the tangent cone at infinity to the level sets of an associated function
which may depend on the solution and its gradient, we introduce a condition to derive second order estimates for
solutions of the equation.
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