
中国科学 : 数学 2026年 第 56卷 第 ?期 : 1∼ 16

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Ren J, Xia P C. Large deviation principle for slow-fast McKean-Vlasov SDEs (in Chinese). Sci Sin Math, 2026,

56: 1–16, doi: 10.1360/SSM-2025-0108

c⃝ 2026《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

快慢 McKean-Vlasov 随机微分方程的
大偏差原理

任洁1, 夏鹏程2∗

1. 河南财经政法大学数学与信息科学学院, 郑州 450046;

2. 安徽理工大学数学与大数据学院, 淮南 232001

E-mail: 20130006@huel.edu.cn, pcxia@whu.edu.cn

收稿日期: 2025-04-24; 接受日期: 2025-12-31; 网络出版日期: 2026-02-05; * 通信作者

国家自然科学基金 (批准号: 12471140 和 12401182) 和河南省高校青年骨干教师培养计划 (批准号: 2024GGJS077) 资助项目

摘要 本文研究当噪声强度 δ → 0 且时间尺度参数 ε(δ) 满足 ε2(δ)/δ → 0 时, 一类完全耦合的快慢

McKean-Vlasov 随机系统解的 Freidlin-Wentzell 型大偏差原理. 该系统系数具有对慢、快变量分布的

双重依赖. 证明的核心在于借助 Poisson 方程理论及大偏差的弱收敛方法.
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1 引言

多尺度随机系统已广泛应用于气象、金融和生物等多个领域.考虑如下快慢 McKean-Vlasov随机

微分方程 (MVSDE): dXε
t = b(Xε

t ,LXε
t
, Y ε

t ,LY ε
t
)dt+ σ(Xε

t ,LXε
t
,LY ε

t
)dW 1

t , Xε
0 = x ∈ Rd1 ,

dY ε
t =

1

ε2
f(LXε

t
, Y ε

t ,LY ε
t
)dt+

1

ε
g(LXε

t
, Y ε

t ,LY ε
t
)dW 2

t , Y ε
0 = y ∈ Rd2 ,

(1.1)

其中时间尺度参数 0 < ε≪ 1, b : Rd1 ×P2(Rd1)×Rd2 ×P2(Rd2) → Rd1 , σ : Rd1 ×P2(Rd1)×P2(Rd2) →
Rd1 ⊗Rd1 , f : P2(Rd1)×Rd2 ×P2(Rd2) → Rd2 , g : P2(Rd1)×Rd2 ×P2(Rd2) → Rd2 ⊗Rd2 均为 Borel 可

测函数; W 1
t 和 W 2

t 分别为定义在完备概率空间 (Ω,F ,P; (Ft)t>0)上的 d1 和 d2 维 Brown运动,且二

者相互独立; Lϑ 表示随机变量 ϑ 的分布.

与此前大多数关于快慢 MVSDE 的研究相比 (参见文献 [1, 2, 4]), 系统 (1.1) 的主要特点在于,

方程的系数不仅依赖于慢变量的分布, 同时还依赖于快变量的分布, 这一特性为相关问题的研究带
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来了极大的挑战. 为刻画系统 (1.1) 的平均化极限, 需考虑如下的凝固 MVSDE: 对任意固定的 µ ∈
P2(Rd1), 有

dY µ
t = f(µ, Y µ

t ,LY µ
t
)dt+ g(µ, Y µ

t ,LY µ
t
)dW̃ 2

t , Y µ
0 = y, (1.2)

其中 W̃ 2
t = ε−1W 2

ε2t 构成一个新的 d2 维 Brown 运动. 假设存在常数 c2 > c1 > 0, 使得对任意的

µ ∈ P2(Rd1), y1, y2 ∈ Rd2 及 ν1, ν2 ∈ P2(Rd2), 有

2⟨y1 − y2, f(µ, y1, ν1)− f(µ, y2, ν2)⟩+ 3∥g(µ, y1, ν1)− g(µ, y2, ν2)∥2

6 c1W2(ν1, ν2)
2 − c2|y1 − y2|2. (1.3)

由文献 [9, 定理 3.1] 可知, 方程 (1.2) 存在唯一的不变测度 ζµ. 最近, Li 和 Xie [6] 证明了当 ε → 0 时,

上述系统中慢变量 Xε
t 强收敛到 X̄t, 即

sup
t∈[0,T ]

E|Xε
t − X̄t|2 6 CT ε

2,

其中 X̄t 满足平均化方程

dX̄t = b̄(X̄t,LX̄t
)dt+ σ̄(X̄t,LX̄t

)dW 1
t , X̄0 = x, (1.4)

相应的平均化系数定义为

b̄(x, µ) :=

∫
Rd2

b(x, µ, y, ζµ)ζµ(dy), σ̄(x, µ) := σ(x, µ, ζµ). (1.5)

当前, 多尺度随机系统的大偏差研究主要集中于非分布依赖情形, 而针对多尺度 MVSDE 大偏差

的研究尚处于起步阶段. Hong 等 [4] 研究了一类多尺度 MVSDE 的大偏差原理, 其中快方程系数可依

赖于慢过程,但系统整体不依赖于快变量的分布.随后,文献 [8,10]进一步探讨了带有分数噪声的快慢

MVSDE的大偏差问题,其系统系数同样不依赖于快变量的分布.与之相比, MVSDE (1.1)具有更强的

分布依赖性. 本文基于 Li 和 Xie [6] 的研究, 运用 Dupuis 和 Ellis [3] 提出的弱收敛方法, 建立其慢变量

在小噪声扰动下满足的 Freidlin-Wentzell 型大偏差原理. 与文献 [4,8,10] 采用的离散化时间方法不同,

本文充分运用 Poisson 方程的处理技巧建立大偏差原理.

2 预备知识及主要结论

本节阐述运用弱收敛方法证明大偏差原理时涉及的相关定义与关键结果.对文中所涉及的函数空

间作出明确界定, 同时给出主要研究结果.

2.1 预备知识

令 P(Rd) 表示 Rd 上的概率测度全体, 并定义

P2(Rd) :=

{
µ ∈ P(Rd) : µ(| · |2) :=

∫
Rd

|ξ|2 µ(dξ) <∞
}
.
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对任意 µ, ν ∈ P2(Rd), 记 C(µ, ν) 为 µ 和 ν 的耦合测度全体. 2 阶 Wasserstein 距离定义为

W2(µ, ν) := inf
π∈C(µ,ν)

(∫
Rd×Rd

|x− y|2π(dx, dy)
) 1

2

.

对任意给定 T > 0, C([0, T ];Rd1) 表示 [0, T ] 上 Rd1 值连续函数全体. 对任一 ψ ∈ C([0, T ];Rd1),

定义 ∥ψ∥∞ := supt∈[0,T ] |ψ(t)|, d∞ 表示由该范数诱导的度量, 则 (C([0, T ];Rd1), d∞) 为 Polish 空间.

令 Wt = (W 1
t ,W

2
t ), 记 P1 : Rd1+d2 → Rd1 和 P2 : Rd1+d2 → Rd2 为投影算子, 使得

W 1
t = P1Wt, W 2

t = P2Wt.

考虑与过程 (Wt)06t6T 相关联的 Cameron-Martin 空间

H :=

{
h : [0, T ] → Rd1+d2

∣∣∣∣ h0 = 0, h 绝对连续, ∥h∥2H :=

∫ T

0

|ḣs|2 ds <∞
}
.

对任意 N > 0, 定义

BN := {h ∈ H : ∥h∥H 6 N}.

在 H 诱导的弱拓扑下, BN 构成紧 Polish 空间. 本文关于取值于 BN 的随机变量的收敛性, 均在此拓

扑下考虑. 令 A 为全体 Ft- 可料过程, 并记

AN := {h ∈ A : h ∈ BN ,P-a.s.}.

设 (E, d) 为 Polish 空间, B(E) 为其 Borel σ- 域. {Xδ, δ > 0} 为定义于概率空间 (Ω,F ,P) 上的一
族 E 值随机变量.

定义 2.1 对任意 a < ∞, 若 {ϕ ∈ E : I(ϕ) 6 a} 是紧集, 则称 I : E → [0,∞] 为速率函数. 对任

意 A ∈ B(E), 记 I(A) := infϕ∈A I(ϕ).

定义 2.2 设 I 为 E 上的速率函数.

(1) 称 {Xδ, δ > 0} 满足速率函数为 I 的大偏差上界, 若对 E 中的一切闭子集 F , 有

lim
δ→0

δ logP(Xδ ∈ F ) 6 −I(F );

(2) 称 {Xδ, δ > 0} 满足速率函数为 I 的大偏差下界, 若对 E 中的一切开子集 G, 有

lim
δ→0

δ logP(Xδ ∈ G) > −I(G).

若大偏差上界和下界同时满足, 则称 {Xδ, δ > 0} 满足速率函数为 I 的大偏差原理.

相较于开集或闭集的示性函数估计, 研究者们更关注一般函数的指数估计. 回顾文献 [7, 11] 中的

相关结果, 下面直接给出 Laplace 原理成立的充分条件.

定理 2.1 对任意 δ > 0, 设 Zδ : C([0, T ];Rd1+d2) → E 为一族可测映射, 并记 Xδ = Zδ(W·). 若

存在可测映射 Z0 : C([0, T ];Rd1+d2) → E, 使得以下条件成立:

(LD1)对任意 N > 0, 若当 δ → 0 时, hδ 在 BN 中弱收敛于 h, 则 Z0(
∫ ·
0
ḣδsds)在空间 E 中收敛于

Z0(
∫ ·
0
ḣsds);
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(LD2) 对任意 N > 0, 若 {hδ}δ>0 ⊂ AN (作为取值于 BN 中的随机变量), 则对任意 η > 0, 有

lim
δ→0

P
(
d

(
Zδ

(
W· +

1√
δ

∫ ·

0

ḣδsds

)
, Z0

(∫ ·

0

ḣδsds

))
> η

)
= 0,

则 {Xδ, δ > 0} 在空间 E 上满足 Laplace 原理, 对应速率函数为

I(ϕ) :=
1

2
inf

{h∈H:Z0(
∫ ·
0
ḣsds)=ϕ}

∥h∥2H, (2.1)

其中约定 inf{∅} = ∞, 即对 E 上所有有界连续函数 φ, 都有

lim
δ→0

δ logE
(
exp

[
− φ(Xδ)

δ

])
= − inf

ϕ∈E
{φ(ϕ) + I(ϕ)}.

根据 Laplace 原理与大偏差原理的等价性结果 (参见文献 [3]), 可得如下结论.

定理 2.2 在定理 2.1 的条件下, {Xδ, δ > 0} 在 E 上满足具有相同速率函数 I 的大偏差原理.

2.2 主要结论

在介绍本文核心结论之前, 我们需要对定理中涉及的函数空间予以严格定义.

定义 2.3 若定义在 P2(Rd)上的函数 u(·),其 Lions导数 ∂µu(µ)(x̃)及其空间导数 ∂x̃∂µu(µ)(x̃)均

存在且连续, 并满足一致有界条件 supµ∈P2,x̃∈Rd |∂µu(µ)(x̃)| < ∞ 和 supµ∈P2,x̃∈Rd ∥∂x̃∂µu(µ)(x̃)∥ < ∞,

则称 u ∈ C(1,1)(P2(Rd)). C2(Rd) 表示 Rd 上具有有界连续一阶及二阶偏导数的函数空间. 若定义在

Rd × P2(Rd) 上的函数 u(·, ·) 满足, 对任意 µ ∈ P2(Rd), 有 u(·, µ) ∈ C2(Rd); 且对任意 x ∈ Rd, 有

u(x, ·) ∈ C(1,1)(P2(Rd)), 则称 u ∈ C2,(1,1)(Rd × P2(Rd)). 若定义在 P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2) 上的函

数 u(·, ·, ·) 满足, 对任意 (y, ν) ∈ Rd2 × P2(Rd2), 有 u(·, y, ν) ∈ C(1,1)(P2(Rd1)); 且对任意 µ ∈ P2(Rd1),

有 u(µ, ·, ·) ∈ C2,(1,1)(Rd2 × P2(Rd2)), 则称 u ∈ C(1,1),2,(1,1)(P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2)). 若定义在

Rd1 × P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2) 上的函数 u(·, ·, ·, ·) 满足, 对任意 (µ, y, ν) ∈ P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2),

有 u(·, µ, y, ν) ∈ C2(Rd1); 且对任意 x ∈ Rd1 , 有 u(x, ·, ·, ·) ∈ C(1,1),2,(1,1)(P2(Rd1)× Rd2 × P2(Rd2)), 则

称 u ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 × P2(Rd1)× Rd2 × P2(Rd2)). 若上述空间添加下标 b, 则表示函数本身也是有

界的.

在 MVSDE (1.1) 的慢变量扩散项中引入噪声强度参数 0 < δ < 1, 得到如下小扰动系统:dX
δ,ε
t = b(Xδ,ε

t ,LXδ,ε
t
, Y δ,ε

t ,LY δ,ε
t

)dt+
√
δσ(Xδ,ε

t ,LXδ,ε
t
,LY δ,ε

t
)dW 1

t , Xδ,ε
0 = x,

dY δ,ε
t =

1

ε2
f(LXδ,ε

t
, Y δ,ε

t ,LY δ,ε
t

)dt+
1

ε
g(LXδ,ε

t
, Y δ,ε

t ,LY δ,ε
t

)dW 2
t , Y δ,ε

0 = y.
(2.2)

本文主要结论如下.

定理 2.3 假设条件 (1.3) 成立, 且 b ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 × P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2)), f ∈
C(1,1),2,(1,1)(P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2)), g ∈ C

(1,1),2,(1,1)
b (P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2)), b, σ, f 和 g 满足

Lipschitz 条件并且

sup
µ∈P2(Rd1 )

|f(µ, 0, δ0)| <∞, sup
x∈Rd1

∥σ(x, δ0, δ0)∥ <∞.

当 limδ→0 ε
2/δ = 0 时, 扰动系统 (2.2) 的慢过程族 {Xδ,ε, δ > 0} 在 C([0, T ];Rd1) 上满足大偏差原理,

其速率函数由 (2.1) 给出, 其中 Z0 由后续的 (3.6) 定义.
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3 定理 2.3 的证明

本节始终假设定理 2.3中的条件成立. 针对 MVSDE (2.2),依据平均原理 (参见文献 [6,定理 2.1]),

当 δ → 0 时, 其解收敛于确定性平均化方程

dX̄0
t = b̄(X̄0

t ,LX̄0
t
)dt, X̄0

0 = x, (3.1)

其中平均化系数 b̄ 通过 (1.5) 定义.

注 3.1 由于 X̄0
t 是确定性轨道,所以 LX̄0

t
= δX̄0

t
,其中 δX̄0

t
表示集中于点 X̄0

t 的 Dirac测度.由

于 b 满足 Lipschitz 条件, 结合文献 [6, 引理 4.2] 的结论, 可推导出 b̄ 也满足 Lipschitz 条件. 显然方程

(3.1) 存在唯一解 X̄0 且 X̄0 ∈ C([0, T ];Rd1).

为验证 (LD1), 考虑骨架方程

dX̄h
t = b̄(X̄h

t ,LX̄0
t
)dt+ σ̄(X̄h

t ,LX̄0
t
)P1ḣtdt, X̄h

0 = x, (3.2)

其中 X̄0
t 是平均化方程 (3.1) 的唯一解且平均化系数 b̄ 和 σ̄ 由 (1.5) 定义.

下面证明骨架方程 (3.2) 解的存在唯一性, 同时给出相应的估计.

引理 3.1 对任意 h ∈ H, 骨架方程 (3.2) 存在唯一绝对连续解 X̄h, 且

sup
h∈BN

sup
t∈[0,T ]

|X̄h
t | 6 CN,T (1 + |x|). (3.3)

证明 由文献 [6, 引理 4.2] 可知, b̄ 和 σ̄ 均满足 Lipschitz 条件, 即

|b̄(x1, µ1)− b̄(x2, µ2)|+ ∥σ̄(x1, µ1)− σ̄(x2, µ2)∥ 6 C(|x1 − x2|+W2(µ1, µ2)). (3.4)

对固定测度 LX̄0
t
, 记 b̃(t, x) := b̄(x,LX̄0

t
), σ̃(t, x) := σ̄(x,LX̄0

t
), 则

|b̃(t, x1)− b̃(t, x2)|+ ∥σ̃(t, x1)− σ̃(t, x2)∥ 6 C|x1 − x2|.

于是方程 (3.2) 可改写为

dX̄h
t = b̃(t, X̄h

t )dt+ σ̃(t, X̄h
t )P1ḣtdt, X̄h

0 = x. (3.5)

通过 Picard 迭代法可证明该方程存在唯一绝对连续解. 基于线性增长条件和 Gronwall 不等式, 结合

X̄0 ∈ C([0, T ];Rd1), 可进一步得到解的先验估计 (3.3).

对任意 h ∈ H, 定义映射

Z0 : H ∋ h 7→ X̄h ∈ C([0, T ];Rd1), (3.6)

其中 X̄h 为骨架方程 (3.2) 的唯一解. 则 (2.1) 可改写为

I(ϕ) =
1

2
inf

{h∈H:X̄h=ϕ}
∥h∥2H. (3.7)

接下来验证 (LD1), 即证明 I 是 C([0, T ];Rd1) 上的速率函数.

引理 3.2 若当 δ → 0 时, hδ 在 BN 中弱收敛到 h, 则有

lim
δ→0

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣Z0

(∫ t

0

ḣδsds

)
− Z0

(∫ t

0

ḣsds

)∣∣∣∣ = 0. (3.8)

5
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证明 令

X̄hδ

= Z0

(∫ ·

0

ḣδsds

)
,

则 X̄hδ

t 为如下方程的唯一解:

dX̄hδ

t = b̄(X̄hδ

t ,LX̄0
t
)dt+ σ̄(X̄hδ

t ,LX̄0
t
)P1ḣ

δ
tdt, X̄hδ

0 = x. (3.9)

由于 b̄ 和 σ̄ 均满足 Lipschitz 条件, 验证

lim
δ→0

sup
t∈[0,T ]

|X̄hδ

t − X̄h
t | = 0

的过程是标准的, 所以不再重复.

下文旨在验证 (LD2) 成立. 回到扰动方程 (2.2). 由于 b, σ, f 和 g 均满足 Lipschitz 条件, 则

MVSDE (2.2) 存在唯一的强解 (Xδ,ε, Y δ,ε) ∈ C([0, T ];Rd1+d2). 记

b̃δ,ε(t, x, y) := b(x,LXδ,ε
t
, y,LY δ,ε

t
), σ̃δ,ε(t, x) := σ(x,LXδ,ε

t
,LY δ,ε

t
),

f̃δ,ε(t, y) := f(LXδ,ε
t
, y,LY δ,ε

t
), g̃δ,ε(t, y) := g(LXδ,ε

t
, y,LY δ,ε

t
),

则 MVSDE (2.2) 可改写为以下非时齐经典随机微分方程 (SDE):dX
δ,ε
t = b̃δ,ε(t,Xδ,ε

t , Y δ,ε
t )dt+

√
δσ̃δ,ε(t,Xδ,ε

t )dW 1
t , Xδ,ε

0 = x,

dY δ,ε
t =

1

ε2
f̃δ,ε(t, Y δ,ε

t )dt+
1

ε
g̃δ,ε(t, Y δ,ε

t )dW 2
t , Y δ,ε

0 = y.
(3.10)

由经典 Yamada-Watanabe 定理可知, 存在唯一可测泛函 Γδ,ε : C([0, T ];Rd1+d2) → C([0, T ];Rd1) 使得

Xδ,ε = Γδ,ε(W·), P-a.s. 对固定的 δ ∈ (0, 1), hδ ∈ AN , 考虑漂移变换

Tδ(W·) :=W· +
1√
δ

∫ ·

0

ḣδsds.

根据 Girsanov定理,可知测度 P◦ (Tδ)−1 与 P等价且 Wt+
1√
δ

∫ t

0
ḣδsds是新测度 P◦ (Tδ)−1 下的 Brown

运动. 令 Zδ := Γδ,ε(δ), 定义

Xδ,ε,hδ

:= Zδ

(
W· +

1√
δ

∫ ·

0

ḣδsds

)
.

则 Xδ,ε,hδ

t 满足如下受控系统的慢方程:

dXδ,ε,hδ

t = b(Xδ,ε,hδ

t ,LXδ,ε
t
, Y δ,ε,hδ

t ,LY δ,ε
t

)dt+ σ(Xδ,ε,hδ

t ,LXδ,ε
t
,LY δ,ε

t
)P1ḣ

δ
tdt,

+
√
δσ(Xδ,ε,hδ

t ,LXδ,ε
t
,LY δ,ε

t
)dW 1

t , Xδ,ε,hδ

0 = x,

dY δ,ε,hδ

t =
1

ε2
f(LXδ,ε

t
, Y δ,ε,hδ

t ,LY δ,ε
t

)dt+
1√
δε
g(LXδ,ε

t
, Y δ,ε,hδ

t ,LY δ,ε
t

)P2ḣ
δ
tdt

+
1

ε
g(LXδ,ε

t
, Y δ,ε,hδ

t ,LY δ,ε
t

)dW 2
t , Y δ,ε,hδ

0 = y.

(3.11)

根据文献 [6, 引理 3.3], 可知扰动方程 (2.2) 的解 (Xδ,ε, Y δ,ε) 满足如下先验估计.

6
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引理 3.3 对任意 T > 0, 存在常数 CT > 0, 使得

sup
0<ε≪1

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε
t |4

]
6 CT (1 + |x|4 + |y|4),

sup
0<ε≪1

sup
t∈[0,T ]

E|Y δ,ε
t |4 6 CT (1 + |x|4 + |y|4).

下述估计是证明 (LD2) (即引理 3.8) 的关键依据. 尽管当 δ → 0 时, (3.12) 的右端项会趋于无穷,

但在后续应用此引理时, 该估计的精度足以支撑后续证明.

引理 3.4 对任意 T > 0, 存在不依赖于 T 的常数 C1 > 0, 使得

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Y δ,ε
t |2

]
6 C1

(
1 +

T

ε2

)
. (3.12)

证明 设 Ŷ δ,ε
t := Y δ,ε

ε2t , 则

dŶ δ,ε
t = f(LXδ,ε

ε2t

, Ŷ δ,ε
t ,LŶ δ,ε

t
)dt+ g(LXδ,ε

ε2t

, Ŷ δ,ε
t ,LŶ δ,ε

t
)dW̃ 2

t , Ŷ δ,ε
0 = y,

其中 W̃ 2
t = ε−1W 2

ε2t. 由 Itô 公式可知

|Ŷ δ,ε
t |2 = |y|2 + 2

∫ t

0

⟨Ŷ δ,ε
s , f(LXδ,ε

ε2s

, Ŷ δ,ε
s ,LŶ δ,ε

s
)⟩ds+

∫ t

0

∥g(LXδ,ε

ε2s

, Ŷ δ,ε
s ,LŶ δ,ε

s
)∥2ds

+ 2

∫ t

0

⟨Ŷ δ,ε
s , g(LXδ,ε

ε2s

, Ŷ δ,ε
s ,LŶ δ,ε

s
)dW̃ 2

s ⟩. (3.13)

由 (1.3) 及 f 和 g 的假设条件可知, 存在 c̃2 > c̃1 > 0 及 C0 > 0, 使得

2⟨y, f(µ, y, ν)⟩+ ∥g(µ, y, ν)∥2 6 c̃1W2(ν, δ0)
2 − c̃2|y|2 + C0. (3.14)

对 (3.13) 两边同时取期望, 随后对 t 微分, 则有

dE|Ŷ δ,ε
t |2 6 E[2⟨Ŷ δ,ε

t , f(LXδ,ε

ε2t

, Ŷ δ,ε
t ,LŶ δ,ε

t
)⟩+ ∥g(LXδ,ε

ε2t

, Ŷ δ,ε
t ,LŶ δ,ε

t
)∥2]dt

6 −(c̃2 − c̃1)E|Ŷ δ,ε
t |2dt+ C0dt.

由比较定理可得

E|Ŷ δ,ε
t |2 6 |y|2e−(c̃2−c̃1)t + C0

∫ t

0

e−(c̃2−c̃1)(t−s)ds 6 C(1 + |y|2), (3.15)

其中常数 C 与 t 无关. 回到 (3.13), 将 (3.14) 代入后得到

|Ŷ δ,ε
t |2 6 |y|2 + C0t+ c̃1

∫ t

0

E|Ŷ δ,ε
s |2ds+ C

∣∣∣∣ ∫ t

0

⟨Ŷ δ,ε
s , g(LXδ,ε

ε2s

, Ŷ δ,ε
s ,LŶ δ,ε

s
)dW̃ 2

s ⟩
∣∣∣∣.

应用 BDG (Burkholder-Davis-Gundy) 不等式和 Young 不等式, 可得

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Ŷ δ,ε
t |2

]
6 |y|2 + C0T + c̃1

∫ T

0

E|Ŷ δ,ε
s |2ds+ CE

[ ∫ T

0

|Ŷ δ,ε
s |2ds

] 1
2

6 C + C0T + C

∫ T

0

E|Ŷ δ,ε
s |2ds

(3.15)

6 C1(1 + T ),

7
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此处 C1 是不依赖于 T 的常数. 从而有

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Y δ,ε
t |2

]
= E

[
sup

t∈[0,T ]

|Ŷ δ,ε
t/ε2 |

2
]
= E

[
sup

t∈[0,T/ε2]

|Ŷ δ,ε
t |2

]
6 C1

(
1 +

T

ε2

)
.

证毕.

随后, 我们给出受控系统 (3.11) 中慢过程 Xδ,ε,hδ

的下述估计.

引理 3.5 对任意 N > 0, 若 hδ ∈ AN , 则存在常数 CN,T > 0, 使得

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε,hδ

t |4
]
6 CN,T (1 + |x|4 + |y|4). (3.16)

证明 由 Itô 公式可知

|Y δ,ε,hδ

t |2 = |y|2 + 2

ε2

∫ t

0

⟨Y δ,ε,hδ

s , f(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)⟩ds+ 1

ε2

∫ t

0

∥g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)∥2ds

+
2√
δε

∫ t

0

⟨Y δ,ε,hδ

s , g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)P2ḣ
δ
s⟩ds+Mt, (3.17)

其中

Mt :=
2

ε

∫ t

0

⟨Y δ,ε,hδ

s , g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)dW 2
s ⟩.

应用 Young 不等式可知

2√
δε

⟨Y δ,ε,hδ

s , g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)P2ḣ
δ
s⟩ 6

c̃2
2ε2

|Y δ,ε,hδ

s |2 + C

δ
|ḣδs|2. (3.18)

联合 (3.14), (3.17) 和 (3.18), 应用引理 3.3, 有

c̃2
2ε2

∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s |2ds6 |y|2+ CT

ε2
(1 + |x|2 + |y|2) +C

δ

∫ T

0

|ḣδs|2ds+ sup
t∈[0,T ]

|Mt|.

将两边平方后取期望, 由 BDG 不等式和 Young 不等式, 可得

E
([∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s |2ds
]2)

6 Cε4|y|4+CT (1 + |x|4 + |y|4)+Cε4

δ2
E
([∫ T

0

|ḣδs|2ds
]2)

+ Cε4E
([

sup
t∈[0,T ]

|Mt|
]2)

6 CT (1 + |x|4 + |y|4) + CNε
4

δ2
+

1

2
E
([∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s |2ds
]2)

.

由于 limδ→0 ε
2/δ = 0, 不失一般性, 不妨假设 ε2/δ < 1, 则

E
([∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s |2ds
]2)

6 CN,T (1 + |x|4 + |y|4).

由 Itô 公式可知

|Xδ,ε,hδ

t |2 = |x|2 + 2

∫ t

0

⟨Xδ,ε,hδ

s , b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)⟩ds

8
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+ 2

∫ t

0

⟨Xδ,ε,hδ

s , σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)P1ḣ

δ
s⟩ds+ δ

∫ t

0

∥σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)∥2ds

+ 2
√
δ

∫ t

0

⟨Xδ,ε,hδ

s , σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)dW 1

s ⟩

=: |x|2 +
4∑

i=1

Iδ,εi (t).

由于 b 和 σ 均满足线性增长条件, 联合引理 3.3 可知

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Iδ,ε1 (t) + Iδ,ε3 (t)|2
]
6 CE

(∫ T

0

(1 + |Xδ,ε,hδ

s |2+ |Y δ,ε,hδ

s |2+ E|Xδ,ε
s |2 + E|Y δ,ε

s |2)ds
)2

6 CT (1 + |x|4 + |y|4) + C

∫ T

0

E|Xδ,ε,hδ

s |4ds

+ CE
([∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s |2ds
]2)

. (3.19)

由 Hölder 不等式和 Young 不等式及引理 3.3, 可得

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Iδ,ε2 (t)|2
]
6 1

4
E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε,hδ

t |4
]
+ CN,TE

∫ T

0

∥σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)∥4ds

6 1

4
E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε,hδ

t |4
]
+ CN,T (1 + |x|4 + |y|4). (3.20)

由 BDG 不等式和 Young 不等式及引理 3.3, 即有

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Iδ,ε4 (t)|2
]
6 CE

(∫ T

0

|Xδ,ε,hδ

s |2 · ∥σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)∥2ds

)
6 1

4
E
[

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε,hδ

t |4
]
+ CT (1 + |x|4 + |y|4). (3.21)

联合 (3.19)–(3.21), 运用 Gronwall 不等式, 即可证得 (3.16) 成立.

接下来, 对 Y δ,ε,hδ

与 Y δ,ε 之间的差值进行估计.

引理 3.6 对任意 hδ ∈ AN , 存在常数 CN > 0, 使得∫ T

0

E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2dt 6 CNε

2

δ
.

证明 对 |Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2 应用 Itô 公式并取期望, 可得

E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2 =

2

ε2

∫ t

0

E⟨Y δ,ε,hδ

s − Y δ,ε
s , f(LXδ,ε

s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)− f(LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)⟩ds

+
1

ε2

∫ t

0

E∥g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)− g(LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)∥2ds

+
2√
δε

∫ t

0

E⟨Y δ,ε,hδ

s − Y δ,ε
s , g(LXδ,ε

s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)P2ḣ
δ
s⟩ds.

结合 (1.3), 应用 Young 不等式, 可得

dE|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2 6 − c2

ε2
E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2dt+ C√

δε
E
[
|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t | · |ḣδt |

]
dt

9
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6 − c2
2ε2

E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2dt+ C

δ
E|ḣδt |2dt.

由比较定理, 可得

E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2 6 C

δ
E
∫ t

0

e−
c2
2ε2

(t−s)|ḣδs|2ds.

对上式在 [0, T ] 上两边同时积分, 利用 Fubini 定理, 有∫ T

0

E|Y δ,ε,hδ

t − Y δ,ε
t |2dt 6 C

δ
E
∫ T

0

|ḣδs|2
(∫ T

s

e−
c2
2ε2

(t−s)dt

)
ds 6 CN

ε2

δ
.

证毕.

随后, 回顾 Wasserstein 空间中 Poisson 方程理论, 进而在此基础上完成对 (LD2) 的验证.

考虑带参数 (x, µ) ∈ Rd1 × P2(Rd1) 的 Poisson 方程

−L0(µ, y, ν)U(x, µ, y, ν) = h(x, µ, y, ν), (3.22)

其中 L0 为凝固方程 (1.2) 对应的无穷小生成元

L0(µ, y, ν)φ(y, ν) :=
1

2
Tr

(
gg∗(µ, y, ν) · ∂2yφ(y, ν)

)
+ f(µ, y, ν) · ∂yφ(y, ν)

+

∫
Rd2

[
1

2
Tr(gg∗(µ, ỹ, ν) · ∂ỹ[∂νφ(y, ν)(ỹ)])

+ f(µ, ỹ, ν) · ∂νφ(y, ν)(ỹ)
]
ν(dỹ) (3.23)

且 h 满足中心化条件, 即∫
Rd2

h(x, µ, y, ζµ)ζµ(dy) = 0, ∀ (x, µ) ∈ Rd1 × P2(Rd1). (3.24)

现引用文献 [5, 6] 中建立的带参数 Poisson 方程解的正则性结果:

定理 3.1 设 (1.3) 成立且 h 满足中心化条件. 若 f, g ∈ C(1,1),2,(1,1)(P2(Rd1) × Rd2 × P2(Rd2)),

h ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 ×P2(Rd1)×Rd2 ×P2(Rd2)),则对任意 (x, µ) ∈ Rd1 ×P2(Rd1), Poisson方程 (3.22)

存在唯一解 U(x, µ, ·, ·) 且

U ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 × P2(Rd1)× Rd2 ×P2(Rd2)).

在此基础上, 可建立 Xδ,ε 与 X̄0 的差值估计, 其证明过程参照文献 [6, 定理 2.1] 的方法稍作调整

即得, 故证明从略.

引理 3.7 对任意 T > 0, 存在常数 CT > 0, 使得

sup
t∈[0,T ]

E|Xδ,ε
t − X̄0

t |2 6 CT

(
ε2 + δ

)
. (3.25)

下面证明 (LD2) 成立.

引理 3.8 对任意 N > 0, {hδ}δ>0 ⊂ AN , 当 limδ→0 ε
2/δ = 0 时, 对任意 η > 0, 有

lim
δ→0

P
(

sup
t∈[0,T ]

|Xδ,ε,hδ

t − X̄hδ

t | > η
)
= 0.

10
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证明 基于 (3.11) 和 (3.9), Xδ,ε,hδ

t − X̄hδ

t 可作如下分解:

Xδ,ε,hδ

t − X̄hδ

t =

∫ t

0

[b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε,hδ

s ,LY δ,ε
s

)− b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)]ds

+

∫ t

0

[b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)− b̄(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s

)]ds

+

∫ t

0

[b̄(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s

)− b̄(X̄hδ

s ,LX̄0
s
)]ds+

√
δ

∫ t

0

σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)dW 1

s

+

∫ t

0

[σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)− σ̄(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s

)]P1ḣ
δ
sds

+

∫ t

0

[σ̄(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s

)− σ̄(X̄hδ

s ,LX̄0
s
)]P1ḣ

δ
sds

=:

6∑
i=1

Iδ,ε
i (t).

由于 b 满足 Lipschitz 条件, 故由引理 3.6 可得

E
[

sup
t∈[0,T ]

|Iδ,ε
1 (t)|2

]
6 CE

∫ T

0

|Y δ,ε,hδ

s − Y δ,ε
s |2ds 6 CN

ε2

δ
. (3.26)

下面处理 Iδ,ε
2 (t) 项. 令 b̂(x, µ, y, ν) := b(x, µ, y, ν) − b̄(x, µ), 则 b̂ ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 × P2(Rd1) ×

Rd2 ×P2(Rd2)) 且满足中心化条件. 考虑以下 Poisson 方程:

−L0(µ, y, ν)Φ(x, µ, y, ν) = b̂(x, µ, y, ν), (3.27)

其中 L0 由 (3.23) 定义. 由定理 3.1 可知, 该 (3.27) 存在唯一解 Φ ∈ C2,(1,1),2,(1,1)(Rd1 × P2(Rd1) ×
Rd2 ×P2(Rd2)). 由 Itô 公式可知

Φ(Xδ,ε,hδ

t ,LXδ,ε
t
, Y δ,ε

t ,LY δ,ε
t

)

= Φ(x, δx, y, δy) +
√
δM1

t +
1

ε
M2

t

+

∫ t

0

b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

) · ∂xΦ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)ds

+
δ

2

∫ t

0

Tr(σσ∗(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
) · ∂2xΦ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

))ds

+

∫ t

0

Ẽ[b(X̃δ,ε
s ,LXδ,ε

s
, Ỹ δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)∂µΦ(X
δ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)(X̃δ,ε
s )]ds

+
δ

2

∫ t

0

Ẽ[Tr(σσ∗(X̃δ,ε
s ,LXδ,ε

s
,LY δ,ε

s
)∂x̃[∂µΦ(X

δ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)(X̃δ,ε
s )])]ds

+

∫ t

0

σ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
)P1ḣ

δ
s · ∂xΦ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)ds

+
1

ε2

∫ t

0

L0(LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)Φ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)ds,

11
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其中 (X̃δ,ε, Ỹ δ,ε) 是 (Xδ,ε, Y δ,ε) 的独立同分布拷贝, Ẽ 表示对该拷贝的期望且

M1
t :=

∫ t

0

∂xΦ(X
δ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
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由 (3.27) 可知∫ t

0

b̂(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)ds

= ε2[Φ(x, δx, y, δy)− Φ(Xδ,ε,hδ

t ,LXδ,ε
t
, Y δ,ε

t ,LY δ,ε
t

)]

+ [
√
δε2M1

t +εM2
t ] + ε2

∫ t

0

b(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

) · ∂xΦ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

)ds

+
δε2

2

∫ t

0

Tr(σσ∗(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
,LY δ,ε

s
) · ∂2xΦ(Xδ,ε,hδ

s ,LXδ,ε
s
, Y δ,ε

s ,LY δ,ε
s

))ds

+ ε2
∫ T

0
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应用引理 3.4, 可得
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根据 BDG 不等式及引理 3.3, 可得
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类似地处理 M2
t , 综合可得
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结合引理 3.3 和 3.5 可知
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由引理 3.3, 立得
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类似地,
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综合 (3.28)–(3.32), 可知
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由于 b̄ 满足 Lipschitz 条件, 所以
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由 BDG 不等式及引理 3.3, 即得
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Iδ,ε
5 (t) 的处理与文献 [6, 定理 2.1] 相似,
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其中 Y µ 是凝固方程 (1.2) 的唯一强解. 综合文献 [9, 定理 3.1]、[6, 引理 3.5] 和引理 3.3, 可知存在
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由 Itô 公式可知
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, Ŷ δ,ε
s ,LŶ δ,ε
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[E|Ŷ δ,ε
t/ε2 − Y µ

t/ε2 |
2]µ=L

X
δ,ε
t

6 C

∫ t
ε2

0

W2(LXδ,ε

ε2s

,LXδ,ε
t

)2e−
c2−c1

2 ( t
ε2

−s)ds

6 CT

ε2

∫ t

0

(t− s)e−
c2−c1

2
t−s

ε2 ds 6 CT ε
2,

14



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 ? 期

此处的常数 CT 与 ε 和 t 均无关. 将上式代回 (3.37), 有
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结合 (3.36) 和 (3.38), 可得
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综合 (3.26), (3.33)–(3.35), (3.39) 和 (3.40), 有
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→ 0, 当 δ → 0 时.

问题得证.
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