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摘要 Owen 图值是著名的 Owen 值在具有图通信结构合作对策上的推广, 它具有分支有效性, 但失

去了有效性. 有效性要求在合作对策中产生的总财富恰好分配给参与的所有成员. 本文提出具有有效

性的 Owen 图值, 并给出这个有效 Owen 图值的 3 种公理化刻画. 最后, 通过应用算例, 对该值与其他

值做了比较分析.
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1 引言

效用可转移合作对策 [1] (cooperative game with transferable utility) (N, v), 简称为 TU- 对策, 它

由参与者集合 N 和定义在 N 的子集簇上的特征函数 v 所组成. 该模型假定参与者集合 N 的任何子

集 S 都可以形成联盟 (coalition) 进行合作并获得效用 v(S). 在这一假定下, Shapley [2] 提出了著名的

有效分配规则 (efficient allocation rule),即 Shapley值.所谓有效性 (efficiency)是指对所有参与者的支

付的和恰好等于大联盟 N 的效用 v(N).

不过,在实际中,由于受到各种因素的影响,并不是每个联盟都是可行的,换句话说,合作可能会受

到合作结构的影响.考虑到合作结构对合作带来的影响, Owen [3]提出了具有优先联盟结构的 TU-对策

(TU-games with coalition structures) 的分配规则, 即 Owen 值. Owen 值是 Shapley 值的一类推广, 并

保持了 Shapley 值的有效性. 它首先将每个优先联盟 (priori union) 看作一个参与者, 并用 Shapley 值

进行分配, 然后在每个优先联盟内部再利用 Shapley 值进行二次分配. 几乎与 Owen 同时, Myerson [4]

提出了以图作为合作结构的合作对策模型, 被称为通信情形对策 (communication situation game), 或
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者简称为图对策 (graph game), 其中图中的点 (node) 表示参与者, 边 (link) 表示连接的参与者之间

存在某种直接的双边协议 (bilateral agreements). Myerson 假定只有连通的联盟 S 进行合作才能获得

效用 v(S), 不连通的联盟只能通过由它的各个连通分支的效用的和来实现. 由此定义了所谓的图限

制对策 (graph-restricted game), 并把图限制对策的 Shapley 值作为分配规则, 这就是著名的 Myerson

值. Myerson 值是 Shapley 值的另一类推广, Myerson [4] 证明了这个值可由分支有效性 (component

efficiency) 和公平性 (fairness) 唯一刻画. 分支有效性是指给每个分支中参与者的支付的和恰好等于

这个分支的效用. 注意到, 当图为非连通图时, Myerson 值满足了分支有效性, 但破坏了 Shapley 值和

Owen 值所具有的有效性. 而在实际中, 保持有效性是必要的 [5]. 为此, Myerson 值的有效推广得到广

泛关注. 关于这方面的研究进展参见文献 [6–11].

考虑到现实中合作可能会受到两种甚至多种合作结构的限制. 为此, Vázquez-Brage 等 [12] 讨论了

具有联盟结构和图结构双重限制的 TU-对策 (TU-games with coalition and graph structures),并把图限

制对策的 Owen 值定义为 Owen 图值. 该值可利用分支有效性、图平衡贡献性 (balanced contributions

for the graph)、商公平性 (fairness in the quotient) 和联盟平衡贡献性 (balanced contributions for the

unions) 给出两种形式的刻画. 进一步, Alonso-Meijide 等 [13] 利用分支有效性 (对平凡联盟)、公平性、

联盟平衡贡献性和商对策性 (quotient game property) 给出了 Owen 图值的另一种刻画. 此外, 孙红霞

和张强 [14] 提出了联盟结构限制下的限制 Owen 值.

类似于 Myerson 值, 由于 Owen 图值也破坏了分配规则的有效性, 使得它在某些实际问题的应用

中具有一定的局限性. 例如, 在某科研基金项目申报过程中, 为鼓励科研机构内部及科研机构之间的

跨学科合作,提倡由科研机构内或者科研机构之间两个及两个以上的研究者之间联合申报该项目可获

得相对较高的基金资助. 假设该科研基金有足够的资金用于资助这些科研工作者, 并且所有的研究资

金都要用于资助且无剩余. 若将上述的每个科研机构看成一个优先联盟, 各个研究者之间通过合作协

议的联合形成相应的图合作结构,则形成具有联盟结构和图结构的 TU-对策模型. 假定科研基金总额

为 v(N), 其中 N 为参与申请基金项目的研究者集合, 那么, 如何将全部的研究资金分配给每位申请

者是本文需要解决的问题. 虽然 Owen 图值可以作为上述对策模型的分配规则, 但实际中研究者申请

的获得资助的总额可能低于科研基金总额 v(N),这样会存在研究资金分配有剩余的问题.为了避免研

究基金的剩余, 需要将剩余的基金再次分配下去, 这就需要找到一个满足有效性的分配规则. 因此, 对

Owen 图值有必要进行推广, 使其满足有效性. 本文旨在将 Owen 图值推广为满足有效性的解, 并给出

相应的公理化刻画.

本文后续内容安排如下: 第 2 节给出本文所需的记号和定义; 第 3 节定义有效均分 Owen 图值,

并给出刻画; 第 4 节以科研基金分配为例, 对有效均分 Owen 图值和其他分配规则做了比较分析.

2 预备知识

2.1 TU- 对策

TU-对策 [1],即具有可转移效用的合作对策,用二元组 (N, v)表示,其中 N = {1, 2, . . . , n}是参与
者 (player)集合,特征函数 (characteristic function) v : 2N → R是一个从联盟集合到实数集的映射,并

规定 v(∅) = 0. 对任意非空子集 S ⊆ N , v(S) 是联盟 S 的成员进行合作所能产生的收益, 也称为联盟

S 的效用 (worth). 记 N 上所有 TU- 对策的集合为 G(N). 对任意的 S ⊆ N , (S, vS) 是限制在点集 S

上的子对策, 且对任意 T ⊆ S, 定义 vS(T ) = v(T ). 对任意的 (N, v) ∈ G(N) 和 S ⊆ N , 若存在 T ⊆ N ,
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使得 v(S) = v(S ∩ T ), 则称 T 是特征函数 v 的一个载体 (carrier). 为了书写方便, 本文分别把 S ∪ {i}
和 S \ {i} 简记为 S ∪ i 和 S \ i, 用小写字母 s 或者 |S| 表示集合 S 的基数.

在 TU-对策中,每个 n-维向量 x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn可以被称为一个支付向量 (payoff vector),

其中 xi 是给第 i个参与者的支付. TU-对策的单值解 (single-valued solution)或者也被称为值 (value),

是定义在 G(N) 上的一个映射 f ∈ Rn, 即通常所指的分配规则 (allocation rule), f(N, v) 是一个支付

向量. 若值 f 满足
∑n

i=1 fi(N, v) = v(N), 则称它是有效值, 其中最著名的有效值是 Shapley 值. 对任

意的 (N, v) ∈ G(N) 和 i ∈ N , Shapley 值定义为

Shi(N, v) =
∑

S:S⊆N\i

s!(n− s− 1)!

n!
[v(S ∪ i)− v(S)].

2.2 具有联盟结构和图结构的 TU- 对策

联盟结构可由 (N,P ) 表示, 其中 N 是参与者集合, P = {P1, P2, . . . , Pm} 表示 N 的一个划分, 即

联盟结构. 记 M = {1, 2, . . . ,m}. 称每个 Pk ∈ P 为一个优先联盟. 特别地, 分别称 Pn = {{1}, {2},
. . . , {n}} 和 PN = {N} 为平凡联盟结构和大联盟结构. 记 N 的所有联盟结构的集合为 P(N). 设

P = {P1, . . . , Pm}, i ∈ Pk ∈ P , 定义 P−i = {P1, . . . , Pk−1, Pk \ {i}, Pk+1, . . . , Pm, {i}}. 对任意的
(N,P ) ∈ P(N) 和 S ⊆ N , 必存在 Q ⊆ M , 使得对每个 k ∈ Q, Pk ∩ S ̸= ∅ 且 S =

∪
k∈Q(Pk ∩ S). 记

PS
k = Pk ∩ S, 并且记 PS = {PS

k | k ∈ Q}, 称 (S, PS) 是限制在 S 上的联盟结构.

三元组 (N, v, P ) 表示具有联盟结构的 TU- 对策, 其中 (N, v) ∈ G(N), (N,P ) ∈ P(N). 将所有

(N, v, P ) 的集合记为 C(N).

对具有联盟结构的 TU-对策, Owen [3] 给出了一个著名的有效解,即 Owen值.对任意的 (N, v, P )

∈ C(N) 和 i ∈ Pk ∈ P , Owen 值定义为

Owi(N, v, P ) =
∑

R⊆M\k

∑
S⊆Pk\i

r!(m− r − 1)!s!(pk − s− 1)!

m!pk!

[
v

( ∪
k∈R

Pk ∪ S ∪ i
)
− v

( ∪
k∈R

Pk ∪ S
)]
.

对任意的 (N, v, P ) ∈ C(N), P = {Pk | k ∈ M}, 商对策 (quotient game) (M, vP ) 是定义在 G(M)

上以每个优先联盟作为参与者的 TU-对策, 即对任意的 R ⊆M , 满足 vP (R) = v(
∪

k∈R Pk). 设分配规

则 f 是 C(N) 上的分配规则. 对任意的 (N, v, P ), (N,w, P ) ∈ C(N), 均有

f(N, v + w,P ) = f(N, v, P ) + f(N,w, P ),

则称 f 满足可加性. 对任意的 (N, v, P ) ∈ C(N),若 T 是特征函数 v的一个载体,则有
∑

i∈T fi(N, v, P )

= v(T ), 此时称 f 满足载体性. 对任意的 (N, v, P ) ∈ C(N), i, j ∈ Pk ∈ P 和 S ⊆ N \ {i, j}, 若
v(S ∪ i) = v(S ∪ j), 则满足 fi(N, v, L, P ) = fj(N, v, L, P ), 那么称 f 满足优先联盟内对称性. 对任意的

(N, v, P ) ∈ C(N), Pk, Ps ∈ P , R ⊆M \ {k, s}, 若满足 vP (R∪ k) = vP (R∪ s), 则有
∑

i∈Pk
fi(N, v, P ) =∑

i∈Ps
fi(N, v, P ), 此时称 f 满足商对称性.

Owen [3] 利用可加性 (additivity)、载体性 (carrier)、优先联盟内对称性 (symmetry in the unions)

和商对称性 (symmetry in the quotient) 对 Owen 值进行了刻画.

图 (graph) 可用 (N,L) 来表示, 其中 N 为图中的点集 (node set), 而 L 由 N 的一些无序二元子

集组成,也即 L ⊆ LN = {{i, j} | i, j ∈ N, i ̸= j},称为图的边集 (link set). 为方便起见,将边 {i, j}简记
为 ij. 对任意的 δ ⊆ L, 将 (N,L) 去掉边集 δ 后形成的图记为 (N,L−δ). 如果 ij ∈ L, 则称点 i 与 j 是
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直接相连的. 对任意的 i, j ∈ N ,若存在互异点列 (i = i1, i2, . . . , iq = j),使得 ikik+1 ∈ L, 1 6 k 6 q− 1,

则称这个点列为 i 和 j 之间的一条路 (path). 若点 i 和 j 之间存在一条路, 称点 i 和 j 是连通的. 若

(N,L) 中任意两点间都是连通的, 称 (N,L) 是连通的. 对任意非空集合 S ⊆ N , S 的导出子图表示为

(S,LS), 其中 LS = {ij ∈ L : i, j ∈ S}. 如果 (S,LS) 是连通的, 称点子集 S 是连通的. (N,L) 中的每个

极大连通子集称为它的一个分支 (component). 对任意 i ∈ N , 用 Ci 表示包含 i 的分支. 将 (N,L) 中

所有分支的集合记为 N/L, 特别地, 将 (S,LS) 中所有分支的集合记为 S/L.

通信情形对策 (communication situation),也称为图对策 (graph game),可用三元组 (N, v, L)表示,

其中 (N, v) 为 TU- 对策, 而 (N,L) 表示一个图. 用 G N 表示所有图对策的集合. 对任意的 (N, v, L)

∈ G N , Myerson [4] 假定非连通联盟 S 的效用仅能通过 S/L 的所有分支的效用和来实现. 由此定义了

图限制对策 (N, vL), 其中特征函数 vL 定义为

vL(S) =
∑

T∈S/L

v(T ), S ⊆ N.

进一步, Myerson定义图限制对策 (N, vL)的 Shapley值作为一个分配规则,也即 Sh(N, vL),这个值后

来被称为 Myerson 值, 记作 µ(N, v, L). 关于图对策的其他术语、符号和研究进展参见文献 [15].

具有联盟结构和图结构的 TU-对策由四元组 (N, v, L, P )表示,其中 (N, v)为 TU-对策, (N,L)为

一个图, (N,P )为联盟结构. 记所有 (N, v, L, P )的集合为 UN . 当 (N,L)为连通图时,记所有具有连通

图结构的 (N, v, L, P ) 集合为 UN
C . 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , R ⊆M , 通信商对策 (M, vLP ) ∈ G(M)

定义为

vLP (R) =
∑

K∈
∪

k∈R Pk/L

v(K).

对任意的 Pk, Ps ∈ P , 定义 L(Pk,Ps) = {ij ∈ L | i ∈ Pk, j ∈ Ps}, 简记 L \ L(Pk,Ps) 为 L−(Pk,Ps).

Vázquez-Brage 等 [12] 将 Owen 值推广到了具有联盟结构和图结构的 TU- 对策上, 这个值被称为

Owen 图值 (Owen graph value). 它是定义在具有联盟结构的图限制对策 (N, vL, P ) 上的 Owen 值, 也

即 Ow(N, vL, P ). 记为 ψ(N, v, L, P ) = Ow(N, vL, P ).

Vázquez-Brage 等 [12] 利用分支有效性、图平衡贡献性、商公平性和联盟平衡贡献性给出了该值

两种形式的刻画.

设 f 为 UN 上的分配规则. 本文将用到下列的公理性质.

分支有效性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , C ∈ N/L, 满足
∑

i∈C fi(N, v, L, P ) = v(C).

图平衡贡献性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , i, j ∈ Pk ∈ P , 满足

fi(N, v, L, P )− fi(N, v, L−j , P ) = fj(N, v, L, P )− fj(N, v, L−i, P ).

商公平性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , Pk, Ps ∈ P , 满足∑
i∈Pk

fi(N, v, L, P )−
∑
i∈Pk

fi(N, v, L−(Pk,Ps), P )

=
∑
i∈Ps

fi(N, v, L, P )−
∑
i∈Ps

fi(N, v, L−(Pk,Ps), P ).

联盟平衡贡献性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , i, j ∈ Pk ∈ P , 满足

fi(N, v, L, P )− fi(N, v, L, P−j) = fj(N, v, L, P )− fj(N, v, L, P−i).
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3 有效均分 Owen 图值的定义及公理化刻画

3.1 有效均分 Owen 图值的定义

上面已经提到, Owen 图值是分支有效解, 则有∑
i∈N

ψi(N, v, L, P ) =
∑

C∈N/L

∑
i∈C

ψi(N, v, L, P ) =
∑

C∈N/L

v(C) = vL(N).

显然, vL(N) 6 v(N). 当 vL(N) < v(N) 时, 意味着 Owen 图值不满足有效性. 此时, 欲将 Owen 值推

广为有效值, 其关键是如何分配剩余 v(N) − vL(N). 分配剩余的方式可以有很多, 本节给出 Owen 图

值的一类有效推广, 也即下面的定义:

定义 3.1 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN 和 i ∈ N , 有效均分 Owen 图值 EEψ 定义为

EEψi(N, v, L, P ) := ψi(N, v, L, P ) +
v(N)− vL(N)

n
. (3.1)

有效均分 Owen 图值首先给每位参与者分配了 Owen 图值, 然后将剩余的效用 v(N)− vL(N) (可

能为 0) 平均分配给每个参与者. 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , 当 P 为平凡联盟结构或者大联盟结构,

也即 P = Pn 或 P = PN 时, 由于此时 Owen 图值退化为 Myerson 值, 因此, 有效均分 Owen 图值即

为 van den Brink 等 [5] 定义下的有效均分 Myerson 值.

3.2 有效均分 Owen 图值的公理化刻画

本小节将给出有效均分 Owen 图值的公理化刻画. 为此, 先给出刻画所需要的性质公理.

设分配规则 f : UN → Rn. 下列有效性是许多分配规则所满足的性质.

有效性 对任意 (N, v, L, P ) ∈ UN , 满足
∑

i∈N fi(N, v, L, P ) = v(N), 则称 f 满足有效性.

下面将用于刻画 Owen 图值和有效 Myerson 值的某些性质做适当推广.

Vázquez-Brage 等 [12] 证明了 Owen 图值是满足商公平性的. 商公平性是将两个优先联盟之间的

边全都断掉之后, 对两个优先联盟支付之和的影响是相同的. 事实上, 断掉两个优先联盟之间边的一

部分对两个优先联盟支付之和的影响也是相同的. 为此, 我们提出商公平性的弱化形式, 称为弱商公

平性.

弱商公平性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN、任意的 Pk, Ps ∈ P 和任意的 δ ⊆ L(Pk,Ps), 满足∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Pk

fh(N, v, L−δ, P ) =
∑
h∈Ps

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Ps

fh(N, v, L−δ, P ),

则称 f 满足弱商公平性.

弱商公平性是指, 对于任意的两个优先联盟 Pk, Ps ∈ P , 当断开两个优先联盟之间的部分边 (两

个联盟之间的边并不一定全都断掉) 时, 对两个优先联盟 Pk 和 Ps 中所有成员支付之和的影响是相

同的.

下列引理证明了 Owen 图值 ψ(N, v, L, P ) 满足弱商公平性.

引理 3.1 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , Owen 图值 ψ(N, v, L, P ) 满足弱商公平性.

证明 对任意的 Pk, Ps ∈ P , 取 δ ⊆ L(Pk,Ps). 考虑 TU- 对策 w = vL − vL−δ . 对于任意的 R

⊆M \ {k, s}, 容易验证 wP (R ∪ k) = wP (R ∪ s) = 0. 由 Owen 值满足商对称性可得∑
i∈Pk

Owi(N,w, P ) =
∑
i∈Ps

Owi(N,w, P ).
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进一步, 结合 Owen 值的可加性, 有∑
i∈Pk

Owi(N, v
L, P )−

∑
i∈Pk

Owi(N, v
L−δ , P ) =

∑
i∈Ps

Owi(N, v
L, P )−

∑
i∈Ps

Owi(N, v
L−δ , P ).

由 ψ(N, v, L, P ) = Ow(N, vL, P ) 可知 ψ(N, v, L, P ) 满足弱商公平性.

为了刻画有效均分 Owen 图值, 还需要下列新的性质.

准边商公平性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , ij ∈ L(Pk,Ps), 满足∑
h∈Pk

[
fh(N, v, L, P )− fh(N, v, L−ij , P ) +

vL(N)− vL−ij (N)

n

]

=
∑
h∈Ps

[
fh(N, v, L, P )− fh(N, v, L−ij , P ) +

vL(N)− vL−ij (N)

n

]
,

则称 f 满足准边商公平性.

准边商公平性是指, 对任意的两个优先联盟 Pk, Ps ∈ P , 当断开两个优先联盟之间的一条边时, 优

先联盟 Pk 中所有成员支付之和的改变量加上该优先联盟中所有成员在大联盟 N 中图效用改变量的

平均值之和等于优先联盟 Ps 中所有成员支付之和的改变量加上该优先联盟中所有成员在大联盟 N

中图效用改变量的平均值之和.

Owen 值黏性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN
C , 均有 f(N, v, L, P ) = ψ(N, v, L, P ), 则称 f 满足 Owen

值黏性.

Owen 值黏性是指, 对任意的 (N, v, L, P ), 当 (N,L) 为连通图时, 分配规则 f 等于 Owen 图值.

借助上面的性质给出有效均分 Owen 图值的第一个公理化刻画.

定理 3.1 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , EEψ(N, v, L, P ) 是满足有效性、Owen 值黏性、准边商公

平性和联盟平衡贡献性的唯一解.

证明 存在性. 对于 (N, v, L, P ) ∈ UN , 由于 Owen 图值满足分支有效性、弱商公平性 (由引

理 3.1)和联盟平衡贡献性,根据 EEψ(N, v, L, P )的定义,易证有效均分 Owen图值满足定理中的 4个

性质.

下证唯一性. 不妨设存在另一分配规则 f 满足上述 4个性质,我们证明 f = EEψ. 当 (N, v, L, P ) ∈
UN

C 时, 根据 Owen 值黏性, 易知 f = ψ = EEψ 成立. 当 (N, v, L, P ) ∈ UN \ UN
C 时, 易知分支个数

|N/L| > 2.

首先证明对任意的 k ∈M , 下列等式成立:∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P ) =
∑
h∈Pk

EEψh(N, v, L, P ).

当 P = PN 时, 由 f 和 EEψ 满足有效性可知,∑
h∈N

fh(N, v, L, P ) = v(N) =
∑
h∈N

EEψh(N, v, L, P ).

当 P ̸= PN 时,利用反证法,假设 f ̸= EEψ,则一定存在一个 (N, v, L, P ) ∈ UN \UN
C ,使得 f(N, v, L, P )

̸= EEψ(N, v, L, P ). 不妨设 L 是一个极大图, 使得对某些 i ∈ N , fi(N, v, L, P ) ̸= EEψi(N, v, L, P ). 具

体地, 存在 i ∈ C ∈ N/L, 使得 fi ̸= EEψi.
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因为 |N/L| > 2 和 |P | > 2, 因此存在 x, y ∈ N , 使得 x 和 y 属于不同的分支, 并且在不同的优先

联盟中. 对任意这样的点对 x 和 y, 不妨设 x ∈ Pk ∩ C, 而 y ∈ Ps ∩ C ′, 其中 C ̸= C ′, C,C ′ ∈ N/L,

s ̸= k, s, k ∈M .

由于 f 和 EEψ 满足准边商公平性, 因此可得∑
h∈Pk

[
fh(N, v, L ∪ {xy}, P )− fh(N, v, L, P ) +

vL∪{xy}(N)− vL(N)

n

]

=
∑
h∈Ps

[
fh(N, v, L ∪ {xy}, P )− fh(N, v, L, P ) +

vL∪{xy}(N)− vL(N)

n

]
(3.2)

和 ∑
h∈Pk

[
EEψh(N, v, L ∪ {xy}, P )− EEψh(N, v, L, P ) +

vL∪{xy}(N)− vL(N)

n

]

=
∑
h∈Ps

[
EEψh(N, v, L ∪ {xy}, P )− EEψh(N, v, L, P ) +

vL∪{xy}(N)− vL(N)

n

]
. (3.3)

由图 L 的极大性可知, fh(N, v, L ∪ {xy}, P ) = EEψh(N, v, L ∪ {xy}, P ). 将 (3.2) 和 (3.3) 相减可得∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Pk

EEψh(N, v, L, P ) =
∑
h∈Ps

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Ps

EEψh(N, v, L, P ).

这意味着, 对于任意的 k, s ∈M , 均有∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Pk

EEψh(N, v, L, P ) =
∑
h∈Ps

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Ps

EEψh(N, v, L, P ).

对上式, 固定 k, 对于所有的 s ∈M 进行加和, 并由有效性可得

|M |
[ ∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈Pk

EEψh(N, v, L, P )

]
=

∑
s∈M

∑
h∈Ps

fh(N, v, L, P )−
∑
s∈M

∑
h∈Ps

EEψh(N, v, L, P )

=
∑
h∈N

fh(N, v, L, P )−
∑
h∈N

EEψh(N, v, L, P )

= 0.

于是, 对任意的 k ∈M , 有 ∑
h∈Pk

fh(N, v, L, P ) =
∑
h∈Pk

EEψh(N, v, L, P ). (3.4)

其次, 证明对任意的 i ∈ N , fi(N, v, L, P ) = EEψi(N, v, L, P ). 若存在 Pk = {i} ∈ P , 由 (3.4) 立

即可得 fi(N, v, L, P ) = EEψi(N, v, L, P ). 现在对优先联盟的数目 |P | = p 使用数学归纳法. 显然, 当

P = Pn 时, 由 (3.4) 立即可知断言成立. 不妨假设当 m 6 p 6 n 时, fi(N, v, L, P ) = EEψi(N, v, L, P ).

下证当 p = m− 1 时, fi(N, v, L, P ) = EEψi(N, v, L, P ). 对任意的 Pk ∈ P , pk > 2, 任取 i, j ∈ Pk, 由联

盟平衡贡献性和归纳假设可知,

fi(N, v, L, P )− fj(N, v, L, P ) = fi(N, v, L, P−j)− fj(N, v, L, P−i)
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= EEψi(N, v, L, P−j)− EEψj(N, v, L, P−i)

= EEψi(N, v, L, P )− EEψj(N, v, L, P ).

因此, 对于任意的 i ∈ Pk ∈ P , 存在常数 dPk
, 使得

fi(N, v, L, P )− EEψi(N, v, L, P ) = dPk
.

结合 (3.4)可知, dPk
= 0. 由 k 的任意性可知,对任意的 i ∈ N ,有 fi(N, v, L, P ) = EEψi(N, v, L, P ),与

归纳假设矛盾, 唯一性得证.

3.3 其他形式的公理化刻画

本小节将借助更多的性质提出有效均分 Owen 图值的其他形式公理化刻画. 为此, 下面将 Shan

等 [11] 提出的图对策下的剩余公平性、Hu 等 [9] 提出的分支内剩余公平性和 van den Brink 等 [5] 提出

的剩余公平分配性分别拓展到具有联盟结构和图结构的 TU-对策的情形中. 容易验证,当联盟分割为

平凡联盟结构 Pn 或者大联盟结构 PN 时, 下述剩余公平性、分支内剩余公平性和剩余公平分配性即

为图对策情形中的性质.

剩余公平性 对任意 (N, v, L, P ) ∈ UN , i, j ∈ N , 满足

fi(N, v, L, P )− fi(Ci, vCi , LCi , PCi) = fj(N, v, L, P )− fj(Cj , vCj , LCj , PCj ),

则称 f 满足剩余公平性.

事实上, 当 i 和 j 属于同一个分支时, 剩余公平性即为 Hu 等 [9] 的分支内剩余公平性.

分支内剩余公平性 对任意 (N, v, L, P ) ∈ UN , i, j ∈ C ∈ N/L, 满足

fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC) = fj(N, v, L, P )− fj(C, vC , LC , PC),

则称 f 满足分支内剩余公平性.

剩余公平分配性 对任意 (N, v, L, P ) ∈ UN , C,C ′ ∈ N/L, 满足

1

|C|
∑
i∈C

(fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC)) =
1

|C ′|
∑
i∈C′

(fi(N, v, L, P )− fi(C
′, vC′ , LC′ , PC′)),

则称 f 满足剩余公平分配性.

为了在有效均分 Owen 图值的刻画中利用上述性质, 需要证明 Owen 图值满足下列的分支可分

解性.

分支可分解性 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN 和 i ∈ C ∈ N/L, 若满足

fi(N, v, L, P ) = fi(C, vC , LC , PC),

则称 f 满足分支可分解性.

分支可分解性是指,联盟中每个成员所获得的收益等于限制在这个成员所在分支上所获得的收益,

即每个成员所获得的收益只与该成员所在分支有关. 显然当 P = Pn 或 P = PN 时, 即为图对策情形

下的分支可分解性.
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引理 3.2 [16] 对于任意的 S ⊆ N 和固定的 T ⊆ S, 有∑
K⊆N\S

(t+ k)!(n− t− k − 1)!

n!
=

n−s∑
k=0

(
n− s

k

)
(t+ k)!(n− t− k − 1)!

n!
=
t!(s− t− 1)!

s!
.

引理 3.3 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , ψ(N, v, L, P ) 满足分支可分解性, 即对于任意的 i ∈ C

∈ N/L, ψi(N, v, L, P ) = ψi(C, vC , LC , PC).

证明 对任意 i ∈ C ∈ N/L, 存在 Q = {r1, r2, . . . , rq} ⊆M , 使得 PC = {PC
r1 , P

C
r2 , . . . , P

C
rq} 是限制

在 C 上的联盟结构, 则 C =
∪

rt∈Q P
C
rt . 因此, 必存在 rk ∈ Q, 使得 i ∈ PC

rk
⊆ Prk . 由 Owen 图值的定

义可得

ψi(N, v, L, P ) =
∑

R⊆M\rk

∑
T⊆Prk

\i

r!(m− r − 1)!

m!

t!(prk − t− 1)!

prk !

×
[
vL

( ∪
k∈R

Pk ∪ T ∪ i
)
− vL

( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)]

=
∑

S⊆M\Q

∑
R⊆Q\rk

∑
T⊆Prk

\i

(r + s)!(m− r − s− 1)!

m!

t!(prk − t− 1)!

prk !

×
[
vL

( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T ∪ i
)
− vL

( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T
)]
, (3.5)

由 i ∈ C =
∪

rt∈Q P
C
rt ⊆

∪
rt∈Q Prt , 对任意的 R ⊆ Q \ rk 和 S ⊆ M \ Q, 有

∪
rt∈R Prt ⊆

∪
k∈Q Pk,∪

t∈S Pt ⊆
∪

t∈M\Q Pt ⊆ N \ C, 进一步可得

vL
( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T ∪ i
)

= vL
[( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T ∪ i
)
∩ (C ∪ (N \ C))

]
= vL

[(( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T ∪ i
)
∩ C

)
∪
(( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T ∪ i
)
∩ (N \ C)

)]
= vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)
∪ i

]
+ vL

[( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T
)
∩ (N \ C)

]
,

vL
( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T
)

= vL
[( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T
)
∩ (C ∪ (N \ C))

]
= vL

[(( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T
)
∩ C

)
∪
(( ∪

k∈R∪S

Pk ∪ T
)
∩ (N \ C)

)]
= vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)]
+ vL

[( ∪
k∈R∪S

Pk ∪ T
)
∩ (N \ C)

]
.

(3.6)

结合 (3.5)、(3.6) 和引理 3.2, 进一步化简可得

ψi(N, v, L, P ) =
∑

R⊆Q\rk

∑
T⊆Prk

\i

∑
S⊆M\Q

(r + s)!(m− r − s− 1)!

m!

t!(prk − t− 1)!

prk !

×
[
vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)
∪ i

]
− vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)]]
=

∑
R⊆Q\rk

∑
T⊆Prk

\i

r!(q − r − 1)!

q!

t!(prk − t− 1)!

prk !
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×
[
vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)
∪ i

]
− vL

[(( ∪
k∈R

Pk ∪ T
)
∩ C

)]]
=

∑
R⊆Q\rk

∑
T⊆Prk

\i

r!(q − r − 1)!

q!

t!(prk − t− 1)!

prk !

×
[
vL

(( ∪
k∈R

Pk ∩ C
)
∪ (T ∩ C) ∪ i

)
− vL

(( ∪
k∈R

Pk ∩ C
)
∪ (T ∩ C)

)]
=

∑
R⊆Q\rk

∑
K⊆Prk

\PC
rk

∑
T⊆PC

rk
\i

r!(q − r − 1)!

q!

(t+ k)!(prk − t− k − 1)!

prk !

×
[
vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ ((T ∪K) ∩ C) ∪ i

)
− vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ ((T ∪K) ∩ C)

)]
=

∑
R⊆Q\rk

∑
T⊆PC

rk
\i

r!(q − r − 1)!

q!

∑
K⊆Prk

\PC
rk

(t+ k)!(prk − t− k − 1)!

prk !

×
[
vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ T ∪ i

)
− vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ T

)]

=
∑

R⊆Q\rk

∑
T⊆PC

rk
\i

r!(q − r − 1)!

q!

t!(pcrk − t− 1)!

pcrk !

×
[
vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ T ∪ i

)
− vL

( ∪
rt∈R

PC
rt ∪ T

)]
= ψi(C, vC , LC , PC).

综上可得, 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , ψ(N, v, L, P ) 满足分支可分解性.

由引理 3.3 可立即给出有效均分 Owen 图值的另一种刻画.

定理 3.2 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , EEψ(N, v, L, P )是满足有效性、Owen值黏性和剩余公平

性的唯一解.

证明 结合 EEψ(N, v, L, P )的定义,易证 EEψ 满足上述 3个性质. 不妨设存在分配规则 f(N, v,

L, P ) 满足上述 3 个性质, 下面证明 f = EEψ. 根据剩余公平性可知, 对于任意的 i, j ∈ N , 有

fi(N, v, L, P )− fi(Ci, vCi , LCi , PCi) = fj(N, v, L, P )− fj(Cj , vCj , LCj , PCj ).

固定 i, 对所有的 j ∈ N 进行加和, 根据有效性可得

|N |(fi(N, v, L, P )− fi(Ci, vCi , LCi , PCi)) =
∑
j∈N

(fj(N, v, L, P )− fj(Cj , vCj , LCj , PCj ))

= v(N)− vL(N).

进一步, 化简可得

fi(N, v, L, P ) = fi(Ci, vCi , LCi , PCi) +
v(N)− vL(N)

n
. (3.7)

由 Owen 值黏性和引理 3.3 可得

fi(Ci, vCi , LCi , PCi) = ψi(Ci, vCi , LCi , PCi) = ψi(N, v, L, P ). (3.8)
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结合 (3.7) 和 (3.8), 对于任意的 i ∈ N , 有

fi(N, v, L, P ) = ψi(N, v, L, P ) +
v(N)− vL(N)

n
.

定理得证.

引理 3.4 设 f 为 UN 上的分配规则, 则 f 满足剩余公平性当且仅当 f 满足剩余公平分配性和

分支内剩余公平性.

证明 首先证明 f 满足剩余公平性, 即蕴涵着 f 满足剩余公平分配性和分支内剩余公平性. 对

任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , 显然, 当 i, j ∈ C ∈ N/L 时, 剩余公平性蕴涵分支内剩余公平性. 当 i 和 j

在不同分支时, 即存在分支 C,C ′ ∈ N/L 使得 i ∈ C, j ∈ C ′, 由剩余公平性可知, 必存在常数 d 使得

fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC) = fj(N, v, L, P )− fj(C
′, vC′ , LC′ , PC′) = d,

进而可知,

1

|C|
∑
i∈C

(fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC)) =
1

|C|
∑
i∈C

d = d =
1

|C ′|
∑
i∈C′

d

=
1

|C ′|
∑
i∈C′

(fi(N, v, L, P )− fi(C
′, vC′ , LC′ , PC′)).

因而当 i 和 j 在不同分支时, 剩余公平性蕴涵剩余公平分配性.

下证 f 满足剩余公平分配性和分支内剩余公平性蕴涵 f 满足剩余公平性, 由分支内剩余公平性

可知, 分别存在常数 dC 和 dC′ 使得对任意的 i ∈ C ∈ N/L 和 k ∈ C ′ ∈ N/L, 有

fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC) = dC , fk(N, v, L, P )− fk(C
′, vC′ , LC′ , PC′) = dC′ ,

由剩余公平分配, 可得

dC =
1

|C|
∑
i∈C

(fi(N, v, L, P )− fi(C, vC , LC , PC))

=
1

|C ′|
∑
i∈C′

(fi(N, v, L, P )− fi(C
′, vC′ , LC′ , PC′))

= dC′ .

因此, 剩余公平分配性和分支内剩余公平性蕴涵剩余公平性, 结论得证.

事实上, 定理 3.2 和引理 3.4 给出了有效均分 Owen 图值的另一个刻画.

定理 3.3 对任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN , EEψ(N, v, L, P ) 是满足有效性、Owen 值黏性、剩余公平

分配性和分支内剩余公平性的唯一解.

3.4 公理的逻辑独立性

本小节说明刻画公理的逻辑独立性. 对于定理 3.1 及任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN 和任意的 i ∈ Pk

∈ P ,

(1) 值 ϕ1i (N, v, L, P ) = ψi(N, v, L, P ) +
v(N)−vL(N)

ppk
满足有效性、Owen 值黏性和联盟平衡贡献性,

但不满足准边商公平性.
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(2) 值 ϕ2i (N, v, L, P ) =
vL(N)
ppk

+ v(N)−vL(N)
n 满足有效性、联盟平衡贡献性和准边商公平性, 但是

不满足 Owen 值黏性.

(3)值 ϕ3i (N, v, L, P ) = ψi(N, v, L, P ) +
(1+ 1

pk
)(v(N)−vL(N))

n 满足 Owen值黏性、联盟平衡贡献性和

准边商公平性, 但是不满足有效性.

(4) 值

ϕ4i (N, v, L, P ) =


ψi(N, v, L, P ) +

pk(v(N)− vL(N))

3n|Pk ∩ N (N, v)|
, i ∈ N (N, v),

ψi(N, v, L, P ) +
2pk(v(N)− vL(N))

3n|Pk \ N (N, v)|
, i /∈ N (N, v)

满足有效性、准边商公平性和 Owen 值黏性, 但不满足联盟平衡贡献性, 其中 N (N, v) = {i ∈ N |
v(S ∪ i) = v(S), S ⊆ N \ i} 表示空元的集合.

在定理 3.2 中, 对于任意的 (N, v, L, P ) ∈ UN ,

(1) 对任意的 i ∈ N ,

ϕ5i (N, v, L, P ) = ψi(N, v, L, P ) +
v(N)− vL(N)

2n

满足 Owen 值黏性和剩余公平性, 但不满足有效性.

(2) 对任意的 i ∈ C ∈ N/L,

ϕ6i (N, v, L, P ) =
v(C)

c
+
v(N)− vL(N)

n

满足有效性和剩余公平性, 但不满足 Owen 值黏性.

(3) 对任意的 i ∈ C ∈ N/L,

ϕ7i (N, v, L, P ) = ψi(N, v, L, P ) +
v(N)− vL(N)

|N/L|c

满足有效性和 Owen 值黏性, 但不满足剩余公平性.

4 应用案例分析

例 4.1 现有 20 万元的科研项目下放到 3 所科研机构 A、B 和 C 进行申请, 为鼓励科研机构

内部及科研机构之间的跨学科合作,由科研机构内或者科研机构之间两个或者两个以上的研究者之间

联合申报该项目可获得相对较高的资助. 要求该 20 万元的研究资金都要用于资助这些科研工作者且

无剩余. 不妨设机构 A 中成员 1 和 2 进行联合申报, 机构 B 中成员 3 及机构 C 中的成员 4 和 5 进

行联合申报. 可知参与者集合为 N = {1, 2, 3, 4, 5}, 图结构为 L = {{1, 2}, {3, 4}, {4, 5}}, 联盟结构为
C = {A,B,C} = {{1, 2}, {3}, {4, 5}}, 则连通分支为 N/L = {{1, 2}, {3, 4, 5}}, 具体参见图 1. 此外特征

函数定义为 v({i}) = 1, i ∈ N ; v(S) = s2, 其中 S ⊆ N 且 2 6 s 6 4, v(N) = 20.

其中,表 1将 (N, v)、(N, v, L)和 (N, v, L,C)分别简写为 (v)、(v, L)和 (v, L,C). 另外, Sh、µ、AT

和 ψ 分别表示 Shapley 值、Myerson 值、平均树解和 Owen 图值, 而 EEµ [5]、EEAT [7] 和 EEψ 表示

对应于图对策值 µ、AT 和 ψ 的有效解.

从所得结果看, Shapley值虽将 20万元资金充分进行分配,但未考虑成员间的合作结构;而 Myer-

son 值、平均树解和 Owen 图值虽考虑了成员间的合作结构, 但仅分配出 13 万元, 并未充分利用全部
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图 1 联盟结构和图结构

表 1 不同分配规则下的分配结果

成员 Sh(v) µ(v, L) AT (v, L) ψ(v, L,C) EEµ(v, L) EEAT (v, L) EEψ(v, L,C)

1 4.0000 2.0000 2.0000 2.0000 3.4000 3.4000 3.4000

2 4.0000 2.0000 2.0000 2.0000 3.4000 3.4000 3.4000

3 4.0000 2.6667 2.3333 3.0000 4.0667 3.7333 4.4000

4 4.0000 3.6667 4.3333 3.5000 5.0667 5.7333 4.9000

5 4.0000 2.6667 2.3333 2.5000 4.0667 3.7333 3.9000

资金; Myerson 值和平均树解的有效解虽解决了上述分配不充分的问题, 也考虑成员间的图合作结构,

突出了成员 4 在合作中的关键性, 但并未考虑成员间的优先联盟结构, 使得在图合作结构中处于对称

地位但位于不同优先联盟内的成员 3 和 5 分配到了相同的资金. 实际上, 在鼓励跨机构、跨学科合作

背景下, 与成员 4 处于不同优先联盟的成员 3 加入合作带来的申请优势比成员 5 更大. 因此, 成员 3

应获得更多分配. 有效均分 Owen 图值则克服了上述局限, 将资金进行充分分配的同时, 考虑了成员

间存在的多重合作结构, 给出了更为合理的分配方式, 更有利于提高科研机构间合作的积极性.

致谢 衷心感谢评审专家的仔细阅读和提出的宝贵建议.
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Efficient extension of the Owen value with graph-restricted
communication

Erfang Shan, Jilei Shi, Wenrong Lyu & Liying Kang

Abstract The Owen graph value is a generalization of the well-known Owen value to cooperative games with
graph-restricted communication. The value satisfies the property of component efficiency, but loses the property
of efficiency. The efficiency requirement imposes that the total wealth generated in a cooperative game is divided
among its players. In this paper we introduce an efficient extension of the Owen graph value and provide three
characterizations for the efficient Owen graph value. Finally, we compare the value with other efficient values by
an application example.
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