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摘要 累积和控制图主要用于监测正态分布过程中均值的中小漂移. 它对于厚尾分布过程和大漂移的

监测效果十分不理想. 本文研究了在混合正态分布下的稳健似然比累积和 (RLCUSUM) 控制图的应

用. 该控制图通过构造似然比检验函数作为监测指标, 改善了其对于大漂移和厚尾分布过程的监测效

果. 比较控制图的平均运行长度, 发现稳健似然比累积和控制图比累积和控制图更灵敏. 最后提出了

水平线段截断的方法来改进稳健似然比累积和控制图的稳健性.

关键词 稳健似然比累积和控制图 平均运行长度 水平线段截断 混合正态分布
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1 引言

控制图是一种基于假设检验构造的监测过程是否处于受控状态的重要统计工具. Page [1] 提出了

累积和检验 (cumulative sum, CUSUM)控制图,该控制图用于监测正态分布下的生产过程发生中小漂

移的情形. 但是随着生产过程的日益复杂化, 生产过程数据的分布形态不仅仅局限于正态分布, 或者

说绝大部分的数据都不再服从于正态分布. CUSUM 控制图对于生产过程中常见的厚尾分布过程的监

测, 存在报警延迟和反应不灵敏问题,并且 CUSUM控制图对于大漂移的检验不是十分灵敏. 因此, 为

了满足生产过程中监测的需求, 有必要在非正态分布下对控制图进行重新设计. 本文主要研究在厚尾

分布下 (以混合正态分布为例) CUSUM 控制图的改进, 克服了 CUSUM 控制图在监测过程中使用的

局限性.

对于 CUSUM 控制图的在大漂移监测上的改进有了许多理论研究. Lucas [2] 提出了 Shewhart-

CUSUM 联合控制图, 用 CUSUM 控制图来检测小漂移, 在 CUSUM 控制图上增加 Shewhart 控制限

来加快对大漂移的检测速度, 从而增大了 CUSUM 控制图对于大漂移监测的灵敏度. 对于 CUSUM 控

制图对厚尾分布的监测, 亦有所突破. Vardeman 和 Ray [3] 介绍了指数分布下的 CUSUM 控制图的

设计方案, 并通过模拟验证了其在指数分布下优良的监测效果. 似然比统计量作为检测指标被广泛用

于 CUSUM 控制图. 代毅等 [4] 根据似然比统计量的性质, 提出了两种基于似然比统计量的用于预分

析的累积和控制图, 分别用于监测均值的漂移与监测均值和方差的同时漂移. 关于监测的稳健性也
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被更多地采纳到 CUSUM 控制图设计中. Lucas 和 Crosier [5] 提出了设计的稳健 CUSUM 控制图基

于 3σ 原理, 即一个观测值落在控制限外的概率为 0.23%, 而连续两个观测值落在控制限外的概率为

5.29× 10−4%, 为极小概率事件, 当此事件发生时说明观测值异常. 故其指出忽略第一个异常值并对连

续出现的两个异常值给出警报的控制图表现稳健. Hawkins [6] 提出了对于监测数据进行截断的方法构

建稳健 CUSUM控制图. 事先设定一个截断常数 W (文中对不同情形下的数据均采用截断值 W = 2),

具体步骤如下:

(1) 使用样本 {Xn} 的均值和方差作为初始的估计值 µ̂ 和 σ̂2.

(2)若 (Xn − µ̂)/σ̂ > W ,则 Yn = µ̂+Wσ̂;若 (Xn − µ̂)/σ̂ < −W ,则 Yn = µ̂−Wσ̂;反之, Yn = Xn.

(3) 重新计算样本 {Yn} 的 µ̂ 和 σ̂.

(4) 重复第 (2) 步直至 µ̂ 和 σ̂ 的值稳定.

Stoumbos 和 Reynolds [7] 分析了正态分布下和双指数分布下 CUSUM 控制图的稳健性, 研究显示当

样本容量 n = 1 时, CUSUM 控制图能够被设计得非常稳健, 且对不同大小的漂移均有较好的检测效

果. Reynolds 和 Stoumbos [8] 研究了两种稳健的联合 CUSUM 控制图, 其中一种是检测均值的标准

CUSUM 控制图与检测标准差的绝对偏差 CUSUM 控制图的联合, 另一种是检测均值的标准 CUSUM

控制图与检测标准差的方差 CUSUM 控制图, 前者在检测小漂移时稳健, 后者适用于不需对单个异常

值报警的情形. 许多工业和服务业应用中, 我们所关心的产品质量已经不是简单的某个或某几个指标

的均值或方差 (或分布),而是需要用一些自变量与响应之间的某种关系来更好地刻画或衡量. 因此,控

制图的监测指标也日趋多样化. 邹长亮 [9] 归纳了复杂数据过程和多元过程等过程控制中的监测指标,

引入并开发了各种新的统计技术和紧密结合计算算法,解决了这些当前质量控制领域研究的难点问题.

Hafiz 等 [10] 提出了在不同分布情形下, 稳健 CUSUM 控制图将均值、中位数和 Hodges-Lehmann 等

位置统计量作为监测指标的适用情形. 将似然比统计量作为控制图监测指标成为近几年研究热点. 似

然比函数与对数似然比函数在渐进性和相合性等方面有着很好的性质. 张久军 [11] 归纳总结了基于似

然比检验的若干控制图及其相关性质. MacEachern等 [12] 提出了稳健似然比累积和 (robust-likelihood

cumulative sum, RLCUSUM) 控制图. 他们对 Hawkins [6] 提出的截断方法进行了拓展, 对对数似然比

函数进行水平射线截断, 由此提出了针对 t 分布非单调的对数似然比函数改造成单调的似然比函数

的方法. 对于似然比函数的截断, 其截断点需根据似然函数而改变, 相较于 Hawkins 的截断更加灵活,

提高了控制图的效率. 截断后的似然比函数称为稳健对数似然比 (robust log-likelihood ratio, RLLR),

并将 RLLR 作为控制图的检验统计量. 该控制图对异常值不敏感, 又能提高监测大漂移的效率. Liu

等 [13] 提出了对于稳健似然比改进的方法, 使得不同控制限下可控平均运行长度不存在间断点.

本文主要研究混合正态分布下的稳健似然比累积和控制图及其改进. 本文深入研究稳健似然比累

积和控制图的性质, 证明 ARL0 (average run length) 曲线的间断点的存在性. 模拟计算证明混合正态

分布下稳健似然比累积和控制图表现的稳定性. 本文发现稳健似然比累积和控制图检测效果不佳及失

灵的情形, 提出了改进的稳健似然比累积和控制图的水平线段截断法, 证明了它的优良性质和合理性.

2 RLCUSUM 控制图

2.1 CUSUM 控制图和序贯概率比检验

与传统的假设检验不同, 序贯概率比检验 (sequential probability ratio test, SPRT) 并没有固定的

样本容量. 其假设为 H0 : x1, x2, . . .
iid∼ f0(x) vs. H1 : x1, x2, . . .

iid∼ f1(x). 抽得样本 X1, X2, . . . , Xn, 似然
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比统计量为 λn =
∏n

i=1 f1(xi)∏n
i=1 f0(xi)

. 对数似然比函数为

lnλn =
n∑

i=1

ln
f1(xi)

f0(xi)
=

n∑
i=1

zi, zi = ln
f1(xi)

f0(xi)
.

对于事先给定的两个常数 0 < A < 1 < B < +∞, 当 λn > B 时, 停止抽样, 拒绝原假设; 当 λn 6 A

时, 停止抽样, 接受原假设; 当 A < λn < B 时, 继续抽取第 n + 1 个样本并重复以上步骤. 设停止

抽样时间 (简称停时) 为 τ∗ = min{n : λn 6 A 或 λn > B,n > 1}. 当 P(f0(x) = f1(x)) < 1 时, 有

PHi(τ
∗ < ∞) = 1, EHi exp{λτ∗} < ∞, EHi(τ

∗)k < ∞, ∀λ > 0, k > 0, i = 0, 1.

CUSUM 控制图的提出正是基于 SPRT. 它们的主要区别是 CUSUM 控制图中受控的假设 H0 一

直不被接受. 设 x1, x2, . . . , xn 是来自某生产过程的质量特性 X 的一列随机抽样样本, 可控状态下 X

服从密度函数为 f0(x) 的分布, 失控状态下 X 服从密度函数为 f1(x) 的分布, 且 f0(x) ̸= f1(x). 建立

如下变点模型:

Xi ∼

f0(x), i = 1, 2, . . . , n,

f1(x), i = ν + 1, ν + 2, . . . , n, ν 为变点时刻.

该模型等价表述形式为

H0 : ν = n vs. H1 : ν < n,

其中 ν 为非负整数, 则参数空间 Θ0 = {n}, Θ1 = {0, 1, . . . , n− 1}, Θ = {0, 1, . . . , n}. 似然比统计量为

λn =
supθ∈Θ f(x, θ)

supθ∈Θ0
f(x, θ)

=


max

{∏ν
i=1 f0(xi)

∏n
i=ν+1 f1(xi)∏n

i=1 f0(xi)

}
= max

{∏n
i=ν+1 f1(xi)∏n
i=ν+1 f0(xi)

}
, ν < n,

1, ν = n.

对数似然比统计量为

Sn = lnλn =


max

{ n∑
i=ν+1

ln
f1(xi)

f0(xi)

}
= max

{ n∑
i=ν+1

zi

}
, ν < n,

0, ν = n,

其中 zi = ln f1(xi)
f0(xi)

, Sn 称为 CUSUM 统计量, 也可等价表示为 Sn = max{0, Sn−1 + zn}.
似然比检验的拒绝域形式为 {x : λ(x) > c}, 即 CUSUM 检验统计量的拒绝域为 {x : Sn > h}, 其

中控制限 h > 0. Sn = max{0, Sn−1 + zn} 是对数似然比函数的累加迭代, 它描述了如下计算过程: 假

设在时刻 n, 过去时刻的累积和统计量为 Sn−1, 且满足 0 6 Sn−1 6 h. 令 Sn = Sn−1 + zn, 若 Sn < 0,

即 zn < −Sn−1, 则将检验统计量清零, 即令 Sn = 0; 若 Sn > h, 即 zn > h− Sn−1, 则认为过程失控, 停

止抽样并检查生产过程; 若 0 6 Sn 6 h, 即 −Sn−1 6 zn 6 h− Sn−1, 则继续抽取第 n+ 1 个观测, 并重

复以上过程.

事实上, CUSUM 检验统计量具有无后效性. 当 Sn−1 已知时, CUSUM 统计量 Sn 的分布仅与

Sn−1 有关, 与 S1, S2, . . . , Sn−2 无关. 给定控制限 h > 0, 当 Sn−1 > h 时, 我们认为 Sn > h. 因此, 当

0 6 x 6 h 时,

P(Sn 6 x | S1, S2, . . . , Sn−1) =

P(zn 6 x− Sn−1 | Sn−1), Sn−1 6 h,

0, Sn−1 > h.

所以, CUSUM 序列 {Sn, n = 0, 1, 2, . . .} 可以看作一个 Markov 链.
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2.2 混合正态分布和对数似然比函数

设一列观测值为 x1, x2, . . . , xn, 多数观测值服从 N(µ, σ2
0), 少数观测值由于受到某些因素的影响

而发生变化, 成为异常观测值, 服从 N(µ, σ2). 设 ϵ (0 < ϵ < 1) 为异常观测值在全部观测值中所占的

比例, 当 n 较大时, 我们可以认为总体的分布函数为

F (x) = P(X 6 x) = (1− ϵ)Φ

(
x− µ

σ0

)
+ ϵΦ

(
x− µ

σ

)
,

其中, Φ(·) 表示标准正态分布函数. 称上式表示的分布为混合正态分布, 或受污染的正态分布 (con-

taminated normal distribution),记为 X ∼ (1− ϵ)N(µ, σ2
0)+ ϵN(µ, σ2),称 ϵ为污染程度.混合正态分布

的密度函数为

f(x) = (1− ϵ)
1√
2πσ0

exp

(
− (x− µ)2

2σ2
0

)
+ ϵ

1√
2πσ

exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
.

检验均值发生漂移的情形, 构造假设检验: H0 : µ = µ0 vs. H1 : µ = µ1, 则对数似然比为

zi = ln
f(x | µ1)

f(x | µ0)
= ln

(1− ϵ) 1
σ0

exp(− (x−µ1)
2

2σ2
0

) + ϵ 1
σ exp(− (x−µ1)

2

2σ2 )

(1− ϵ) 1
σ0

exp(− (x−µ0)2

2σ2
0

) + ϵ 1
σ exp(− (x−µ0)2

2σ2 )
.

将 zi 视为关于质量特性 X 的函数, 为了研究不同参数 µ1、σ2 和 ϵ 下对数似然比函数的变化趋势, 固

定 µ0 = 0, 见图 1–3.
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图 1 不同 µ1 下的对数似然比函数, 其中 µ0 = 0, σ2
0 = 1, σ2 = 9, ϵ = 0.05
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图 2 不同 σ2 下的对数似然比函数, 其中 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
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图 3 不同污染程度下的对数似然比函数, 其中 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1, σ2 = 9

857



吴纯杰等: 混合正态分布下的似然比累积和控制图及改进

由图 1 可知, 当 µ1 > 0, 也就是检测均值向上漂移时, zi 的总趋势是随着 X 的增大而增大; 当

µ1 < 0, 也就是检测均值向下漂移时, zi 的总趋势是随着 X 的增大而减小. 随着 µ1 (µ1 > 0) 的增大,

对数似然比的中心点右移, 总趋势的斜率增大, 非单调区间的跨度逐渐变大. 我们有 ln f(µ0+µ1−x |µ1)
f(µ0+µ1−x |µ0)

= − ln f(x |µ1)
f(x |µ0)

, 对数似然比函数的中心点为 (µ0+µ1

2 , 0).

从图 2 可以看到, 当 σ2 > σ2
0 时, 随着 σ2 的增大, 对数似然比函数在非单调区间上的波动幅度

增大, 两侧变得相对平坦; 但当 σ2 < σ2
0 时, 对数似然比函数几乎是一条直线. 因此, 本文主要关注

σ2 > σ2
0 的情形.

由图 3 可知, 当 σ2 > σ2
0 时, 随着污染程度的增加, 对数似然比函数的非单调区间变窄, 函数在非

单调区间上的波动幅度减小, 即当异常观测值的方差相对较大时, 少量的异常观测值对对数似然比函

数有较大的扰动.

2.3 RLCUSUM 控制图

由 Neyman-Pearson 引理可知, 对于单边检验问题, 若似然比是单调似然比 (monotone likelihood

ratio, MLR), 则可以构造出一个水平为 α 的一致最优势检验 (uniformly most powerful test, UMPT).

但是当似然比函数不单调时, 由此构造的似然比检验并不是 UMPT, 检验效果表现不理想. 由图 1–3

可知, 混合正态分布下的似然比函数是非单调的.

用 Markov 链法计算 CUSUM 控制图的平均运行长度 (具体见附录 A), 可得 ARL0 = 1,000 时,

h = 5.08. 令 h = 5.08,用不同均值 µ的混合正态分布模拟真实数据,求得控制图的 ARL1,其中 µ0 = 0,

µ1 = 1, σ0 = 1, σ = 3, ϵ = 0.05, 结果如图 4 所示. 由图 4 可知, 混合正态分布的 CUSUM 控制图的

ARL1 并没有随着 µ 的增大而下降. 当 µ < 3 时, ARL1 迅速下降; 当 µ > 3 时, ARL1 开始上升, 并

在 µ = 6 处达到最大值, 之后再缓慢下降. 与漂移为 3 时相比, 漂移为 6 时 CUSUM 控制图的反应更

加迟钝. 这种情形并不理想, 我们往往希望漂移越大 CUSUM 控制图报警越迅速. 在 µ0 = 0, µ1 = 1,

σ0 = 1, σ = 3 以及 ϵ = 0.05 时, Pr(x > 3) = 1− Pr(x 6 3) = 1− (0.95Φ(3) + 0.05Φ( 23 )) = 0.0139, 则对

于 µ > 3 的大漂移情形是存在的, 即以上 ARL1 不合理的漂移区间内的均值漂移是无法被忽略的.
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图 4 不同真实均值 µ 下 CUSUM 控制图的 ARL1
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为了解决上述两个问题, 构造稳健对数似然比 (RLLR) 函数 (参见文献 [12])

l∗(x) =



ln
F (a | µ1)

F (a | µ0)
, x 6 a,

ln
f(x | µ1)

f(x | µ0)
, a < x < b,

ln
1− F (b | µ1)

1− F (b | µ0)
, x > b.

为保持单调性和连续性, 则应有

ln
F (a | µ1)

F (a | µ0)
= ln

f(a | µ1)

f(a | µ0)
, ln

1− F (b | µ1)

1− F (b | µ0)
= ln

f(b | µ1)

f(b | µ0)
, (2.1)

且 a, b ∈ [x2, x3], 即 a 和 b 位于第二和三极值点之间. 令 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1, σ2 = 9, ϵ = 0.05, 解

方程得 a = −1.251, b = 2.251. 由图 5(a) 可见, 如此构造的稳健对数似然比函数保持了单调性和连续

性. 左截断点在第二个极值点的右上方, 右截断点在第三个极值点的左下方, 但都相距不远, 使控制图

对大漂移有较灵敏反应的同时对异常点稳健.

用稳健对数似然比 l∗(x) 代替 CUSUM 统计量中的 zi 得到 RLCUSUM 统计量

S∗
0 = 0, S∗

n = max{0, S∗
n−1 + l∗(xn)}.

当 µ1 > 0时,该控制图对均值向上漂移进行检测;当 µ1 < 0时,该控制图对均值向下漂移进行检测. 用

Markov链法计算混合正态分布 CUSUM控制图和 RLCUSUM控制图不同控制限 h下的 ARL0,如图 6
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图 5 当 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1, σ2 = 9, ϵ = 0.05 时, RLLR 和改进的 RLLR
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图 6 混合正态分布 RLCUSUM 控制图不同控制限 h 下的 ARL0

所示, 其中 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1, σ2 = 9, ϵ = 0.05. 由图 6 可知, RLCUSUM 控制图的 ARL0 关于 h

不连续, 在 h = 1.63 和 h = 3.26 处有明显的间断点, 而

l∗(b) = ln
f(b | µ1)

f(b | µ0)
= 1.63,

其中 b = 2.251 为右截断点. 这是因为当 h 从稍小于 k × l∗(b) (其中 k = 1, 2, . . .) 的某个位置移动到

k × l∗(b) 时, 所有本应该报警的使得 S∗
n = k × l∗(b) 的点列不再报警, 而这些点列取值的概率大于 0,

ARL0 在 h = k × l∗(b) 处向上跳跃. MacEachern 等 [12] 已发现了 ARL0 的不连续性, 本文对此性质给

出详细证明.

定理 1 RLCUSUM 控制图的 ARL0 在 h = k × l∗(b) 处间断, 其中 k = 1, 2, . . . , l∗(b) 为对数似

然比函数在右截断点的取值.

证明 对 ∀ ϵ > 0, 有

E(τ∗ | h = k × l∗(b))− E(τ∗ | h = k × l∗(b)− ϵ)

=
∞∑

m=0

P(Ti > m | h = k × l∗(b))−
∞∑

m=0

P(Ti > m | h = k × l∗(b)− ϵ)

=
k−1∑
m=1

P(S1 6 k × l∗(b), S2 6 k × l∗(b), . . . , Sm 6 k × l∗(b))

−
k−1∑
m=1

P(S1 6 k × l∗(b)− ϵ, S2 6 k × l∗(b)− ϵ, . . . , Sm 6 k × l∗(b)− ϵ)

+

∞∑
m=k

P(Sk 6 k × l∗(b), Sk+1 6 k × l∗(b), . . . , Sm 6 k × l∗(b))

−
∞∑

m=k

P(Sk 6 k × l∗(b)− ϵ, Sk+1 6 k × l∗(b)− ϵ, . . . , Sm 6 k × l∗(b)− ϵ).
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因为

i∩
m=1

{Sm 6 k × l∗(b)} ⊇
i∩

m=1

{Sm 6 k × l∗(b)− ϵ}, i < k,

所以,

k−1∑
m=1

P(S1 6 k × l∗(b), S2 6 k × l∗(b), . . . , Sm 6 k × l∗(b))

−
k−1∑
m=1

P(S1 6 k × l∗(b)− ϵ, S2 6 k × l∗(b)− ϵ, . . . , Sm 6 k × l∗(b)− ϵ) > 0.

因为

i∩
m=1

{Sm 6 k × l∗(b)− ϵ} ∩ {l∗(x1) = 0, l∗(x2) = 0, . . . , l∗(xm−k) = 0, l∗(xm−k+1) = l∗(b),

l∗(xm−k+2) = l∗(b), . . . , l∗(xm) = l∗(b)} ⊆
i∩

m=1

{Sm 6 k × l∗(b)}, i > k.

所以,

∞∑
m=k

P(S1 6 k × l∗(b), S2 6 k × l∗(b), . . . , Sm 6 k × l∗(b))

−
∞∑

m=k

P(S1 6 k × l∗(b)− ϵ, S2 6 k × l∗(b)− ϵ, . . . , Sm 6 k × l∗(b)− ϵ)

>
∞∑

m=k

P(l∗(x) 6 0)m−kP(l∗(x) = b)k

=
(1− F (b | µ0))

k

1− F (µ0+µ1

2 | µ0)
, i > k.

所以,

E(τ∗ | h = k × l∗(b))− E(τ∗ | h = k × l∗(b)− ϵ) > (1− F (b | µ0))
k

1− F (µ0+µ1

2 | µ0)
> 0,

即存在间断点.

混合正态分布的 RLCUSUM 控制图与 CUSUM 控制图的 ARL0 十分接近. 令 h = 5.08, 用不同

均值 µ 的混合正态分布模拟真实数据. 分别计算 RLCUSUM 控制图和 CUSUM 控制图的 ARL1, 结

果如图 7(a) 所示. 由图 7(a) 可知, 虽然 RLCUSUM 控制图并没有在所有情形下都优于 CUSUM 控

制图, 但它却十分稳定, 克服了 CUSUM 控制图在较大漂移下不灵敏的缺点. 同时, 在对数似然比函

数尾部进行截断,使得 RLCUSUM控制图不容易受到异常值的影响.因此可以认为混合正态分布下的

RLCUSUM 控制图是对 CUSUM 控制图的一种优化, 使控制图在实际应用中对较大漂移灵敏的同时

不容易受到异常值的影响, 表现更加稳健.
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图 7 当 ARL0 = 1,000 时, RLCUSUM 控制图和 CUSUM 控制图的 ARL1

3 改进的稳健似然比累积和控制图

3.1 RLCUSUM 控制图存在的问题

在构造 RLLR 时可能存在无解的情形, 例如, 尝试对 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1, σ2 = 4, ϵ = 0.5 的混

合正态分布构造 RLLR, 却发现方程 (2.1) 在 [x2, x3] 上无解, 其中 (x2, y2) 和 (x3, y3) 分别是对数似然

比函数的第二和三个极值点.

当 σ2 较大且 ϵ 较小时, RLCUSUM 控制图的表现远优于 CUSUM 控制图; 但当 σ2 (σ2 > σ2
0) 较

小且 ϵ 较大时, RLCUSUM 控制图的表现并不好, 如图 7(b) 所示.

3.2 改进的稳健对数似然比

由图 5(a)可知,通过水平射线截断的方法构造的稳健似然比函数,其尾部单调递增的性质被弱化,

影响了对于大漂移的监测效率. 故保留似然比函数尾部的严格单调递增的性质, 对其进行水平线段截

断, 从而改进 RLCUSUM 控制图的监测表现是一种可行的方法.

改进 RLLR, 令

l#(x) =



ln
F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
, a 6 x 6 b,

ln
F (d | µ1)− F (c | µ1)

F (d | µ0)− F (c | µ0)
, c 6 x 6 d,

ln
f(x | µ1)

f(x | µ0)
, 其他.
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为保持单调性和连续性, 则应有

ln
F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
= ln

f(a | µ1)

f(a | µ0)
= ln

f(b | µ1)

f(b | µ0)
, (3.1)

ln
F (d | µ1)− F (c | µ1)

F (d | µ0)− F (c | µ0)
= ln

f(c | µ1)

f(c | µ0)
= ln

f(d | µ1)

f(d | µ0)
. (3.2)

3.2.1 改进的 RLLR 的性质

相比于水平射线截断后的 RLLR, 改进的 RLLR 具有优良的性质. 它在任何情形下均可被构建,

并且在不同的非单调区间内的截断不会存在相交的情形. 以下给出证明.

令 z(x) = ln f(x |µ1)
f(x |µ0)

, W1 = {(a, b) : z(a) = z(b)}, W2 = {(c, d) : z(c) = z(d)}, 则值域为

z(W1) = [min(y1, y2),max(y1, y2)], z(W2) = [min(y3, y4),max(y3, y4)].

命题 1 z(W1) 与 z(W2) 不相交.

证明 平移后的混合正态分布密度函数与原来的密度函数只有一个交点 x = (µ0 + µ1)/2, 此时

z(x) = 0. 当 µ1 > µ0 时, ∀x > (µ0 + µ1)/2, 有 f(x | µ1) > f(x | µ0), 从而 z(x) > 0; ∀x < (µ0 + µ1)/2,

有 f(x | µ1) < f(x | µ0), 从而 z(x) < 0. 所以必然有 min(y1, y2) > 0 > max(y3, y4), 所以, z(W1) 和

z(W2) 不相交.

同理可证, 当 µ1 < µ0 时, z(W1) 与 z(W2) 不相交.

命题 2 必然可以找到 (a, b) ∈ W1, (c, d) ∈ W2, 使得 (3.1) 和 (3.2) 成立.

证明 令

g1(y) = ln
F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
, g2(y) = ln

F (d | µ1)− F (c | µ1)

F (d | µ0)− F (c | µ0)
.

由于 z(a) = z(b) = y, 且 z(a) 和 z(b) 都在 W1 上严格单调连续, 则 z(a) 和 z(b) 在 W1 上存在逆函数

a = z−1
a (y), b = z−1

b (y), 且 z−1
a (y) 和 z−1

b (y) 都在 [min(y1, y2),max(y1, y2)] 上连续. 由于 F (a | µ) 和
F (b | µ) 在 W1 上连续, ln(x) 在 R+ 上连续, 则 g1(y) 是在 z(W1) 上的连续函数.

F (x | µ0) 和 F (x | µ1) 满足 Cauchy 中值定理的四个条件: (i) 在 [a, b] 上都连续; (ii) 在 (a, b) 上都

可导; (iii) f(x | µ1) 和 f(x | µ0) 不同时为零, 事实上总有 f(x | µ1) > 0, f(x | µ0) > 0; (iv) F (a | µ0)

̸= F (b | µ0). 所以存在 ξ ∈ (a, b), 使得

z(ξ) = ln
f(ξ | µ1)

f(ξ | µ0)
= ln

F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
.

当 y = max(y1, y2) 时, a = z−1
a (y), b = z−1

b (y), ∀x ∈ (a, b) 有 z(x) < y, 则存在 ξ ∈ (a, b), 使得

g1(y) = ln
F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
= z(ξ) < y,

即 G1(y) = g1(y)− y < 0. 同理, 当 y = min(y1, y2) 时, 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

g1(y) = ln
F (b | µ1)− F (a | µ1)

F (b | µ0)− F (a | µ0)
= z(ξ) > y,

即 G1(y) = g1(y)− y > 0.
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由于 g1(y) 在 z(W1) 上连续, 所以, G1(y) 也在 z(W1) 上连续. 由根的存在定理得, 至少存在一点

y0 ∈ z(W1), 使得 G1(y0) = 0, 即 g1(y0) = y0. 所以必然可以找到 (a, b) = (z−1
a (y0), z

−1
b (y0)) ∈ W1, 使

得 (3.1) 成立.

同理可证必然存在 (c, d) ∈ W2, 使得 (3.2) 成立.

3.2.2 改进的 RLLR 的求解

改进的 RLLR 截断点的求解计算方法为遍历 y 分别搜寻方程 G1(y) = 0 和 G2(y) = 0 的根. 若方

程有多个解, 可选取令 |g1(y)| 和 |g2(y)| 最大的解, 以提高控制图的灵敏度. 当 µ0 = 0, µ1 = 1, σ2
0 = 1,

σ2 = 9, ϵ = 0.05 时, 存在唯一解 (a, b) = (−14.17,−1.25), (c, d) = (2.25, 15.17), 如图 5(b) 所示. 由

图 5(b) 可知, 在状态受控时, 观测值的绝对值大于 15 的可能性非常小, 对数似然比函数尾部的变化

对截断点选择的影响也非常小, 因而, 改进的 RLLR 与原始的 RLLR 几乎在同一处截断, 但是改进的

RLLR 保留了对数似然比函数的尾部严格单增性.

3.3 改进的 RLCUSUM 控制图

构造改进的 RLCUSUM 统计量

S#
0 = 0, S#

n = max{0, S#
n−1 + l#(xn)},

选择合适的 h 值, 令 ARL0 为某一固定长度, 当 S#
n > h 时, 控制图报警. 当 h = 5.08 时, 改进的

RLCUSUM 控制图的 ARL0 大约为 1,000. 令 h = 5.08, 用不同均值 µ 的混合正态分布模拟真实观测

值, 计算 ARL1 并与 CUSUM 控制图和 RLCUSUM 控制图进行比较, 结果如图 8 所示. 由图 8(a) 可

知, 当 µ 小于 14 时, 改进的 RLCUSUM 控制图的表现与 RLCUSUM 控制图相似; 当 µ 大于 14 时,

改进的 RLCUSUM 控制图的表现与 CUSUM 控制图相似. 改进的 RLCUSUM 控制图结合了两者的

优点,在只有真实均值变化的情形下,其表现优于 CUSUM控制图和传统的 RLCUSUM控制图. 当 σ2
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图 8 三种控制图在不同真实均值下 µ 的 ARL1, 其中 ARL0 = 1,000
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(σ2 > σ2
0)较大且 ϵ较小时,改进的 RLCUSUM控制图明显提高了 RLCUSUM控制图对中等漂移的灵

敏度.改进的 RLCUSUM控制图利用了对数似然比函数尾部的信息,在保证 ARL1 函数单调的同时解

决了 σ2 (σ2 > σ2
0) 较小且 ϵ 较大时 RLCUSUM 控制图对中等漂移不够灵敏的问题, 如图 8(b) 所示.

4 结论

本文构造了混合正态分布下的 RLCUSUM控制图,证明了它对不同大小的漂移的稳健性,并对其

性质进行了更深入的研究, 包括对 ARL0 曲线间断点的证明以及对 ARL1 的极限的讨论. 但是当 σ2

(σ2 > σ2
0) 较小且 ϵ 较大时, RLCUSUM 控制图将对数似然比函数整个尾部截断造成了过多的信息丢

失,还可能无法构造出 RLCUSUM控制图. 因此,本文将对数似然比函数的非单调区间水平线段截断,

但保留尾部, 构造出改进的 RLCUSUM 控制图. 在混合正态分布下, 改进的 RLCUSUM 控制图在两

个方面优于 RLCUSUM 控制图. 第一, 必能构造出改进的 RLCUSUM 控制图, 而 RLCUSUM 控制图

在某些情形下是不存在的. 第二, 为了保护控制图免受异常值影响, RLCUSUM 控制图过多地牺牲了

对中等漂移及大漂移的检测灵敏度;改进的 RLCUSUM控制图保留了对数似然比函数尾部的信息,当

漂移逐渐增大时,控制图会越来越灵敏,因此,其监测效果优于 CUSUM控制图和 RLCUSUM控制图.

在其他厚尾分布过程中, 改进的 RLCUSUM 控制图比传统的 RLCUSUM 控制图更具有普适性.

对于有多个非单调区间的对数似然比函数, RLCUSUM 控制图可能不得不截断包含多个非单调区间

的大片区域,从而造成信息的过多损失;而改进的 RLCUSUM控制图只需在小范围内将非单调区间截

断,能有效保留非单调区间之间的信息,最大限度地减少信息损失.若两个非单调区间过于靠近而导致

无法分别对它们进行截断, 或者两个截断区间之间有重合, 可以将两个非单调区间一同截断.
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附录 A 平均运行长度的计算

称控制图从监测开始到第一次报警抽取的样本个数 τ∗ 为报警所需的运行时间. 对于 CUSUM 控

制图, 有

τ∗ = min{n : Sn > h, h > 1}.

当 P(f0(x) = f1(x)) < 1 时, ∀λ > 0, ∀ k > 0, k 为整数, i = 0, 1, 有

PHi
(τ∗ < ∞) = 1, EHi(e

λτ∗
) < ∞, EHi(τ

∗)
k
< ∞.

CUSUM 控制图永远不接受原假设, 直到拒绝原假设时才停止抽样. 由 PHi(τ
∗ < ∞) = 1 可知,

CUSUM 控制图必将在某一时刻拒绝原假设; 由 EHi(τ
∗)

k
< ∞ 可知, 运行时间的均值存在. 因此,

CUSUM 控制图一般不通过第一、二类错误来评价其优劣, 而是将平均运行长度作为比较控制图有效

性的重要指标.

平均运行长度 (average run length, ARL)是控制图从监测开始到它发出警报为止所抽取的平均样

本个数, 即为 EHi(τ
∗). 则受控平均运行长度和失控平均运行长度分别为

ARL0 = EH0(τ
∗) = E(τ∗ |过程受控),

ARL1 = EH1(τ
∗) = E(τ∗ |过程从开始检测时就失控).

当过程受控时, 我们希望控制图有较小的误报率, ARL0 越大越好; 当过程失控时, 我们希望控制图能

尽快报警, ARL1 越小越好. 通常, 比较控制图效果好坏的方法是, 选择合适的 h 值, 令 ARL0 满足设

定的要求, 例如,固定为某一长度, ARL1 越小, 说明该控制图越有效. Li等 [14] 对于控制图平均运行长

度的计算做了详细的总结归纳.

CUSUM 控制图计算 ARL 的方法主要有三种: 积分方程法、Markov 链法和随机模拟法. 以下介

绍 Markov 链法. Brook 和 Evans [15] 于 1972 年提出了用 Markov 链方法计算 CUSUM 的 ARL, 之后

该方法被用于其他类型控制图 ARL的计算.监控的 CUSUM序列 {Sn, n = 0, 1, 2, . . .}是一个 Markov

链. 首先构造一步转移概率矩阵 P . 考虑连续情形. 将 [0, h] 划分为如下 t+ 1 个子区间:[
0,

ω

2

]
∪
(
ω − ω

2
, ω +

ω

2

]
∪ · · · ∪

(
(t− 1)ω − ω

2
, (t− 1)ω +

ω

2

]
∪ (h,∞),

其中 ω = 2h/(2t− 1). 当 Sn ∈ [0, ω/2] 时, 称过程属于状态 E0; 当 Sn ∈ [iω − ω/2, iω + ω/2] (i = 1, 2,

. . . , t − 1) 时, 称过程属于状态 Ei; 当 Sn ∈ (h,∞) 时, 称过程属于吸收状态 Et. 由于 Sn ∈ Ei 处于一

个区间内, 但是为了便于计算, 采用区间的中值作为替代. 该替代方法是由于区间被无限划分, 每个小

区间足够小到可以用中点值近似状态表示. 对一步转移概率进行近似计算 (其中 i = 0, 1, . . . , t− 1):

pij = P(Sn+1 ∈ Ej | Sn = iω) = P

(
(j − i)ω − ω

2
< Zn+1 6 (j − i)ω +

ω

2

)
, j = 1, 2, . . . , t− 1,

pi0 = P

(
Sn + Zn+1 6 ω

2

∣∣∣∣ Sn = iω

)
= P

(
Zn+1 6 −iω +

ω

2

)
,

pit = P(Sn + Zn+1 > h | Sn = iω) = P

(
Zn+1 > (t− i− 1)ω +

ω

2

)
,

866



中国科学 : 数学 第 47 卷 第 7 期

ptj = 0, j = 0, 1, . . . , t− 1,

ptt = 1.

令

pr = P

(
rω − ω

2
< Zn+1 6 rω +

ω

2

)
, Fr = P

(
Zn+1 6 rω +

ω

2

)
,

则得到一步转移概率矩阵

P =



F0 p1 p2 · · · pj · · · pt−1 1− Ft−1

F−1 p0 p1 · · · pj−1 · · · pt−2 1− Ft−2

...
...

...
. . .

...
. . .

...
...

F−i p1−i p2−i · · · pj−i · · · pt−1−i 1− Ft−1−i

...
...

...
. . .

...
. . .

...
...

F1−t p2−t p3−t · · · pj−(t−1) · · · p0 1− F0

0 0 0 · · · 0 · · · 0 1


.

将一步转移概率矩阵 P 写成分块的形式:

P =

 R (I −R)1

0T 1

 ,

其中, R 为 P 去掉最后一行和最后一列后得到的 t× t 维矩阵, 1 为由元素值 1 构成的长度为 t 的列

向量, I 为 t× t 维单位阵. m 步转移概率矩阵为

Pm =

 Rm (I −Rm)1

0T 1

 .

用 Ti表示当 CUSUM统计量初始值 Z0 ∈ Ei时的运行时间,即第一次达到状态 Et的步数. T = (T0, T1,

. . . , Tt−1)
T, 对 T 求期望, 可得 E(T ), 其第 i 个分量表示初始状态 Ei−1 出发的 ARL. 对于任意的正整

数 r, 有

Fr = (P(T0 6 r),P(T1 6 r), . . . ,P(Tt−1 6 r))T = (I −Rr)1,

其中 I 为 t 阶单位阵.

由于

E(Ti) =
∞∑

m=1

mP(Ti = m) =
∞∑

m=1

P(Ti > m),

(I −R)

( ∞∑
m=1

Rm

)
= I ⇒

∞∑
m=1

Rm = (I −R)−1,

所以,

−−→
ARL = E(T ) = (I −R)−11.
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Improved robust-likelihood cumulative sum chart for the

contaminated normal distributions

WU ChunJie, WEI YiQing & YU MiaoMiao

Abstract The cumulative sum (CUSUM) chart is usually used for detecting small drifts in the mean of a

normally distributed process, but it performs poorly for thick-tailed distributed processes and large drifts. This

paper mainly studies performance of robust likelihood cumulative sum (RLCUSUM) chart when observations are

contaminated normal distributions, which overcomes the shortcomings of CUSUM by using the likelihood ratio.

Compared with the CUSUM chart in average run length, RLCUSUM chart is much more sensitive. To improve

its robustness, the method of winsorization by horizontal segment is used.

Keywords robust likelihood cumulative sum chart, average run length, winsorization by horizontal seg-

ment, contaminated normal distribution
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