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摘要 本文证明了对 5 6 s 6 8, 几乎所有的满足某些同余条件的正整数 N 都可以表示为 N =

p31 + · · ·+ p3s, |pi − (N/s)1/3| 6 N1/3−θs , 其中 θ5 = 7
261 − 2ε, θ6 = 5

159 − ε, θ7 = 11
333 − ε, θ8 = 19

561 − ε.
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1 引言

华林-哥德巴赫问题研究把正整数表示为素数幂之和的可能性. 对于三次方的华林-哥德巴赫问题,

1938 年 Hua [1] 证明了对于 s = 5, 6, 7, 8, 几乎所有的满足某些同余条件的自然数都可以表示为 s 个

素数立方之和, 这里的同余条件为

N5 = {n ∈ N : n ≡ 1 (mod 2), n ̸≡ 0,±2 (mod 9), n ̸≡ 0 (mod 7)},

N6 = {n ∈ N : n ≡ 0 (mod 2), n ̸≡ ±1 (mod 9)},

N7 = {n ∈ N : n ≡ 1 (mod 2), n ̸≡ 0 (mod 9)},

N8 = {n ∈ N : n ≡ 0 (mod 2)}.

以 Es(N) 表示不超过 N 的满足上述同余条件但是不能表示为 s 个素数立方之和的正整数 n 的个数.

Hua 的这一结果可以确切地表述为 Es(N) ≪ N(logN)−A 对于任意 A > 0 成立. 2000 年, Ren 在文

献 [2] 中将 s = 5 的结果改进为 E5(N) ≪ N
152
153+ε. 2002 年, Wooley [3] 证明了 Es(N) ≪ N1−ρs , 其中

ρ5 =
1

36
− ε, ρ6 =

1

18
− ε, ρ7 =

13

36
− ε, ρ8 =

25

36
− ε.

这些结论最近得到了很大的改进:

Kumchev [4]: ρ5 =
5

84
, ρ6 =

4

35
, ρ7 =

11

28
, ρ8 =

61

84
.

Kawada 和 Wooley [5]: ρ6 =
5

28
, ρ7 =

19

42
, ρ8 =

11

14
.

Zhao [6]: ρ5 =
1

12
− ε, ρ6 =

1

4
− ε, ρ7 =

1

2
− ε, ρ8 =

5

6
− ε.
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在本文中, 我们研究几乎相等的三次华林-哥德巴赫问题, 即
n = p31 + · · ·+ p3s,∣∣∣∣pi − (

N

s

) 1
3
∣∣∣∣ 6 N

1
3−θs , 1 6 i 6 s,

(1.1)

其中 5 6 s 6 8. 对于这一问题, 我们希望可以找到一个足够大的 θs ∈ (0, 1/3), 使得几乎所有满足上述

同余条件的正整数 n 都能够表示为 (1.1) 的形式. 我们定义区间

Is(N,Y ) = [N − Y,N + Y ].

以 Es(N,Y ) 表示集合 Ns ∩ Is(N,Y ) 中不能表示为 (1.1) 的整数 n 的个数. 我们需要证明对于任意给

定的 ε > 0, 估计式

Es(N, 3s(N/s)1−θs) ≪ N1−θs−ε (1.2)

成立,其中 s = 5, 6, 7, 8. Liu和 Sun [7]首先研究了这一问题并得到: θs =
s−4

6(s+12) . 在文献 [8]中, Wang

将这一结果改进为 θs =
s−4
15s , 其中 s = 5, 6, 7, 8. 在文献 [9] 中, Li 证明了 θ5 = 1

48 , θ6 = 1
36 , θ7 = 1

33 .

本文的主要结果如下:

定理 1 当 5 6 s 6 8 时, (1.2) 对于如下 θs 成立:

θ5 =
7

261
− 2ε, θ6 =

5

159
− ε, θ7 =

11

333
− ε, θ8 =

19

561
− ε.

我们将利用圆法证明定理 1. 主区间上的积分估计将采用常规方法处理, 我们将主要处理余区间

上的积分, 关键想法是利用文献 [10] 中关于小区间上的素变数三角和的估计以及文献 [6] 中的思想.

在文中, 不论是否带有下标,字母 p 都表示素数, ε 表示任意小的正常数. φ(n), Λ(n) 以及 d(n) 分

别表示 Euler 函数, von Mangoldt 函数和除数函数. 字母 N 表示充分大的正整数, L = logN . 我们用

记号 e(x) 表示 e2πix.

2 定理 1 的证明

设 N 为充分大的正整数. 对 5 6 s 6 8, 记

x = (N/s)
1
3 , y = xµs , (2.1)

其中

µ5 =
80

87
+ 6ε, µ6 =

48

53
+ 3ε, µ7 =

100

111
+ 3ε, µ8 =

168

187
+ 3ε. (2.2)

记

N1 = N1(s) = (N/s)
1
3 − y, N2 = N2(s) = (N/s)

1
3 + y,

和

Rs(n, y) =
∑

n=p31+···+p3s
N1<pj6N2

(log p1) · · · (log ps).

定义

T (α) =
∑

N1<p6N2

(log p)e(p3α).
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则对于任意的 Q > 0, 我们有

Rs(n, y) =

∫ 1

0

T s(α)e(−nα)dα =

∫ 1+1/Q

1/Q

T s(α)e(−nα)dα.

由 Dirichlet 有理逼近定理, 对于任意的 α ∈ [1/Q, 1 + 1/Q], 存在满足条件 1 6 a 6 q 6 Q 和 (a, q) = 1

的整数 a, q, 使得 α ∈ I(q, a), 其中

I(q, a) =

{
α : α =

a

q
+ λ, |λ| 6 1

qQ

}
.

设 1 < P < Q/2. 定义主区间 M 和余区间 m 如下:

M = M(P,Q) =
∪
q6P

∪
16a6q
(a,q)=1

I(q, a), m = m(P,Q) =

[
1

Q
, 1 +

1

Q

]
\M. (2.3)

那么

Rs(n, y) =

{∫
M

+

∫
m

}
T s(α)e(−nα)dα.

为了证明定理 1, 我们将取定

P = y2x− 19
12−3ε, Q = x

31
12+2ε. (2.4)

命题 1 设主区间 M = M(P,Q) 如 (2.3) 式定义, 其中 P、Q 由 (2.4) 给出. 设 n ∈ Ns ∩
Is(N, 3sx2y). 则对于任意 A > 0, 有∫

M

T s(α)e(−nα)dα =
1

3s
Ss(n)Js(n) +O(ys−1x−2L−A),

其中 Ss(n) 是由 (3.1) 定义的奇异级数, 该奇异级数是绝对收敛的并且满足 Ss(n) ≫ 1, Js(n) 定义为

Js(n) =
∑

m1+···+ms=n

N3
1<mj6N3

2

(m1 · · ·ms)
− 2

3 ,

而且满足 Js(n) ≍ ys−1x−2.

命题 2 设余区间 m = m(P,Q) 如 (2.3) 式所定义, 其中 P、Q 由 (2.4) 定义. 则有∫
m

|T (α)|9dα ≪ y
47
8 +ε + y

107
26 x

62
39+ε.

命题 1 和 2 的证明将分别在以下两节中给出. 欲证定理 1, 我们还需以下引理, 这一结果是文

献 [10] 中定理 2 当 k = 3 时的情形.

引理 2.1 设 m = m(P,Q) 如 (2.3) 所定义. 设 µ 为满足 8
9 < µ 6 1 的实数. 那么对于任意给定

的 ε > 0 和 0 < γ 6 min(2µ−1
14 , 9µ−8

6 ), 有

sup
α∈m

∣∣∣∣ ∑
x<n6x+xµ

Λ(n)e(αn3)

∣∣∣∣ ≪ xµ−γ+ε + xµ+εP− 1
2 .

定理 1 的证明 记 ȳ = 3sx2y. 设 Es(N, ȳ) 表示由集合 Ns ∩ Is(N, ȳ) 中不能表示为 (1.1) 的正整

数 n 所构成的集合. 那么我们有 Es(N, ȳ) = |Es(N, ȳ)|, 并且

0 =
∑

n∈Es(N,ȳ)

∫ 1

0

T s(α)e(−nα)dα =
∑

n∈Es(N,ȳ)

{∫
M

+

∫
m

}
T s(α)e(−nα)dα.
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因此由命题 1 我们得到∣∣∣∣ ∑
n∈Es(N,ȳ)

∫
m

T s(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∑
n∈Es(N,ȳ)

∫
M

T s(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣ ≫ Es(N, ȳ)ys−1x−2.

另一方面, 记

Ds(α) =
∑

n∈Es(N,ȳ)

e(−nα).

则由 Cauchy 不等式得∣∣∣∣ ∑
n∈Es(N,ȳ)

∫
m

T s(α)e(−nα)dα

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∫
m

T s(α)Ds(α)dα

∣∣∣∣ 6 √
Es(N, ȳ)I(2s),

其中

I(r) =
∫
m

|T (α)|rdα. (2.5)

从而得到

Es(N, ȳ) ≪ y2−2sx4I(2s) ≪ y2−2sx4 sup
α∈m

|T (α)|2s−9I(9). (2.6)

为了估计 sup |T (α)|, 首先易知

T (α) =
∑

N1<n6N2

Λ(n)e(n3α) +O(x
1
2+ε).

其次由引理 2.1,

sup
α∈m

∣∣∣∣ ∑
N1<n6N2

Λ(n)e(n3α)

∣∣∣∣ ≪ yx−γ+ε + y1+εP− 1
2 , (2.7)

其中 y = xµs , 0 < γ 6 min ( 2µs−1
14 , 9µs−8

6 ). 根据 (2.2)式中 µs的定义,我们可以在 (2.7)中取 γ = 9µs−8
6 .

进而由 (2.4) 中 P、Q 的定义可得

sup
α∈m

|T (α)| ≪ y−
1
2x

4
3+ε + y1+εP− 1

2 + x
1
2+ε ≪ y−

1
2x

4
3+ε. (2.8)

回到 (2.6) 并应用命题 2, 我们得到

Es(N, ȳ) ≪ y
13
2 −3sx

8s
3 −8+8ε(y

47
8 +ε + y

107
26 x

62
39+ε) ≪ x2−3εy = (N/s)1−θs−ε,

其中对于 s = 5, 6, 7, 8,

θs =
1− µs

3
=

7

261
− 2ε,

5

159
− ε,

11

333
− ε,

19

561
− ε.

这样, 我们就完成了定理 1 的证明. �

3 命题 1 的证明

命题 1 的证明与文献 [7] 中引理 2.1 的证明方法类似, 所以我们将省略详细的步骤而只给出证明

概要. 采用文献 [7] 中的记号, 我们定义

V (λ) =
∑

N1<m6N2

e(m3λ)
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和

W (χ, λ) =
∑

N1<p6N2

(log p)χ(p)e(p3λ)− δχ
∑

N1<m6N2

e(m3λ),

其中 δχ = 1 或者 0 取决于 Dirichlet 特征 χ 是否为主特征. 进一步, 设

C(χ, a) =

q∑
h=1

χ̄(h)e

(
ah3

q

)
, C(q, a) = C(χ0, a)

和

Bs(n, q, χ1, . . . , χs) =

q∑
a=1

(a,q)=1

C(χ1, a) · · ·C(χs, a)e

(
− an

q

)
.

记

Ss(n) =

∞∑
q=1

Bs(n, q, χ
0, . . . , χ0)

φs(q)
. (3.1)

现在我们引入 Dirichlet 特征, 由 Dirichlet 特征的正交性容易得到

T

(
a

q
+ λ

)
=

C(q, a)

φ(q)
V (λ) +

1

φ(q)

∑
χ mod q

C(χ, a)W (χ, λ).

因此 ∫
M

T s(α)e(−nα)dα = Is,0 +
s∑

j=1

Cj
sIs,j ,

其中, 对于 0 6 j 6 s,

Is,j =
∑
q6P

q∑
a=1

(a,q)=1

Cs−j(q, a)

φs(q)
e

(
− an

q

)
×
∫ 1/(qQ)

−1/(qQ)

V s−j(λ)

{ ∑
χ mod q

W (χ, λ)

}j

e(−nλ)dλ.

这里 Is,0 可以用常规方法估计. 根据文献 [7] 中的引理 2.1, 我们得到

Is,0 =
1

3s
Ss(n)Js(n) +O(ys−1x−2L−A).

因此为了证明命题 1, 我们仅需证明对于 j = 1, 2, . . . , s,

Is,j ≪ ys−1x−2L−A. (3.2)

上述不等式的证明所用的方法是文献 [11] 中的迭代法. 为此, 我们设

Js(g) =
∑
r6P

[r, g]1−
s
2+ε

∑
χ mod r

∗
max

|λ|61/(rQ)
|W (χ, λ)|,

和

Ks(g) =
∑
r6P

[r, g]1−
s
2+ε

∑
χ mod r

∗
(∫ 1/(rQ)

−1/(rQ)

|W (χ, λ)|2dλ
) 1

2

,

其中 ∗ 表示对所有模 r 的原特征求和. 关于 Js(g) 和 Ks(g) 的估计, 我们有如下的结论:
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引理 3.1 设 P、Q 由 (2.4) 定义, 则对 s = 5, 6, 7, 8, 我们有

Js(g) ≪ g1−
s
2+εyLc,

其中 c 是某一正的常数. 特别地, 对任意的 A > 0, 有 Js(1) ≪ yL−A.

引理 3.2 设 P、Q 由 (2.4) 定义, 则对 s = 5, 6, 7, 8, 我们有

Ks(g) ≪ g1−
s
2+εy

1
2x−1Lc.

引理 3.1 和 3.2 的证明与文献 [7] 中的引理 3.2–3.4 的证明类似. 事实上, 我们可以验证, 当参数

y、P、Q 满足条件

P 1+ε ≪ y2x− 31
20 , Q ≫ x

31
12+ε 和 PQ ≪ x2−εy

时,文献 [7]中关于引理 3.2–3.4的讨论都是成立的. 容易验证上述条件对 (2.1)中定义的 y 和 (2.4)中

定义的 P、Q 成立.

为了得到估计式 (3.2),我们重复文献 [7]中第 4节的讨论,并且将其中的引理 3.2–3.4替换为上述

引理 3.1 和 3.2, 在此我们不做赘述. 这样就证明了命题 1. �

4 命题 2 的证明

定义可乘函数 w(q) 如下:

w(p3u+v) =

 3p−u− 1
2 , 如果 u > 0 且 v = 1,

p−u−1, 如果 u > 0 且 v = 2, 3.

对于 A ⊆ (x, x+ y] ∩ N, 我们定义

g(α) = gA(α) =
∑
n∈A

(log n)e(n3α).

以下结论是文献 [12] 中的引理 2.1 和 2.3. 类似的结果可在文献 [6] 中找到.

引理 4.1 设 γ ∈ R, c, D > 0 以及 1 < M 6 y 6 x. 那么存在常数 c0 > 0, 使得

∑
q6M

∑
16a6q
(a,q)=1

∫
|α−a/q|61

w2(q)dc(q)|
∑

x<p6x+y(log p)e(p
3(α+ γ))|2

1 +D|α− a/q|
dα ≪ y2D−1(log x)c0 .

引理 4.2 设 0 < ρ 6 1
4 , y 6 x 以及 x3 6 y4−2ρ. 令 M 表示区间 M(q, a) 的并集, 其中

1 6 a 6 q 6 y3ρ, (a, q) = 1, M(q, a) = {α : |qα− a| 6 x−2y3ρ−1}. 假设 G(α) 和 h(α) 是周期为 1 的可

积函数. 那么对于任意可测集 w ⊆ [0, 1], 我们有∫
w

g(α)G(α)h(α)dα ≪ y(log x)2J
1
4
0

(∫
w

|G(α)|2dα
) 1

4

J
1
2 (w) + y1−

ρ
2+εJ(w),

其中

J(w) =

∫
w

|G(α)h(α)|dα, J0 = sup
β∈[0,1]

∫
M

w2(q)|h2(α+ β)|
(1 + x2y|α− a/q|)2

dα.
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命题 2 的证明 由 (2.5) 式可得

I(r) =
∫
m

|T (α)|rdα.

在引理 4.2 中我们取 ρ = 1
4 , G(α) = |T (α)|7, h(α) = T (−α) 和 g(α) = T (α). 对于 y > x6/7, 我们得到

I(9) ≪ y(log x)2J
1
4
0 I 1

4 (14)I 1
2 (8) + y

7
8+εI(8),

其中

J0 = sup
β∈[0,1]

∑
q6y3/4

q∑
a=1

(a,q)=1

∫
M(q,a)

w2(q)|h2(α+ β)|
(1 + x2y|α− a/q|)2

dα,

M(q, a) = {α : |qα − a| 6 x−2y−1/4}. 在引理 4.1 中取 M = y3/4, D = x2y 得到 J0 ≪ x−2y(log x)c0 .

因此

I(9) ≪ y
5
4x− 1

2+εI 1
4 (14)I 1

2 (8) + y
7
8+εI(8).

用与文献 [13] 中引理 2.5 的证明类似的讨论可以证明 I(8) ≪ y5+ε. 这样就得到了

I(9) ≪ y
15
4 x− 1

2+εI 1
4 (14) + y

47
8 +ε.

由此得到 I(9) ≪ y47/8+ε, 或者

I(9) ≪ y
15
4 x− 1

2+εI 1
4 (14). (4.1)

我们可以利用引理 4.1 和 4.2 类似地处理 I(14) 并得到

I(14) ≪ y
5
4x− 1

2+εI 1
4 (24)I 1

2 (13) + y
7
8+εI(13).

由此得到

I(14) ≪ y
7
8+εI(13) (4.2)

或者

I(14) ≪ y
5
4x− 1

2+εI 1
4 (24)I 1

2 (13). (4.3)

(i) 假设 (4.2) 成立. 那么由 (4.1) 式得

I(9) ≪ y
127
32 x− 1

2+εI 1
4 (13) ≪ y

127
32 x− 1

2+εI 1
4 (9) sup

α∈m
|T (α)|.

进而得到

I(9) ≪ y
127
24 x− 2

3+ε sup
α∈m

|T (α)| 43 .

将 (2.8) 式代入上式右端便推得

I(9) ≪ y
127
24 x− 2

3+ε(y−
1
2x

4
3+ε)

4
3 ≪ y

37
8 x

10
9 +ε ≪ y

47
8 .

(ii) 假设 (4.3) 成立. 那么由 (4.1) 式我们得到

I(9) ≪ y
65
16x− 5

8+εI 1
16 (24)I 1

8 (13) ≪ y
65
16x− 5

8+εI 3
16 (9) sup

α∈m
|T (α)| 2316 .

因此

I(9) ≪ y
65
13x− 10

13+ε sup
α∈m

|T (α)| 2313 ≪ y
107
26 x

62
39+ε.

这样, 我们就完成了命题 2 的证明. �

致谢 本文作者感谢审稿人认真阅读本文并提出有益的修改意见!
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Exceptional set for sums of almost equal prime cubes
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Abstract We prove that almost all integers N satisfying some necessary congruence conditions can be written

as sum of the form N = p31+ · · ·+p3s with |pi−(N/s)1/3| 6 N1/3−θs , where θs = 7
261

−2ε, 5
159

−ε, 11
333

−ε, 19
561

−ε

for s = 5, 6, 7, 8, respectively.
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