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摘要 Call 和 Velleman (1993) 引入了 Pascal 矩阵函数. Cheon 和 Kim (2001) 应用 Pascal 矩阵函数

分解第一类和第二类 Stirling数. 本文引入移位 Stirling矩阵,并用 Pascal矩阵对其分解. 最后讨论引

入广义 Stirling 数及其矩阵. He (2013) 以及 Hsu 和 Shiue (1998) 对后者有一系列的讨论. 本文中的矩

阵等式反映了第一类、第二类和广义 Stirling数以及二项式数之间的关系,而且形式简洁,有助于发现

更多的性质.
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1 引言

首先介绍本文中用到的记号. Call 和 Velleman [1] 介绍了如下 Pascal 矩阵:

定义 1.1 假设 x 为非零实数, 则 n× n 广义 Pascal 矩阵定义为

(Pn[x])i,j :=


(
i

j

)
xi−j , 0 6 j 6 i 6 n− 1,

0, 其他,

(1.1)

其中 n 为正整数, 且 Pn[0] := I, 这里 I 为单位阵. Pn[x] 称为 Pascal 矩阵函数.

显然, Pn[1] 是经典 Pascal 矩阵. 许多关于 Bernoulli 数、Bernoulli 多项式、Euler 数和 Euler 多项

式的重要性质都可藉 Pascal矩阵得到, 如文献 [1]及后续的文献 [2–9]中所述. 我们将定义 1.1扩充得

到移位广义 Pascal 矩阵.

定义 1.2 假设 x 为非零实数, 则 n× n 移位广义 Pascal 矩阵 Pn,r[x] 可定义为

(Pn,r[x])i,j :=


(
i+ r

j + r

)
xi−j , 0 6 j 6 i 6 n− r − 1,

0, 其他,

(1.2)
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其中 n 为正整数, 并且 n > r+ 1. 特别地, Pn,0[x] = Pn[x], 这里 Pn,r[x] 称为移位 Pascal 矩阵函数. 因

为非负整数 r 没有特别指明, 我们的定义适用于任何非负整数 r.

我们还需要下列的第一类和第二类移位 Stirling 矩阵.

定义 1.3 记第一类和第二类 Stirling 数分别为 s(n, k) 和 S(n, k) (n, k > 0), 则 n× n 第一类和

第二类移位 Stirling 矩阵分别定义为

[sn,r]i,j := s(r + i+ 1, r + j + 1) 和 [Sn,r]i,j := S(r + i+ 1, r + j + 1). (1.3)

另外, 记

[Ŝn,r]i,j := S(r + i+ 1, j + 1).

若 r = 0, 则 sn,0 = sn 为第一类 Stirling 矩阵, 且 Sn,0 = Ŝn,0 = Sn 为第二类 Stirling 矩阵.

当 n = 4 和 r = 2 时, 我们可将上述矩阵写为

P4,2[x] =



(
2
2

)
0 0 0(

3
2

)
x

(
3
3

)
0 0(

4
2

)
x2

(
4
3

)
x

(
4
4

)
0(

5
2

)
x3

(
5
3

)
x2

(
5
4

)
x

(
5
5

)

 , s4,2 =


s(3, 3) 0 0 0

s(4, 3) s(4, 4) 0 0

s(5, 3) s(5, 4) s(5, 5) 0

s(6, 3) s(6, 4) s(6, 5) s(6, 6)

 ,

S4,2 =


S(3, 3) 0 0 0

S(4, 3) S(4, 4) 0 0

S(5, 3) S(5, 4) S(5, 5) 0

S(6, 3) S(6, 4) S(6, 5) S(6, 6)

 , Ŝ4,2 =


Ŝ(3, 3) 0 0 0

Ŝ(4, 3) Ŝ(4, 4) 0 0

Ŝ(5, 3) Ŝ(5, 4) Ŝ(5, 5) 0

Ŝ(6, 3) Ŝ(6, 4) Ŝ(6, 5) Ŝ(6, 6)

 .

定义 1.4 记 Vr(x) 为如下的特殊 Vandermonde 矩阵:

Vr(x) :=



1 1 · · · 1

x x+ 1 · · · x+ r − 1

x2 (x+ 1)2 · · · (x+ r − 1)2

...
...

. . .
...

xr−1 (x+ 1)r−1 · · · (x+ r − 1)r−1


. (1.4)

设 A 和 B 分别为任何 m 和 n 阶方阵, 则 A 和 B 的直和定义为 (参见文献 [10])

A⊕B =

 A 0

0 B


(m+n)×(m+n)

. (1.5)

下述两引理取自文献 [10].

引理 1.5 [10,引理 2.1] 若 n > 1, 则下述成立:

(a) Pn([1]⊕ Sn−1) = Sn;

(b) ([1]⊕ sn−1)P
−1
n = sn.
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引理 1.6 [10,定理 2.4] 若 x 为实数且 r > 1 为整数, 则

Vr(x) = (Pr[x− 1]Sr)DrP
T
r ,

其中 Dr := diag(0!, 1!, . . . , (r − 1)!) 为对角阵.

第 2 节将文献 [10] 中的结果扩充至移位 Pascal 阵、移位 Stirling 阵和上面定义的特殊 Vander-

monde 阵. 第 3 节将结果进一步扩充至文献 [11, 12] 中所定义的一类广义 Striling 数及其矩阵. Hsu

和 Shiue [12] 定义了一类广义的 Stirling 数并涵盖了众多广义 Stirling 数为其特例. He [11] 给出了广义

Stirling 数的进一步扩充以及它们的表达式和算法.

2 移位 Pascal 矩阵和移位 Stirling 矩阵及特殊 Vandermonde 阵的关系

我们从下述定理开始.

定理 2.1 设 Pn,r[x] 定义于 (1.2), 则

(Pn,r[x])
−1 = Pn,r[−x]. (2.1)

证明 从文献 [6] 知, Pn[x]Pn[−x] = In, 其中 In 为 n 阶单位阵. 另外, 我们可将 Pn[x] 写为

Pn[x] =

 Pr[x] O

A Pn,r[x]

 ,

其中 A 为 (n− r)× r 阵, O 为零矩阵. 因此,

Pn[x]Pn[−x] =

 Pr[x] O

A Pn,r[x]

 Pr[−x] O

B Pn,r[−x]

 =

 Ir O

O In−r

 = In.

从上所述,

Pn,r[x]Pn,r[−x] = AO + Pn,r[x]Pn,r[−x] = In−r.

定理得证.

类似地, 从反转关系 S−1
n = sn 并依定理 2.1 的证明方法, 我们有下面的定理.

定理 2.2 设 Sn,r 定义于 (1.3), 则对于任何正整数 n 和 r 有

S−1
n,r = sn,r. (2.2)

定理 2.3 假设 0 6 r 6 n− 1, 则

(a) Pn,rSn−1,r−1 = Sn,r;

(b) sn−1,r−1(Pn,r)
−1 = sn−1,r−1Pn,r[−1] = sn,r,

其中 Pn,r = Pn,r[1].

证明 依引理 1.5, 我们有

Sn = Pn([1]⊕ Sn−1) =

 Pr O

A Pn,r

 [1]⊕ Sr−1 O

B Sn−1,r−1

 .
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注意到

Sn =

 Sr O

C Sn,r

 ,

并比较前一式的两端可得

Sn,r = AO + Pn,rSn−1,r−1 = Pn,rSn−1,r−1.

(b) 可用 (a) 及定理 2.1 和 2.2 证得.

从引理 1.5(a) 和 1.5(b), 我们还有

(Ir ⊕ Pn−r)(Ir ⊕ ([1]⊕ Sn−r−1)) = (Ir ⊕ Sn−r)

和

(Ir ⊕ ([1]⊕ sn−r−1))(Ir ⊕ Pn−r[−1]) = (Ir ⊕ sn−r).

从向前差分的定义, 我们还有下列互反关系式:

∆rf(x) =
r∑

k=0

(−1)r−k

(
r

k

)
f(x+ k) ⇔ f(x+ r) =

r∑
k=0

(
r

k

)
∆kf(x). (2.3)

因此, 利用 (1.1) 中定义的 Pr[x], 我们可将上左式写成其矩阵形式

[f(x), ∆f(x), . . . , ∆r−1f(x)]T = Pr[−1][f(x), f(x+ 1), . . . , f(x+ r − 1)]T.

注意到 Pr[n]Pr[−n] = I, 我们立得下面的定理.

定理 2.4 设 Pr[x] 定义如 (1.1), 则恒有

[f(x), ∆f(x), . . . ,∆r−1f(x)]T = Pr[−n][f(x), f(x+ 1), . . . , f(x+ r − 1)]T

⇔ [f(x), f(x+ 1), . . . , f(x+ r − 1)]T = Pr[n][f(x), ∆f(x), . . . ,∆r−1f(x)]T, (2.4)

或其等价形式

∆rf(x) =

r∑
k=0

(−1)r−k

(
r

k

)
nr−kf(x+ k) ⇔ f(x+ r) =

r∑
k=0

(
r

k

)
nr−k∆kf(x).

证明 由反演原理, (2.4) 成立. 是故, 它的矩阵形式也成立.

若 f(n) = nm, 0 6 m 6 r − 1, 则 (2.3) 给出

n0 n · · · nr−1

∆n0 ∆n · · · ∆nr−1

∆2n0 ∆2n · · · ∆2nr−1

...
...

. . .
...

∆r−1n0 ∆r−1n · · · ∆r−1nr−1


= Pr[−1]Vr[n]

T, (2.5)

其中 Vr[n] 由 (1.4) 定义.
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因为 xm =
∑m

r=0 S(m, r)(x)r, 从 Newton 公式 [13] 又可导出

xm =
m∑
r=0

∆rxm

r!

∣∣∣∣
x=0

(x)r,

因而,
∆rxm

r!

∣∣∣∣
x=0

= S(m, r). (2.6)

另一方面,

∆rnm

r!
=

∆r(x+ n)m

r!

∣∣∣∣
x=0

=
m∑

k=0

(
m

k

)
nm−k∆

rxk

r!

∣∣∣∣
x=0

.

从上面的等式立得

∆rnm

r!
=

m∑
k=0

(
m

k

)
nm−kS(k, r). (2.7)

(2.7) 有如下的矩阵形式.

定理 2.5 设 Pr[x] 和 Sr 分别为 Pascal 矩阵函数和第二类 Stirling 数矩阵, 则我们有如下矩阵

恒等式:

D−1
r



n0 n · · · nr−1

∆n0 ∆n · · · ∆nr−1

∆2n0 ∆2n · · · ∆2nr−1

...
...

. . .
...

∆r−1n0 ∆r−1n · · · ∆r−1nr−1


= (Pr[n− 1]Sr)

T = (Pr[n]([1]⊕ Sr−1))
T, (2.8)

其中 Dr := diag(0!, 1!, . . . , (r − 1)!).

证明 注意到 Pr[n] = Pr[n− 1]Pr[1] = Pr[n− 1]Pr、引理 1.5 和 1.6, 由 (2.5) 可知,

n0 n · · · nr−1

∆n0 ∆n · · · ∆nr−1

∆2n0 ∆2n · · · ∆2nr−1

...
...

. . .
...

∆r−1n0 ∆r−1n · · · ∆r−1nr−1


= Pr[−1]Vr[n]

T

= Pr[−1]((Pr[n− 1]Sr)DrP
T
r )T = Pr[−1]PrDr(Pr[n− 1]Sr)

T

= Dr(Pr[n− 1]Sr)
T = Dr(Pr[n− 1]Pr([1]⊕ Sr−1))

T

= Dr(Pr[n]([1]⊕ Sr−1))
T.

因此, (2.8) 成立.
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下面给出 (2.7) 的一些组合解释. 当 n = 2 时, (2.7) 可写为

∆r2m = r!
m∑

k=0

(
m

k

)
2m−kS(k, r). (2.9)

上式可用来计算 m- 集中的偏序子集 Bm 中长为 r 的链的个数. 首先, 我们构造一个一一对应使得

从 {a1, . . . , ak} 到 {1, . . . , r} 的映成函数被映到长为 r − 1 且最大元素 {a1, . . . , ak} ⊆ [m] 的链. 设

f : {a1, . . . , ak} 7→ {1, . . . , r} 为一映成函数. 我们可从 f 得到如下一长为 r − 1 的链:

f−1{1} ⊂ f−1{1} ∪ f−1{2} ⊂ · · · ⊂ f−1{1} ∪ f−1{2} ∪ · · · ∪ f−1{r}.

对每一映成函数,我们作如是构造.显然,由映成函数到长为 r−1的对应是双射对应.因此,这样链的个

数等于从 {a1, . . . , ak}映到 {1, . . . , r}的映成函数的个数,亦即 r!S(k, r). 于是,对于给出的 {a1, . . . , ak},
我们已有 r!S(k, r)个长为 r−1的链,但仍需加入一子集以形成长为 r的链. 从 [m]−{a1, . . . , ak}中选取
元素加入 {a1, . . . , ak}以形成新子集共有 2m−k 种方法. 特别地,如果我们不从 [m]−{a1, . . . , ak}中取
任何元素,则我们在链中加入空集作为其最小元素.因为我们有

(
m
k

)
种方法从 [m]中选取 {a1, . . . , ak},

则偏序集 Bm 中长为 r 的链的个数为

m∑
k=0

(
m

k

)
r!S(k, r)2m−k = ∆r2m.

设 a, b 和 x 为实数, n 为非负整数, 则由 Newton 公式 [13] 可得

(x− a)m =
m∑
r=0

1

r!
[∆r(x− a)m]x=b(x− b)r.

记 (x−b)r 的系数为 S(m, r, b−a). 它被称为具有参数 a和 b的第二类 Riordan-Stirling数. S(m, r, b−a)

在文献 [14] 中被引入, 并在文献 [15] 中以 b = 0 的形式被再次定义. 在文献 [15] 中, S(m, r,−a) 称为

非中心 Stirling 数. 于是, 我们有

(x− a)m =
m∑
r=0

S(m, r,−a)(x)r, S(m, r, b− a) =
∆r(x− a)m

r!

∣∣∣∣
x=b

. (2.10)

特别地,

S(m, r,−a) =
∆r(x− a)m

r!

∣∣∣∣
x=0

.

从 (2.10) 可得

S(0, 0,−a) = 1, S(m, 0,−a) = (−a)m, S(0, r,−a) = 0,

其中 m 和 r 不为零, 并且

S(m+ 1, r,−a) = S(m, r − 1,−a) + (r − a)S(m, r,−a).

因为

[∆r(x− a)m]x=0 = [∆rxm]x=−a,

我们有

S(m, r, a) =
1

r!
∆rxm

∣∣∣∣
x=a

,
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因此, S(m, r,−a) 即为文献 [16] 中定义的数 Am,r(a). 并且, S(m, r, b − a) 是 (2.6) 的扩充, 也是 (2.7)

在 n = 0 时的特殊情形.

最后用本文的方法给出一著名恒等式的矩阵形式.

定理 2.6 恒等式 [13]

n∑
i=1

s(n, i)S(i+m, k) =
∆k−nnm

(k − n)!

有如下矩阵形式:

snŜn,m =



1m ∆2m

1! · · · ∆n−1nm

(n−1)!

0 2m · · · ∆n−2nm

(n−2)!

...
...

. . .
...

0 0 · · · nm


. (2.11)

上述矩阵等式反映了第一类和第二类 Stirling 数以及二项式数之间的关系, 而且形式简洁, 有助

于发现更多的性质.

3 广义 Pascal 矩阵与广义 Stirling 数的关系

记 ⟨x⟩n,α := x(x+α) · · · (x+(n− 1)α), n = 1, 2, . . . ,并称为带有增量 α的 x的广义阶乘. 特别地,

⟨x⟩n,−1 = (x)n 为经典递降阶乘. ⟨x⟩0,α = (x)0 = 1, 且 ⟨x⟩n,0 = xn. 文献 [11] 给出了 ⟨x⟩n,α 的一些性
质. 为读者便利起见, 本文中用到的性质综述如下.

Hsu 和 Shiue [12] 定义了广义 Stirling 数. He [11] 用广义均差给出了广义 Stirling 数的表达式. 文

献 [11, 12] 还研究了广义 Stirling 数的一系列性质. 广义 Stirling 数的四种算法可在文献 [11] 中寻得.

定义 3.1 [11,12] 设 n 为正整数, α, β 和 γ 为实数. 广义 Stirling 数 S(n, k, α, β, γ) 定义为

⟨x⟩n,−α =

n∑
k=0

S(n, k, α, β, γ)⟨x− γ⟩k,−β . (3.1)

特别地, 若 (α, β, γ)为 (1, 0, 0)和 (0, 1, 0), 则 S(n, k, 1, 0, 0)和 S(n, k, 0, 1, 0)分别为经典第一类和第二

类 Stirling 数.

定理 3.2 [11] 设 n 和 k 为非负整数, 并设实参数 α, β 和 γ 不全为零, 则定义于 (3.1) 的广义

Stirling 数可表示为

S(n, k, α, β, γ) = △k

β
⟨x⟩n,−α |x=γ

=


1

βkk!
∆k

β⟨x⟩n,−α

∣∣∣∣
x=γ

= [γ, γ + β, . . . , γ + kβ]⟨x⟩n,−α, 当 β ̸= 0,

1

k!
Dk⟨x⟩n,−α

∣∣∣∣
x=γ

, 当 β = 0,
(3.2)

其中 △k

β
是具有参数 β 的广义均差算子, 并且

∆k
βf(t) := ∆β(∆

k−1
β f(t)) (k > 2), ∆βf(t) := f(t+ β)− f(t),

1569



何天晓等: Stirling 数和 Pascal 矩阵函数

而 [t, t + β, . . . , t + kβ]f 是 f 在 {t, t + β, . . . , t + kβ} 的 k 阶均差, Dkf 则是 f 的 k 次导数. 当

(α, β, γ) = (1, 0, 0) 和 (α, β, γ) = (0, 1, 0), 则分别有

S(n, k, 1, 0, 0) = s(n, k) =
1

k!
Dk(x)n

∣∣∣∣
x=0

和

S(n, k, 0, 1, 0) = S(n, k) = [0, 1, 2, . . . , k]xn |x=0 . (3.3)

定理 3.3 [11] 设 n 和 k 为非负整数, 并设参数 α, β 和 γ 非全为零. 假如 β ̸= 0, 则定义于 (3.1)

的广义 Stirling 数有如下展开式:

S(n, k) ≡ S(n, k, α, β, γ) =
1

βkk!

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)
⟨γ + (k − j)β⟩n,−α, (3.4)

其中 n ̸= 0, 而 S(0, k) = δ0k 为 Kronecker 记号.

应用定理 3.2 和 3.3, 我们可将文献 [4] 中的结果扩充到广义 Stirling 数上.

定理 3.4 设 n 和 k 为非负整数, 并设参数 α, β 和 γ 非全为零. 假如 α = γ = 0, 则 β ̸= 0, 且定

义于 (3.1) 的广义 Stirling 数 S(n, k, 0, β, 0) 满足下面的竖递推式:

S(n, k, 0, β, 0) =

n−1∑
ℓ=0

(
n− 1

ℓ

)
βn−1−ℓS(ℓ, k − 1, 0, β, 0). (3.5)

证明 因 α, β 和 γ 非全为零, 当 α = γ = 0 时, β ̸= 0. 依 (3.2) 和 (3.4), 我们可将 S(n, k, 0, β, 0)

写为

S(n, k, 0, β, 0) =
1

βkk!
∆k

β⟨x⟩n,0
∣∣∣∣
x=0

=
1

βkk!
∆k

βx
n

∣∣∣∣
x=0

=
1

βk−1(k − 1)!
∆k−1

β xn−1

∣∣∣∣
x=β

=
1

βk−1(k − 1)!
∆k−1

β (x+ β)n−1

∣∣∣∣
x=0

=
1

βk−1(k − 1)!
∆k−1

β

n−1∑
ℓ=0

(
n− 1

ℓ

)
βn−1−ℓxℓ

∣∣∣∣
x=0

=
n−1∑
ℓ=0

(
n− 1

ℓ

)
βn−1−ℓ

∆k−1
β xℓ

βk−1(k − 1)!

∣∣∣∣
x=0

=

n−1∑
ℓ=0

(
n− 1

ℓ

)
βn−1−ℓS(ℓ, k − 1, 0, β, 0).

定理得证.

借助广义 Pascal 矩阵, 我们可将定理 3.4 的结果写成矩阵形式.

推论 3.5 设 Pn[β] (β ̸= 0) 为定义于 (1.1) 的广义 Pascal 矩阵, 并记 n 阶方阵 [S(i + 1, j + 1,

0, β, 0)]i,j 为 Sn, 称为广义 Stirling 矩阵, 则我们有

Sn = Pn[β]([1]⊕ Sn−1). (3.6)
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证明 对任意的 i和 j, i > j > 0,因为 ([1]⊕Sn−1)中 (i, j)-表值为 S(i−1, j−1, 0, β, 0),从 (3.5)

可有

(Pn[β]([1]⊕ Sn−1))i,j =

i−1∑
ℓ=0

pi−1,ℓ[β]S(ℓ, j − 1, 0, β, 0)

=

i−1∑
ℓ=0

(
i− 1

ℓ

)
βn−1−ℓS(ℓ, j − 1, 0, β, 0)

= S(i, j, 0, β, 0) = (Sn)ij .

证毕.

矩阵等式 (3.6) 反映了广义 Stirling 数与二项式数之间的关系, 而且形式简洁, 有助于发现更多的

性质. 例如,应用推论 3.5, 我们可对广义 Stirling矩阵建立起所有在第 2节中表述的关于移位 Stirling

矩阵的结果. 限于篇幅, 我们不在此赘述.

致谢 衷心感谢审阅人提出的建议和评价.
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Stirling numbers and the Pascal matrix function

HE TianXiao, LIAO Jeff HsinChieh & SHIUE Peter JauShyong

Abstract A Pascal matrix function is introduced by Call and Velleman (1993). A decomposition of Stirling

matrices of the first kind and the second kind by using the Pascal matrix function is given by Cheon and Kim

(2001). In this paper, we introduce shift Stirling matrices and their decompositions by using the Pascal matrix.
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Finally, we extend our discussion to generalized Stirling numbers and their matrices, which were studied by He

(2013), and Hsu and Shiue (1998). Matrix equations presented in this article reflect the relationships between

the first kind, the second kind, and generalized Stirling numbers and the binomial numbers. The expressions are

succinct and helpful to find more properties of Stirling numbers.

Keywords generalized Pascal matrix, Pascal matrix function, shift Pascal matrix function, Stirling numbers

of the first kind, Stirling numbers of the second kind, Stirling matrix, shift Stirling matrix
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