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摘要 本文研究不可压缩 Navier-Stokes 方程的古代解所具有的 Liouville 性质. 在二维情形以及三维

轴对称具平凡角向速度 (vθ = 0)情形下,本文证明了光滑的温和古代解的 “最优” Liouville定理,即当

涡度满足一定条件且速度场 v关于空间变量次线性增长时, v恒为常向量,并且在速度场线性增长条件

下给出了非平凡古代解的反例. 其中,在二维情形下,涡度 w需要满足的条件为,对所有的 t ∈ (−∞, 0)

一致成立 lim|x|→+∞ |w(x, t)| = 0; 在三维轴对称具平凡角向速度情形下, 涡度 w 需要满足的条件为,

对所有的 t ∈ (−∞, 0) 一致成立 limr→+∞
|w(x,t)|

r = 0. 在三维轴对称具非平凡角向速度 (vθ ̸= 0) 的情

形下, 本文证明了, 若 Γ = rvθ ∈ L∞
t L

p
x(R3 × (−∞, 0)), 其中 1 6 p < ∞, 则有界的温和古代解必为常

向量.

关键词 Navier-Stokes 方程 古代解 Liouville 定理

MSC (2010) 主题分类 35Q30, 76D05

1 引言

众所周知, Navier-Stokes 方程是描述不可压缩黏性流体的运动随时间变化规律的模型, 且具有以

下形式: vt + v · ∇v +∇p = ∆v,

∇ · v = 0,
(1.1)

其中 v(x, t) 表示流体的运动速度, p(x, t) 表示压强. 在二维情形下, Navier-Stokes 方程的解是整体适

定的. 但在三维情形, Navier-Stokes 方程的整体适定性问题是一个很难的公开问题. 即便考虑三维轴

对称这种特殊的解, 该问题仍然没有被完全解决.
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为了叙述结果的方便性, 我们首先回顾一下三维轴对称解的一些基本内容. 三维轴对称解指的是

具有如下形式的解: v(x, t) = vr(r, z, t)er + vθ(r, z, t)eθ + vz(r, z, t)ez,

p(x, t) = p(r, z, t),

且 vr、vθ、vz 和 p 均与 θ 无关, 其中 r = r(x) =
√
x21 + x22, {er, eθ, ez} 是 R3 中的一组标准正交基,

er =


x1

r

x2

r

0

 , eθ =


−x2

r

x1

r

0

 , ez =


0

0

1

 .

此时在柱坐标 (r, θ, z)下, (x1, x2, x3) = (r cos θ, r sin θ, z). 对于 (vr, vθ, vz, p),不可压缩的轴对称 Navier-

Stokes 方程可以写为

∂tvr + (vrer + vzez) · ∇vr −
(vθ)

2

r
+ ∂rp =

(
∆− 1

r2

)
vr,

∂tvθ + (vrer + vzez) · ∇vθ +
vrvθ
r

=

(
∆− 1

r2

)
vθ,

∂tvz + (vrer + vzez) · ∇vz + ∂zp = ∆vz,

∂rvr +
vr
r

+ ∂zvz = 0,

(1.2)

其中 ∆ 和 ∇ 分别指的是柱坐标下的 Laplace 算子和梯度算子, 即

∆ = ∂2r +
1

r
∂r +

1

r2
∂2θ + ∂2z , ∇ =

(
∂r,

1

r
∂θ, ∂z

)
.

当 vθ = 0, 即 v 具平凡角向速度时, 方程 (1.2) 简化为
∂tvr + (vrer + vzez) · ∇vr + ∂rp =

(
∆− 1

r2

)
vr,

∂tvz + (vrer + vzez) · ∇vz + ∂zp = ∆vz,

∇ · v = ∂rvr +
vr
r

+ ∂zvz = 0.

(1.3)

对于方程 (1.3), Ladyžhenskaya [1] 及 Uchoviskii 和 Yudovich [2] 分别独立证明了其正则解的整体存在

性 (也可参见文献 [3]). 对于一般的 vθ ̸≡ 0, 方程 (1.2) 的整体适定性问题仍然是不清楚的. 许多专

家做了很多这方面的工作, 如文献 [4–10]. 这里需要着重说明的是, Chen 等 [11,12] 证明了在速度场满

足 r|v| 6 C < ∞ 的条件下, 方程 (1.2) 的适当弱解 (suitable weak solution) 是正则的, 其中上述 C

以及后文中出现的 C 均代表一个正常数, 并且 C 的取值会随着公式的变化而变化. 他们的方法基于

Nash [13], Moser [14] 和 De Giorgi [15] 的经典结果. Koch 等 [16] 利用完全不同的方法证明了同样的结果

(也可参见 Seregin 等 [17] 的局部正则性结果). 他们证明方法的核心便是 Navier-Stokes 方程古代解的

Liouville 定理. Lei 和 Zhang [18] 在速度场属于 L∞(BMO−1) (bounded mean oscillation 简称为 BMO)

的条件下也得到了相应的 Liouville定理及解的整体适定性. 换句话讲,他们在证明了 Liouville定理的

基础上解决了轴对称情形 Navier-Stokes 方程 L∞([0,∞); BMO−1) 解的整体正则性问题. Chae [19] 考

虑了其他类型的 Liouville 定理. 其他关于 Navier-Stokes 方程轴对称解的结果也可参见文献 [20–23].
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为了更好地说明文献 [16] 中结果, 我们回顾一下 Navier-Stokes 方程的 Liouville 定理需要用到的

一些概念. 一个速度场称为 Navier-Stokes 方程的古代解, 指的是它在时间区间 (−∞, 0) 上存在, 并且

在某种意义下满足方程. 在分布意义下满足方程 (1.1) 的古代解称为古代弱解. 如果存在一个时间序

列 tk → −∞ 使得 v 在 tk 处有定义, 且

v(t) = S(t− tk)v(tk) +

∫ t

tk

S(t− s)P∇ · (v(s)⊗ v(s))ds, t ∈ (tk, 0),

那么 v 被称为方程 (1.1)的温和古代解,其中 S 指的是热方程的解算子, P 是 Helmholtz投影.由上述

定义可知, 古代弱解容许形如

v(x, t) = b(t), p(x, t) = −b′(t)x

的 “寄生解” 存在, 但温和古代解排除了这种解的存在性.

Koch 等 [16] 提出了关于不可压缩 Navier-Stokes 方程解的 Liouville 定理的猜想: 有界的温和古代

解必是常数. 该作者在二维情形以及三维轴对称情形具平凡角向速度时或者 r|v| 6 C 时证明了该猜

想.此后,文献 [18]证明了在三维轴对称的情形下,当流函数 (stream function)在 BMO空间中时成立

Liouville 定理 (参见文献 [24, 25] 给出的关于文献 [18] 结果的新证明).

本文的一个主要结果是推广了文献 [16] 中关于 Liouville 定理的猜想. 我们提出: 当涡度满足一定

的条件时,若不可压缩 Navier-Stokes方程光滑的温和古代解 v 关于空间是次线性增长的,则同样成立

Liouville定理. 我们在二维和三维轴对称 vθ = 0 时证明了该结论 (见定理 1.1和 1.2). 此外, 我们需要

指出的是, 文献 [16] 提出的关于不可压缩 Navier-Stokes 方程古代解的 Liouville 定理的猜想中需要 v

是有界的条件, 但在我们的结果中不需要 v 有界. 我们在 v 关于空间线性增长的情形下给出了非平凡

古代解的反例, 这表明, 我们在速度场关于空间变量次线性增长的条件下得到的 Liouville 定理是 “最

优” 的.

本文的另一个主要结果是, 在三维轴对称 Navier-Stokes 方程具非平凡角向速度情形下得到的有

界解的 Liouville定理 (见定理 1.3). 假设 v 是轴对称 Navier-Stokes方程有界的温和古代解,且 vθ ̸= 0.

令 Γ = rvθ, 我们证明了, 若 Γ ∈ L∞
t L

p
x, 其中 1 6 p < ∞, 则 v 恒为常向量. 如前所述, 文献 [16] 提出

了 Navier-Stokes 方程 Liouville 定理的猜想: 假设 v 为 Navier-Stokes 方程的温和古代解, 若 |v| 6 C,

则 v 恒为常向量. 事实上, 在三维轴对称情形下, 该猜想可以加上 Γ ∈ L∞
t L

∞
x 的条件. 在 vθ ̸= 0 时,

文献 [16] 在 |v| 6 C
r 的条件下证明了该猜想. 需要指出的是, 在本文的结果中, 我们只对 v 的一个分

量 vθ 作了要求, 并未对其他两个分量作要求. 另外, 我们虽然没有完全证明文献 [16] 中猜想, 但本文

的结果也是证明该猜想的一个进展, 这是因为我们在 Γ ∈ L∞
t L

p
x 的条件下证明了该猜想, 这里的 p 可

以是任意接近无穷的数.

我们的主要结果叙述如下.

定理 1.1 设 v 是二维不可压缩 Navier-Stokes 方程光滑的温和古代解, w = ∇× v 是涡度. 若对

所有的 t ∈ (−∞, 0) 一致成立

lim
|x|→+∞

|w(x, t)| = 0, (1.4)

则 w ≡ 0 并且 v 是调和的.

进一步, 若 v 还满足对所有的 t ∈ (−∞, 0) 一致成立

lim
|x|→+∞

|v(x, t)|
|x|

= 0, (1.5)

则 v 恒为常向量.
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定理 1.2 设 v 是三维不可压缩轴对称 Navier-Stokes 方程具平凡角向速度 (vθ = 0) 时光滑的温

和古代解, w = ∇× v = wθeθ 是涡度. 定义 Ω = wθ

r . 若对所有的 t ∈ (−∞, 0) 一致成立

lim
r→+∞

|Ω| = 0, (1.6)

则 wθ ≡ 0 并且 v 是调和的.

进一步, 若 v 还满足对所有的 t ∈ (−∞, 0) 一致成立

lim
|x|→+∞

|v(x, t)|
|x|

= 0, (1.7)

则 v 恒为常向量.

定理 1.3 设 v 是三维不可压缩轴对称 Navier-Stokes 方程有界的温和古代解. 令 Γ = rvθ, 若

Γ ∈ L∞
t L

p
x(R3 × (−∞, 0)), 其中 1 6 p <∞, 则 v 恒为常向量.

本文的主要内容结构如下: 第 2 节将对不可压缩 Navier-Stokes 方程的爆破速率以及古代解的

研究发展作一些总结; 第 3 节将在二维情形下证明不可压缩 Navier-Stokes 方程光滑的温和古代解的

Liouville 定理, 即定理 1.1; 第 4 节将在三维轴对称具平凡角向速度的情形下证明不可压缩 Navier-

Stokes 方程光滑的温和古代解的 Liouville 定理, 即定理 1.2; 第 5 节将在 Γ ∈ L∞
t L

p
x 的条件下证明有

界的温和古代解必为常向量, 即定理 1.3.

2 预备知识

如前所述, 古代解的 Liouville 定理研究与解的正则性相关, 或者说与解的爆破问题有关. 本节先

讲述解的爆破速率的相关内容, 然后讲述如何利用 Liouville 定理来证明解的爆破速率, 最后总结一下

文献 [16] 中有界解的 Liouville 定理的相关结论以及简要的证明思路.

2.1 解的爆破速率

在三维情形下, 不可压缩 Navier-Stokes 方程具有有限能量的大初值整体解的适定性问题目前还

是不清楚的. 如果能够证明解在有限时间可以爆破, 那么也就说明了解不是整体适定的, 这使得研究

解的爆破问题变得十分重要.

我们知道, Navier-Stokes 方程具有天然的尺度不变性 (scale-invariance), 若 (v, p) 是方程 (1.1) 的

解, 对于任意的 λ > 0, 我们作如下的尺度变换:

vλ(x, t) = λv(λx, λ2t), pλ(x, t) = λ2p(λx, λ2t), (2.1)

则变换之后的 vλ 和 pλ 仍然是方程 (1.1) 的解. 在说明方程的爆破速率前, 我们先介绍一些常用的记

号. 令 X0 = (x0, t0) 表示 R3 × R 中的一个时空点. 令 R > 0, BR(x0) ⊂ R3 表示以 x0 为球心、R 为

半径的球. QR(x0, t0) = BR(x0)× (t0 −R2, t0) 表示以 X0 为中心的抛物柱. 如果抛物柱的中心在原点,

那么我们简记 BR = BR(0) 及 QR = QR(0, 0).

假设不可压缩 Navier-Stokes 方程的解 v(x, t) 在 X0 = (x0, t0) 处爆破. Leray [26] 证明了存在一个

正常数 ϵ0, 使得解关于时间的爆破速率至少为

∥v(·, t)∥L∞
x

> ϵ0√
t0 − t

.
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Caffarelli 等 [27] 证明了, 对于这样一个爆破解, 存在一个正常数 ϵ1, 使得 v 在 QR(x0, t0) 上应该满足(
1

|QR|

∫
QR(x0,t0)

|v|3 + |p| 32 dxdt
) 1

3

> ϵ1
R
.

一个自然而有意义的猜测是, 如果解在 (x0, t0) 点爆破, 那么解的爆破速率至少是

|v(x, t)| ∼ O(1)√
(x0 − x)2 + (t0 − t)

. (2.2)

事实上, 这个爆破速率在天然的尺度变换 (2.1) 下是不变的. 也就是说, 对于由 (2.1) 得到的 vλ(x, t),

同样有

|vλ(x, t)| = |λv(λx, λ2t)| ∼ O(1)√
(x0 − x)2 + (t0 − t)

.

Serrin 判定准则 [28–34] 告诉我们, 如果解在抛物柱 Q1 中满足

∥v∥Ls
tL

q
x(Q1) <∞,

3

q
+

2

s
6 1, 2 6 s <∞, 3 < q 6 ∞, (2.3)

那么解是光滑的. 对于任意一个区域 Ω ⊂ R3, 我们定义

∥v∥Ls
tL

q
x(Ω×(t1,t2)) = ∥∥v∥Lq

x(Ω)∥Ls
t (t1,t2)

.

对于任意的 X0 = (x0, t0) ∈ Q1, (2.3) 说明了 v 的模的局部小性, 即

lim
R→0

∥v∥Ls
tL

q
x(QR(x0,t0)) = 0. (2.4)

因此, (2.3)称作 ϵ-正则性. 对于端点情形,即 q = 3, s = ∞时, (2.4)并不能由 (2.3)得到, 文献 [35]给

出了端点情形的正则性理论.然而,这些准则并没有排除掉在尺度不变的爆破速率 (2.2)下解的爆破可

能. 如果解满足如下估计:

|v(x, t)| 6 C√
(x0 − x)2 + (t0 − t)

, (2.5)

解是否是正则的仍然是不清楚的.

在三维轴对称这种特殊情形下, 文献 [11, 12] 排除了满足 (2.5) 的解爆破的可能性. 也就是说, 满

足 (2.5) 的不可压缩 Navier-Stokes 方程的三维轴对称解不会爆破. 事实上, 文献 [12] 证明了解在满足

|v| 6 C

r
(2.6)

时不会爆破, 此处需要说明的是, 条件 (2.6) 要比条件 (2.5) 弱. 文献 [11,12] 证明的关键步骤在于证明

了 Γ = rvθ 在 r = 0 和 t = 0 处是 Hölder 连续的, 即

|Γ| 6 Crα, (2.7)

其中 α > 0 为某个常数 1). 我们知道, 对于三维轴对称解, 当 vθ ̸≡ 0 时, 方程 (1.2) 的整体适定性问题

是不清楚的. 但是, 由文献 [27] 中的部分正则性理论可知, 三维轴对称解的奇点一定只存在于对称轴

1)最近, Lei 和 Zhang [36] 证明了, 如果 Γ 6 C∗| ln r|−2, 即 Γ 具有某种连续模估计, 则解是光滑的 (也可以参见文献 [37]

的一个改进结果).
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(即 r = 0) 上, 而不能存在于其他地方. 这是因为任何远离对称轴的奇点会围成一个圈, 与文献 [27] 中

的结论矛盾. 对于三维轴对称的 Navier-Stokes 方程来讲, Γ 是一个比较特殊的量. Γ 满足如下的抛物

方程:

∂tΓ + b · ∇Γ +
2

r
∂rΓ = ∆Γ, (2.8)

其中 b = vrer + vzez, 需要指出的是 Γ 满足极值原理. (2.7) 是一个打破伸缩的估计, 因此可以将问题

转化为 “ϵ- 正则性” 的问题. 为了证明 Γ 的 Hölder 连续性, 文献 [11] 应用了 De Giorgi-Moser 迭代法,

文献 [12] 应用了 Nash 的方法.

2.2 Liouville 定理与解的爆破

在研究解的爆破时, Liouville 定理也是重要的方法之一. 文献 [16] 利用 Liouville 定理证明了, 如

果轴对称的 Navier-Stokes方程定义在 R3× (0, T )上的弱解对任意的 T ′ < T 均属于 L∞
x,t(R3× (0, T ′)),

且满足

|v(x, t)| 6 C√
x21 + x22

, (x, t) ∈ R3 × (0, T ), (2.9)

那么解在 T 时刻不会爆破.

该结论证明的方法主要是伸缩变换的技巧. 为说明方便, 我们假设解是 R3 × (0, T ′) 上的有界温

和解. 如果解在 T 时刻产生奇性, 那么, 我们可以利用伸缩变换的方法构造出一个有界的温和古代解.

具体方法如下: 令 h(t) = supx∈R3 |v(x, t)|, 则由文献 [26] 中 Leray 的结果可知,

h(t) > C√
T − t

, (2.10)

其中 C > 0 为某个常数. 令 H(t) = sup06s6t h(s), 则存在一个点列 tk ↗ T 使得 h(tk) = H(tk). 选取

一个数列 γk ↘ 1, 对于每一个 k, 令 Nk = H(tk), 并选取 xk ∈ R3 使得 Mk = |v(xk, tk)| > Nk

γk
. 我们令

vk(y, s) =
1

Mk
v

(
xk +

y

Mk
, tk +

s

M2
k

)
, (2.11)

那么函数列 vk 定义在 R3 × (Ak, Bk) 上, 其中 Ak = −M2
k tk, Bk =M2

k (T − tk) > C2

γ2
k
. 另外, 由 vk 的定

义可知其在 R3 × (Ak, 0) 上满足

|vk| 6 γk 且 |vk(0, 0)| = 1. (2.12)

同样, vk 也是 Navier-Stokes方程在 R3 × (Ak, 0)上的温和解,带有初始值 vk0(y) =
1

Mk
v0(xk +

y
Mk

).可

以证明 vk 中存在一个子列收敛到 Navier-Stokes 方程的温和古代解 v̄, 且 v̄ 满足

|v̄(y, s)| 6 1, (y, s) ∈ R3 × (−∞, 0) 且 |v̄(0, 0)| = 1. (2.13)

我们记 xk = (x′k, xk3), 其中 x′k = (xk1, xk2). 由 (2.9) 知, |x′k| 6 C
Mk

. 这说明 vk 也是轴对称的解,

因此,极限函数 v̄也是轴对称的解 (以某条平行于 y3 方向的线为轴). 同时由于 (2.9)是尺度不变的,因

此极限函数 v̄也满足该条件.综上可知, v̄是一个三维轴对称 Navier-Stokes方程有界的温和古代解,并

且满足条件 (2.9), 由 Liouville 定理知, v̄ = 0. 但由 (2.13) 知 v̄(0, 0) = 1, 这便产生了矛盾, 从而解在 T

时刻没有奇性.
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2.3 有界解的 Liouville 定理

由第 2.2 小节的证明思路可以看出, Liouville 定理在证明中起到了关键作用. 文献 [16] 提出了不

可压缩 Navier-Stokes 方程古代解的 Liouville 定理的猜想, 即有界的温和古代解必为常数. 该文献证

明了二维情形以及三维轴对称情形时的 Liouville 定理, 具体可分为以下几个结论.

2.3.1 二维情形

我们回顾一下文献 [16] 中二维情形下 Liouville 定理的结论以及简要的证明思路. 在二维情形下,

Liouville 定理表述如下: 若 v 是二维 Navier-Stokes 方程有界的温和古代解, 则 v 恒为常向量.

二维情形时的证明主要依赖于涡度的方程. 令 w = ∇× v 表示流体的涡度, 则在二维情形下, 涡

度是一个标量, 即

w = ∂1u2 − ∂2u1,

并且 w 满足以下方程:

wt + v · ∇w −∆w = 0. (2.14)

w 满足 Harnack 不等式, 由此可以说明, 如果 w ̸≡ 0, 那么在很大一个时空区域中, w 会与它的最大值

或最小值很接近,这便是文献 [16]中证明的极值原理的扰动.若 w 在很大的时空区域中均接近于它的

极大值或极小值, 则速度 v 是不可能有界的, 因此 w ≡ 0. 由此可知,

∇ · v = 0, ∇× v = 0

在全空间上成立, 从而由 ∆v = ∇(∇ · v)−∇×∇× v 知, 在全空间上成立 ∆v = 0. 由于 v 在全空间上

有界, 因此由通常的 Liouville 定理可知 v 恒为常向量.

2.3.2 三维轴对称情形

在三维轴对称情形, 文献 [16] 考虑了 vθ = 0 和 vθ ̸= 0 两种情形.

(1) vθ = 0.

对于 vθ = 0的情形, Liouville定理表述如下: 若 v是三维轴对称 Navier-Stokes方程在 R3×(−∞, 0)

上的有界弱解, 并且 vθ = 0, 则 v(x, t) = (0, 0, b3(t)), 其中 b3 : (−∞, 0) → R 是一个有界可测函数.

该结论的证明主要基于 Ω = wθ

r 的方程. 我们知道, Ω 满足如下方程:

∂tΩ+ ur∂rΩ+ uz∂zΩ = ∆Ω+
2

r
∂rΩ. (2.15)

现在将其看成 5 维空间中的方程. 事实上, 令 r =
√
y21 + y22 + y23 + y24 , y5 = z. 由于在 5 维空间中, 对

于任何一个光滑函数 f̃(y1, y2, y3, y4, y5) = f(r, z) 成立

∆y f̃(y1, y2, y3, y4, y5) =

(
∂2rf +

3

r
∂rf + ∂2zf

)
(r, z),

因此, 算子 ∆+ 2
r∂r 可以看成是 5 维的 Laplace 算子 ∆5, 从而, 方程 (2.15) 可以写成

∂tΩ+ ur∂rΩ+ uz∂zΩ = ∆5Ω. (2.16)

对于方程 (2.16), 类似于二维情形的证明, 利用极值原理的扰动可以说明 Ω ≡ 0. 从而 wθ = 0, 也就是

说 w = 0. 由于 v 也是散度为 0 的, 且 v 是弱解, 因此 v = (0, 0, b3(t)).
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(2) vθ ̸= 0.

对于 vθ ̸= 0的情形, Liouville定理表述如下: 若 v 是三维轴对称 Navier-Stokes方程 R3× (−∞, 0)

上的有界弱解, 并且 v 满足

|v(x, t)| 6 C√
x21 + x22

, (x, t) ∈ R3 × (−∞, 0), (2.17)

则在 R3 × (−∞, 0) 上成立 v = 0.

该结论的证明主要依赖于 Γ = rvθ 的方程. 令 Γ = rvθ, 则 Γ 满足的方程为

∂tΓ + vr∂rΓ + vz∂zΓ +
2

r
∂rΓ = ∆Γ. (2.18)

由 (2.17) 知 Γ 6 C. 对任意的 λ > 0, 我们定义

vλ(x, t) = λv(λx, λ2t), Γλ(x, t) = Γ(λx, λ2t),

则 Γλ 和 uλ 同样满足方程 (2.18). 并且, 在 R3 × (−∞, 0) 上关于 λ > 0 一致成立

|vλ| 6
C

r
, |Γλ| 6 C.

令 M = supR3×(−∞,0) Γ. 我们可以通过伸缩变换的方法将 Γλ 取值接近 M 的点移动到 x3 轴附近, 这

样, Γλ 在 x3 轴附近的取值便很大, 然而在 r = 0 时, 即在 x3 轴上, Γλ = 0, 这是不合理的. 从而, Γ 只

能恒为 0,即 vθ = 0. 这表示方程的解是具有平凡角向速度的,可利用 vθ = 0时的结果以及条件 (2.17)

得到 v = 0.

3 二维情形下的 Liouville 定理

定理 1.1 的证明 首先, 我们利用反证法来证明 w ≡ 0.

若 w ̸≡ 0, 不妨假设

sup
(x,t)∈R2×(−∞,0)

w(x, t) =M > 0.

在二维情形下, w 满足方程 ∂tw + v · ∇w −∆w = 0. 由抛物方程的极值原理可知, w 不可能在内部取

得极大值. 因此存在时空点列 (xk, tk), |tk| → ∞, |xk| 6 C 使得

lim
k→+∞

w(xk, tk) =M,

其中 C > 0 是一个固定的常数, |xk| 6 C 基于假设 (1.4).

定义函数列 w̃k 和 ṽk 为

w̃k(y, s) = w(xk + y, tk + s), ṽk(y, s) = v(xk + y, tk + s),

则存在子列, 仍记为 w̃k 和 ṽk, 在 C2,1,α
local 中分别收敛到 w̃ 和 ṽ, 且 w̃ 满足∂sw̃ + ṽ · ∇w̃ −∆w̃ = 0, (y, s) ∈ R2 × (−∞, 0),

w̃(0, 0) =M.
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这说明 w̃ 在内部达到了极大值, 由极值原理知 w̃ ≡M.

由上可知, 对任意的 ϵ > 0, 固定 r0 > 0, 则存在 k0, 使得当 k > k0 时, 在抛物柱 Qr0 上成立

|w̃k −M | < ϵ. 也就是说, w 在抛物柱 Qr0(xk, tk) 上满足 |w −M | < ϵ. 当 r0 足够大时, 这与 w 关于 t

一致成立 lim|x|→+∞ |w(t, x)| = 0 矛盾, 因此 w ≡ 0.

由于 ∇ · v = 0, ∇× v = 0, 因此, 在全空间上成立 ∆v = 0, 即 v 是调和的. 因为 v 满足 (1.5), 所

以, v 恒为常向量. 定理证毕.

注 3.1 定理 1.1 中 v 是次线性的要求 (条件 (1.5)) 是不可缺少的, 即便是在 w ≡ 0 的情形下也

不可缺少. 此外, 我们可以举例说明, 若 v 关于空间是线性增长的, 则不可压缩的 Navier-Stokes 方程

在二维情形下存在非平凡的古代解, 这表明我们得到的 Liouville 定理是 “最优” 的. 例如, 令

v = (x1,−x2), p = −1

2
x21 −

1

2
x22,

则 w = ∂1u2 − ∂2u1 = 0, 且 (v, p) 满足v · ∇v −∆v +∇p = 0,

∇ · v = 0.

这说明 v 是二维不可压缩 Navier-Stokes 方程的稳态解, 但是 v 并不是常向量.

4 三维轴对称具平凡角向速度时的 Liouville 定理

本节证明不可压缩 Navier-Stokes 方程在三维轴对称具平凡角向速度情形下的 Liouville 定理. 此

时, v = vrer + vzez.

定理 1.2 的证明 首先, 我们利用反证法证明 wθ ≡ 0.

在 3 维轴对称具平凡角向速度的情形下, Ω 满足如下方程:

∂tΩ+ ur∂rΩ+ uz∂zΩ = ∆Ω+
2

r
∂rΩ.

如第 2.3 小节所述, ∆ + 2
r∂r 可以看成是 5 维的 Laplace 算子 ∆5, 因此可将上述方程看成定义在

R5 × (−∞, 0) 上的方程

∂tΩ+ ur∂rΩ+ uz∂zΩ = ∆5Ω.

若 wθ ̸≡ 0, 不失一般性, 我们假设

sup
(x,t)∈R5×(−∞,0)

Ω =M0 > 0.

由抛物方程的极值原理可知, Ω 不可能在内部取得极大值, 从而存在空间点列 xk = (x′k, zk, 0, 0) ∈ R5

(x′k = (xk1, xk2)) 和时间列 tk, 使得 |x′k| 6 C, 其中 C 是一个不依赖于 tk 和 zk 的一致常数, 并且

lim
k→∞

Ω(xk, tk) =M0.

定义函数列

Ω̃k(y, s) = Ω(xk + y, tk + s),
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ṽk(y, s) = v(xk + y, tk + s),

其中 y = (y1, y2, y3, 0, 0) ∈ R5,则存在子列仍记为 Ω̃k 和 ṽk,在 C2,1,α
local 中分别收敛到 Ω̃和 ṽ,且 Ω̃满足∂sΩ̃ + ũr∂rΩ̃ + ũz∂zΩ̃ = ∆5Ω̃, (y, s) ∈ R5 × (−∞, 0),

Ω̃(0, 0) =M0.

这说明 Ω̃ 在内部达到了极大值, 由极值原理可知 Ω̃ ≡M0.

令 Br(y)表示 5维空间中以 y = (y1, y2, y3, 0, 0)为心、r为半径的球, Qr(y, s) = Br(y)× (s−r2, s).
由于

lim
k→∞

Ω̃k =M0 > 0,

因此对于任意的 ϵ > 0, 固定 r0 > 0, 当 k 足够大时, 在 Qr0(0, 0) 上成立 |Ω̃k −M0| 6 ϵ. 也就是说, Ω

在抛物柱 Qr0(xk, tk)上满足 |Ω−M0| < ϵ.当 r0 足够大时,这与 Ω关于 t一致成立 limr→∞ |Ω| = 0矛

盾, 因此 wθ ≡ 0.

由于 v = vrer + vzez, 因此 ∆v = −∇× (wθeθ) = 0, 即 v 是调和的. 又由于 v 关于 x 是次线性的,

因此由 ∆v = 0 可知 v 恒为常向量. 定理证毕.

注 4.1 定理 1.2 中的第一个结论说明, 若 wθ 关于 r 是次线性增长的, 则 wθ ≡ 0. 我们可以举

例说明, 如果 wθ 关于 r 是线性增长的, 那么将得不到 wθ ≡ 0, 从而也得不到 v 是调和的, 这说明条

件 (1.6) 是很必要的. 例如, 令

v = (−x1x3,−x2x3, x23), p = −1

2
x43 + 2x3,

则由计算可知 vθ = v · eθ = 0, 且 (v, p) 满足v · ∇v −∆v +∇p = 0,

∇ · v = 0,

但 wθ = −r ̸≡ 0, ∆v = (0, 0, 2) ̸= 0.

另外, 如同二维情形, 定理 1.2 中 v 是次线性的要求 (条件 (1.7)) 也是不可缺少的, 即便是在

wθ = 0 的情形下也是不可缺少的. 此外, 我们可以举例说明, 若 v 关于空间是线性增长的, 则不可压

缩的 Navier-Stokes 方程在三维轴对称具平凡角向速度的情形下存在非平凡的古代解, 这表明我们得

到的 Liouville 定理是 “最优” 的. 例如, 令

v =

(
− 1

2
x1,−

1

2
x2, x3

)
, p =

1

8
x21 +

1

8
x22 +

1

2
x23,

则通过简单计算可以得到

vθ = v · eθ = 0, vr = v · er = −1

2
r, vz = x3,

从而 wθ = 0, 且 (v, p) 满足 v · ∇v −∆v +∇p = 0,

∇ · v = 0.

这说明 v 是不可压缩 Navier-Stokes 方程在三维轴对称具平凡角向速度时的稳态解, 但是 v 并不是常

向量.
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5 三维轴对称具非平凡角向速度时的 Liouville 定理

本节证明三维轴对称具非平凡角向速度时的 Liouville 定理, 即定理 1.3. 我们将定理 1.3 的证明

分为两部分 (引理 5.1和 5.2), 这是因为这两部分的证明思路是完全不同的. 引理 5.1 的证明主要基于

Nash-Moser 迭代方法, 而引理 5.2 的证明主要基于抛物方程的极值原理.

引理 5.1 设 v 是三维轴对称不可压缩 Navier-Stokes 方程有界的温和古代解. 令 Γ = rvθ, 若

Γ ∈ L∞
t L

p
x(R3 × (−∞, 0)), 其中 1 6 p <∞, 则关于 t 和 z 一致成立

lim
r→∞

Γ(x, t) = 0.

引理 5.2 在引理 5.1 的条件下, v 恒为常向量.

引理 5.1 的证明 我们将要证明当 r 充分大时, 成立

Γ(x, t) 6 Cr−
1
p . (5.1)

证明分为两步.

第 1 步 证明中值不等式 (5.9).

我们知道, Γ 满足如下方程:

∂tΓ + b · ∇Γ +
2

r
∂rΓ−∆Γ = 0, (5.2)

其中 b = vrer + vzez. 我们将利用方程 (5.2) 在时空点 X = (x0, t0) 处得到一个 De Giorgi 型的能量

估计, 其中 x0 = (x01, x02, x03). 此时, 我们需要一个 X 附近的截断函数. 令 1
2 6 σ2 < σ1 6 1, 函数

ϕ ∈ C∞
0 (R3), η ∈ C∞

0 (−∞, 0) 满足
suppϕ ⊂ Bσ1(x0), 在 Bσ2(x0) 中 ϕ = 1, 0 6 ϕ 6 1, |∇ϕ| 6 1

σ1 − σ2
, |∇2ϕ| 6 1

(σ1 − σ2)2
,

suppη ⊂ (t0 − σ2
1 , t0), 在 (t0 − σ2

2 , t0) 上 ϕ = 1, 0 6 η 6 1, |η′| 6 1

(σ1 − σ2)2
.

截断函数设置为 ψ(t, x) = η(t)ϕ(x). 定义时空区域 Qσi(x0, t0) = Bσi(x0)× (t0 − σ2
i , t0), i = 1, 2. 在方

程 (5.2) 两边同时乘以测试函数 2pΓ2p−1ψ2, 并在 R3 × (−∞, 0) 上积分得到∫∫ (
∂tΓ + b · ∇Γ +

2

r
∂rΓ−∆Γ

)
2pΓ2p−1ψ2dxdt = 0.

对上式各项进行计算, 可以得到∫∫
∂tΓ · 2pΓ2p−1ψ2dxdt =

∫
Γ2pψ2|t0

t0−σ2
1
dx−

∫∫
Γ2p∂tψ

2dxdt, (5.3)∫∫
(b · ∇)Γ · 2pΓ2p−1ψ2dxdt =

∫∫
(b · ∇)Γ2pψ2dxdt = −2

∫∫
Γ2pψ(b · ∇)ψdxdt, (5.4)∫∫

2

r
∂rΓ · 2pΓ2p−1ψ2dxdt = 4π

∫∫∫
∂rΓ

2pψ2drdzdt = −4

∫∫
Γ2pψ∂rψ

r
dxdt, (5.5)∫∫

−∆Γ · 2pΓ2p−1ψ2dxdt =
2(2p− 1)

p

∫∫
|∇(Γpψ)|2dxdt+ 2(p− 1)

p

∫∫
Γ2pψ∆ψdxdt

− 2

∫∫
Γ2p|∇ψ|2dxdt. (5.6)
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由 (5.3)–(5.6) 可知,

sup
t∈(t0−σ2

1 ,t0)

∥ Γpψ ∥2L2
x(R3) +

∫
Qσ1 (x0,t0)

|∇(Γpψ)|2dxdt

6 C

∫
Qσ1

(x0,t0)

Γ2p

(
ψ∆ψ + |∇ψ|2 + ψ∂tψ +

ψ∂rψ

r
+ ψ(b · ∇)ψ

)
dxdt

6 C

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2p

(
1

(σ1 − σ2)2
+

1

σ1 − σ2

)
dxdt

6 C

(σ1 − σ2)2

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2pdxdt. (5.7)

下面利用 Moser 迭代法得到中值不等式 (5.9). 首先, 根据 (5.7), 由 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌

入定理可知,∫
Qσ1 (x0,t0)

(ψ|Γ|p)3dxdt 6 C

∫ t0

t0−σ2
1

∥ψΓp∥
3
2

L2
x(R3)∥ψΓ

p∥
3
2

L6
x(R3)dt

6 C

[
1

(σ1 − σ2)2

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2pdxdt

] 3
4
∫ t0

t0−σ2
1

∥∇(ψΓp)∥
3
2

L2
x(R3)dt

6 C

[
1

(σ1 − σ2)2

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2pdxdt

] 3
4
(∫ t0

t0−σ2
1

∥∇(ψΓp)∥2L2
x(R3)dt

) 3
4
(∫ t0

t0−σ2
1

dt

) 1
4

6 C

[
1

(σ1 − σ2)2

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2pdxdt

] 3
2

.

由上式可得 ∫
Qσ2 (x0,t0)

|Γ|3pdxdt 6 C

[
1

(σ1 − σ2)2

∫
Qσ1 (x0,t0)

Γ2pdxdt

] 3
2

. (5.8)

令 σ = 1
2 为一个固定的常数, j > 0为整数. 将 σ1 = 1

2 (1+σ
j), σ2 = 1

2 (1+σ
j+1), p = ( 32 )

j 代入 (5.8)

中, 我们得到 (∫
Q 1

2
(1+σj+1)

(x0,t0)

|Γ|2( 3
2 )

j+1

dxdt

) 1
2 (

2
3 )

j+1

6
[
C

4

σ2(j+1)

∫
Q 1

2
(1+σj)

(x0,t0)

Γ2( 3
2 )

j

dxdt

] 1
2 (

2
3 )

j

6 4C
1
2 (

2
3 )

j

2(
2
3 )

j(j+1)

(∫
Q 1

2
(1+σj)

(x0,t0)

Γ2( 3
2 )

j

dxdt

) 1
2 (

2
3 )

j

6 4C
1
2

∑j
k=0(

2
3 )

k

2
∑j

k=0(
2
3 )

k(k+1)

(∫
Q1(x0,t0)

Γ2dxdt

) 1
2

6 C

(∫
Q1(x0,t0)

Γ2dxdt

) 1
2

,

其中 Q1(x0, t0) = B1(x0)× (t0 − 1, t0). 在上式中令 j → ∞, 我们得到

sup
Q 1

2
(x0,t0)

|Γ| 6 C

(∫
Q1(x0,t0)

Γ2dxdt

) 1
2

.
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由此可得如下的中值不等式:

sup
Q 1

2
(x0,t0)

|Γ| 6 C

(∫
Q1(x0,t0)

|Γ|pdxdt
) 1

p

, 1 6 p < +∞. (5.9)

第 2 步 证明一致衰减 (5.10).

我们将利用 Γ 的可积性来证明当 r = |x′0| =
√
|x01|2 + |x02|2 → +∞ 时, 关于 t 和 x3 (即 z) 一致

成立 (∫
Q1(x0,t0)

|Γ|pdxdt
) 1

p

6 Cr−
1
p . (5.10)

首先, 我们有 (∫
Q1(x0,t0)

|Γ|pdxdt
) 1

p

6 sup
t∈(−∞,0)

(∫
B1(x0)

|Γ(·, t)|pdx
) 1

p

,

因此只需处理
∫
B1(x0)

|Γ(·, t)|pdx. 定义一族以 x 为心、半径为 1 的球 B1(x), 其中

x ∈ S = {x = (x1, x2, x3) | |x′| = |x′0|, x3 = x03}.

当 |x′0| 足够大时, 我们可以在 S 上放置至少 [|x′0|] ([|x′0|] 指的是比 |x′0| 小的最大整数) 个互不相交的

球 B1(xi) (1 6 i 6 [|x′0|]), 其中球心 xi ∈ S. 由 Γ 的轴对称性可知,∫
B1(xi)

|Γ(·, t)|pdx =

∫
B1(x0)

|Γ(·, t)|pdx.

因此, 我们有

[|x′0|]
∫
B1(x0)

|Γ(·, t)|pdx =

[|x′
0|]∑

i=0

∫
B1(xi)

|Γ(·, t)|pdx 6
∫
R3

|Γ(·, t)|pdx,

即 (∫
Q1(x0,t0)

|Γp|dxdt
) 1

p

6 ([|x′0|])
− 1

p sup
t∈(−∞,0)

(∫
R3

|Γ(·, t)|pdx
) 1

p

6 C([|x′0|])
− 1

p ∥Γ∥L∞
t Lp

x
. (5.11)

由于 Γ ∈ L∞
t L

p
x(R3 × (−∞, 0)), 因此, 由 (5.11) 可得 (5.10).

通过上述两步的证明, 结合 (5.9) 和 (5.10) 可以得到 supQ 1
2
(x0,t0) |Γ| 6 Cr−

1
p . 令 r → ∞ 可得结

论, 引理证毕.

引理 5.2 的证明 因为 Γ = rvθ, 所以 Γ |r=0 = 0. 下面利用反证法和极值原理来证明 Γ ≡ 0. 令

M = sup
(x,t)∈R3×(−∞,0)

Γ > 0 > inf
(x,t)∈R3×(−∞,0)

Γ = m.

我们现在分两种情形来证明 M = m = 0.

情形 1 若 M > 0 且存在一个时空点 (x0, t0) (|x0| <∞, |t| <∞) 使得 Γ(x0, t0) =M .

由于 Γ |r=0 = 0, 因此 r0 =
√

(x01)2 + (x02)2 ̸= 0. 令 Γ̂ =M − Γ, 则 Γ̂ 满足

∂tΓ̂ + b · ∇Γ̂ +
2

r
∂rΓ̂−∆Γ̂ = 0.
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因为 Γ 在 (R3 \ {r = 0})× (−∞, 0) 上成立强极值原理, 所以在 (R3 \ {r = 0})× (−∞, 0) 上有 Γ ≡M .

然而 Γ 在 R3 × (−∞, 0) 上是连续的, 这与在 {r = 0} × (−∞, 0) 上 Γ ≡ 0 矛盾.

情形 2 M > 0, 但 Γ 在 |x| → ∞ 或 t→ −∞ 时取到 M .

在这种情形下, 存在空间点列 xk = (x′k, xk3) 和时间点列 tk, 使得 limk→+∞ Γ(xk, tk) = M , 并

且 |xk| → ∞ 或者 tk → −∞. 同时, 由引理 5.1 可知, 在引理的条件下, 关于 t 和 x3 一致成立

limr→+∞ |Γ| = 0, 因此我们可以假设 |x′k| 6 C, 其中 C 不依赖于 t 和 x3. 不失一般性, 我们可以假设

limk→+∞ x′k = (x01, x02) (必要时可选取子列). 因为 limk→+∞ Γ(xk, tk) = M > 0 并且 Γ |r=0 = 0, 所

以, r0 =
√
(x01)2 + (x02)2 ̸= 0.

令 vk(y, s) = v(xk + y, tk + s), 其中 v 是三维轴对称 Navier-Stokes 方程有界的温和古代解, 则

vk(y, s) = v(xk + y, tk + s) 是如下方程的有界的温和古代解:∂svk + vk · ∇vk +∇p = ∆vk,

∇ · vk = 0.

令 v∞ = limk→+∞ vk(y, s),则由文献 [16,引理 6.1]可知, v∞ 是极限方程的有界的温和古代解.由于 vk

是轴对称解, 对称轴为 {x(x1, x2, x3) | x1 = xk1, x2 = xk2, x3 ∈ R} 且 limk→+∞ x′k = (x01, x02), 因此,

v∞ 也是轴对称解且对称轴为 {x = (x1, x2, x3) | x1 = x01, x2 = x02, x3 ∈ R}.
令 ṽ∞(y, s) = v∞(y + x0, s), 其中 x0 = (x01, x02, 0), 则 ṽ∞(y, s) 也是轴对称解并且对称轴为

{x = (x1, x2, x3) | x1 = x2 = 0, x3 ∈ R}. 令 Γ̃∞ = r(y′)ṽ∞,θ, 其中 r(y′) =
√
(y1)2 + (y2)2, 则 Γ̃∞ 满足

∂sΓ̃∞ + b̃∞ · ∇Γ̃∞ +
2

r
∂rΓ̃∞ −∆Γ̃∞ = 0,

其中 b̃∞ = ṽ∞,rer + ṽ∞,zez. 若令 y + x0 = x, r̃ =
√
(x1 − x01)2 + (x2 − x02)2, 且令 Γ̃ = r̃v∞,θ, 则有

∂sΓ̃ + b̃ · ∇Γ̃ +
2

r̃
∂r̃Γ̃−∆Γ̃ = 0, (5.12)

其中 b̃ = v∞,rer + v∞,zez. 由上面的定义可知, Γ̃(x0, 0) = 0 且

Γ̃(0, 0) =
√
(x01)2 + (x02)2v∞,θ(0, 0) =

√
(x01)2 + (x02)2 lim

k→+∞
vθ(xk, tk) = lim

k→+∞
Γ(xk, tk) =M.

由于 Γ̃满足方程 (5.12),因此, Γ̃在轴 {x = (x1, x2, x3) | x1 = x01, x2 = x02, x3 ∈ R}上不满足强极值原
理, 但在轴之外满足, 类似情形 1, 我们可以导出矛盾.

结合情形 1 和 2, 我们可以得到 M = 0. 同样的证明可以得到 m = 0. 因此, 在 (−∞, 0) × R3 上

成立 Γ ≡ 0, 也就是说 vθ ≡ 0. 这样便可利用文献 [16, 定理 5.2] 得到 v 恒为常向量. 引理证毕.

同时结合引理 5.1 可知定理 1.3 成立.
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Improved Liouville theorems for axially symmetric Navier-Stokes

equations

LEI Zhen, ZHANG Qi & ZHAO Na

Abstract In this paper, we consider the Liouville property for ancient solutions of the incompressible Navier-

Stokes equations. In 2D and 3D axially-symmetric cases without swirl, we prove the sharp Liouville theorems

for smooth ancient mild solutions: Velocity fields v’s are constants if vorticity fields satisfy certain condition and

v’s are sublinear with respect to the spatial variable, and we also give the counterexamples when v’s are linear

with respect to the spatial variable. The condition which vorticity fields need to satisfy is lim|x|→+∞ |w(x, t)| = 0

and limr→+∞
|w|√
x2
1+x2

2

= 0 uniformly for all t ∈ (−∞, 0) in 2D and 3D axially-symmetric cases without swirl,

respectively. In the case when solutions are axially symmetric with nontrivial swirl, we prove that if Γ = rvθ
∈ L∞

t Lp
x(R3 × (−∞, 0)), where 1 6 p < ∞, then bounded ancient mild solutions are constants.
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