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摘要 本文研究分数 Brown 运动驱动带 Markov 切换的随机微分方程, 获得了方程解的存在唯一性,

定义了关于解的条件 Malliavin 分析, 在扩散系数非退化的条件下, 证明了解的 Malliavin 正则性, 从

而得到了解分布关于 Lebesgue 测度绝对连续.
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1 引言

设 {BH
t , t > 0} 是一个 Hurst 参数为 H 的 d- 维分数 Brown 运动, 其分量 BH,1

t , . . . , BH,d
t 为 d 个

协方差函数为

RH(s, t) =
1

2
(s2H + t2H − |t− s|2H)

的中心 Gauss 过程.

本文固定 H ∈ (1/2, 1), 考虑如下 Rn 上的随机微分方程:Xt = x+

∫ t

0

b(Xs, αs)ds+

∫ t

0

σ(Xs, αs)dB
H
s ,

(X0, α0) = (x, α) ∈ Rn × S,
(1.1)

其中 S = {1, 2, . . . ,m}, m是某个确定的正整数, b(·) : Rn×S → Rn, σ(·) : Rn×S → Rn×Rd, {αt, t > 0}
是一个与 BH

t 独立的 S- 值 Markov 过程, 并且满足

P{αt+∆ = j | αt = i} =

qij∆+ o(∆), i ̸= j,

1 + qii∆+ o(∆), i = j,

这里 Q = (qij)16i,j6m 是一个 Q- 矩阵.

方程 (1.1) 中的随机积分可以这样理解: 记 τk 为 Markov 过程 αt 的第 k 个跳时, 假设

lim
k→∞

τk = ∞,
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注意到 αt ≡ ατk , t ∈ [τk, τk+1), 因此, 对任意固定的时间 t > 0, 我们有∫ t

0

σ(Xs, αs)dB
H
s =

∞∑
k=0

∫ τk+1∧t

τk∧t

σ(Xs, ατk)dB
H
s .

上式右边除了有限项外均为 0, 积分
∫ τk+1∧t

τk∧t
σ(Xs, ατk)dB

H
s 可理解为按轨道定义的 Riemann-Stieltjes

积分, 即可表示为用分数型分部积分公式表示的 Lebesgue 积分 (参见文献 [1]).

带 Markov 切换的随机微分方程已经被很多学者所研究 (参见文献 [2, 3] 及其相关的参考文献),

然而, 这些文献考虑的噪声都是经典的 Brown 运动噪声. 就我们的知识而言, 关于这个模型还没有研

究驱动噪声是分数 Brown 运动的情形. 本文主要研究方程 (1.1) 解的存在唯一性, 并在扩散系数 σ(·)
非退化的条件下, 证明解的分布关于 Lebesgue 测度的绝对连续, 即方程 (1.1) 的解存在密度.

Malliavin分析是研究随机变量的分布密度存在性和光滑性的有力工具之一,虽然关于分数 Brown

运动驱动的随机微分方程, 文献 [4–7] 已经研究了其 Malliavin 分析及其性质, 但是对含有 Markov 切

换的随机微分方程 (1.1),研究其 Malliavin分析及其性质是一个新问题,其困难在于 Markov切换项的

出现. 根据 BH
t 和 αt 的独立性, 受文献 [8, 9] 的启发, 我们构造概率空间 (Ω1,F1,P1) 和 (Ω2,F2,P2),

并在乘积空间 (Ω,F ,P) := (Ω1 × Ω2,F1 × F2,P1 × P2) 上定义和研究 Malliavin 分析, 具体做法是引

入条件 Malliavin 分析 (参见文献 [8, 9]).

本文的结构如下: 第 2节引进一些符号和假设,并给出方程 (1.1)解的存在唯一性; 第 3节研究方

程 (1.1) 的 Malliavin 分析, 并获得其解密度的存在性.

2 解的存在唯一性

对任意固定的 T > 0, 记 Ω1 = C0([0, T ];Rd) 为所有区间 [0, T ] 上初值为 0 的连续函数全体. 对固

定 H ∈ (1/2, 1), 则存在 Ω1 上唯一的概率测度 P1, 使得在 P1 下, 坐标过程 BH
t (ω1) = ω1(t), t ∈ [0, T ]

是一个 Hurst 参数为 H 的 d- 维分数 Brown 运动. 记 F1 为 Ω1 上 Borel σ 域关于概率测度 P1 的完

备化, {F1(t)}{06t6T} 为 {BH
t , t ∈ [0, T ]} 的自然 σ 域流. 记 (Ω2,F2,F2(t),P2) 为另一个完备带流且

满足通常条件的概率空间, 使得 {αt, t > 0}为此概率空间上 S-值 Markov过程. 在带流乘积概率空间

(Ω,Ft,F ,P) := (Ω1 ×Ω2,F1(t)×F2(t),F1 ×F2,P1 ×P2)上,定义 BH
t (ω) = ω1(t)和 αt(ω) = αt(ω2),

则随机过程 BH
t 与 αt 相互独立. 记 E 和 E1 分别表示关于概率测度 P 和 P1 所对应的数学期望.

对于 k ∈ N, 记 Ck
b (Rn × S;Rn) 是 Rn × S 上关于第一变量 k- 次连续可微且直至 k 阶导数都有界

(对任意给定的 α ∈ S) 的 Rn- 值函数 f(x, α) 的全体, ∇kf(x, α) 为 f 关于 x 的 k- 阶导数. 对于任意

的 0 6 a < b 6 T , γ > 0, 定义 Cγ([a, b];Rn) 为所有 γ-Hölder 连续函数 f : [a, b] → Rn 的集合. 对于

x ∈ Rn 和 σ ∈ Rn × Rd, 定义

|x| =
( n∑

i=1

|xi|2
)1/2

, |σ| =
( n∑

i=1

d∑
j=1

|σij |2
)1/2

.

本文假设函数 b(·) 和 σ(·) 满足以下条件:

(H1) b, σi ∈ C1
b (Rn × S;Rn), i = 1, . . . , d;

(H2) 存在正常数 C 和 λ > 1
H − 1 使得

|∇σi(x, α)−∇σi(y, α)| 6 C|x− y|λ, ∀x, y ∈ Rn, α ∈ S, i = 1, . . . , d.
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切换速率矩阵 Q = (qij) 满足如下条件:

(i) 存在常数 K > 0 使得

sup
i,j∈S

|qij | 6 K;

(ii) 对于 i ̸= j, qij > 0;

(iii) 对于 i ∈ S,
qii = −

∑
j ̸=i

qij .

在上述假设下, 我们可以证明方程 (1.1) 存在唯一的强解. 对于 Markov 过程 αt, 定义 τ0 = 0,

τk+1 := inf{t > τk : αt ̸= ατk}, k > 0,

则 τk 为 αt 的跳时, 而且

0 = τ0 < τ1 < τ2 < · · · < τk < · · · .

利用条件 supi,j∈S |qij | 6 K, 我们可以得到

lim
k→∞

τk = ∞, P-a.s.

定理 2.1 假设条件 (H1) 和 (H2) 成立, 则方程 (1.1) 存在唯一的强解, 记为 {Xt}t>0, 并且

X·(ω) ∈ CH−ϵ([τk, τk+1];Rn), P-a.s., ∀ k ∈ N, ϵ ∈ (0,H).

证明 首先考虑区间 [0, τ1]. 由于 t ∈ [0, τ1), αt ≡ α. 考虑如下的随机微分方程:

X
(1)
t = x+

∫ t

0

b(X(1)
s , α)ds+

∫ t

0

σ(X(1)
s , α)dBH

s , t ∈ [0, τ1]. (2.1)

由文献 [1, 定理 2.1] 可知, 在条件 (H1) 和 (H2) 下, 方程 (2.1) 有唯一的强解, 记为 X
(1)
t , 并且对于任

意的 ϵ ∈ (0,H), 其轨道在 [0, τ1] 上是 (H − ϵ)-Hölder 连续. 记

Xt = X
(1)
t , 0 6 t 6 τ1. (2.2)

考虑随机微分方程

X
(2)
t = Xτ1 +

∫ t

0

b(X(2)
s , ατ1)ds+

∫ t

0

σ(X(2)
s , ατ1)dB̃

H
s , t ∈ [0, τ2 − τ1], (2.3)

其中 B̃H
t := BH

t+τ1 − BH
τ1 也是 Hurst 参数为 H 的 d- 维分数 Brown 运动. 再由文献 [1, 定理 2.1], 方

程 (2.3) 有唯一的强解 X
(2)
t , 并且对于任意的 ϵ ∈ (0, H), 其轨道在 [0, τ2 − τ1] 上 (H − ϵ)-Hölder 连续.

类似文献 [10,11] 中的方法, 令

Xt = X
(2)
t−τ1 , τ1 6 t 6 τ2, (2.4)

则 (2.2) 和 (2.4) 给出了在区间 [0, τ2] 上, 方程 (1.1) 存在唯一的强解 Xt, 并且对 j = 0, 1 和任意的

ϵ ∈ (0,H), X·(ω) ∈ CH−ϵ([τj , τj+1];Rn). 重复以上步骤,对于任意的 k ∈ N,我们可以得到在区间 [0, τk]

上, 方程 (1.1) 有唯一的强解 Xt, 并且对于 j = 0, 1, . . . , k − 1 和任意的 ϵ ∈ (0,H), X·(ω) ∈ CH−ϵ([τj ,

τj+1];Rn). 因为 Markov 切换过程 α(t) 在有限时间内只有有限多个跳, 并且

lim
k→∞

τk = ∞, P-a.s.,
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所以, 利用文献 [10, 11] 中的方法可以证明方程 (1.1) 存在唯一的全局解 Xt. 进一步地, 通过直接的计

算可以得到

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs, αs)ds+

∫ t

0

σ(Xs, αs)dB
H
s , P-a.s.

证毕.

3 解密度的存在性

由Malliavin分析的性质知,要获得方程 (1.1)解密度存在,我们只需研究方程 (1.1)解的Malliavin

正则性.

记 Γ 为 [0, T ] 上所有 Rd- 值纯断函数全体, 定义 H 为 Γ 关于如下内积的闭包:

⟨(1[0,t1], . . . ,1[0,td]), (1[0,s1], . . . ,1[0,sd])⟩H =
d∑

i=1

RH(ti, si),

其中

RH(t, s) =

∫ t∧s

0

KH(t, r)KH(s, r)dr, t > s,

KH(t, s) = cHs
1
2−H

∫ t

s

(u− s)H− 3
2uH− 1

2 du, t > s,

cH =

(
H(2H − 1)

β(2− 2H,H − 1
2 )

)1/2

,

β(·) 为 Beta 函数. 对于 t 6 s, 定义 KH(t, s) = 0.

映射 (1[0,t1], . . . ,1[0,tm]) 7→
∑m

i=1B
H,i
ti 能被等距延拓为从 H 到 L2(Ω,P1) 的一个子空间上, 并记

这个等距映射为 φ 7→ BH(φ), ∀φ ∈ H .

定义算子 K∗
H : Γ → L2([0, T ],Rd) 为

K∗
H((1[0,t1], . . . ,1[0,td])) = (KH(t1, ·), . . . ,KH(td, ·)).

对于任意的 φ,ψ ∈ Γ, 定义

⟨φ,ψ⟩H = ⟨K∗
Hφ,K

∗
Hψ⟩L2([0,T ],Rd) = E1(B

H(φ)BH(ψ)).

于是, K∗
H 能被等距延拓为从 H 到 L2([0, T ],Rd) 的一个闭子空间上.

定义算子 KH : L2([0, T ],Rd) → HH := KH(L2([0, T ],Rd)) 如下:

(KHh)(t) :=

∫ t

0

KH(t, s)h(s)ds.

空间 HH 为分数维版本下的 Cameron-Martin 空间.

另一个算子 RH = KH ◦K∗
H : H → HH 定义为

RHφ(·) =
∫ ·

0

KH(·, s)(K∗
Hφ)(s)ds.
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可以证明 L1/H([0, T ],Rd) ⊂ H . 并且对于任意的 φ,ψ ∈ L1/H([0, T ],Rd),

⟨φ,ψ⟩H = H(2H − 1)

∫ T

0

∫ T

0

|s− t|2H−2⟨φ(s), ψ(t)⟩Rddsdt.

记 S(Ω1) 是 Ω1 上所有光滑柱状随机变量全体, C∞
p (Rm) 为 Rm 上光滑且所有阶导数均多项式增

长的函数全体, 则对 F ∈ S(Ω1), 存在 m > 1, f ∈ C∞
p (Rm) 以及 (φ1, . . . , φm) ∈ H m, 使得 F 有如下

形式:

F = f(BH(φ1), . . . , B
H(φm)).

定义 F 的 Malliavin 导数为

DF =
m∑
i=1

∂if(B
H(φ1), . . . , B

H(φm))φi,

其中 ∂if(·) 为函数 f 关于第 i 个变量的导函数.

对任意的整数 k > 1,我们可以同样定义 F 的 k阶 Malliavin导数 DkF , DkF 可视为取值于H ⊗k

上的随机变量.

因为算子 Dk : S(Ω1) 7→ Lp(Ω1,H ⊗k) 可闭 (参见文献 [6]), 所以, 对于任意的 p > 1 和 k ∈ N∗, 我

们可以在 S(Ω1) 上定义范数

∥F∥k,p := [E1(|F |p) +
k∑

j=1

E1(∥DjF∥pH ⊗j )]
1
p .

记空间 Dk,p(Ω1)为 S(Ω1)关于范数 ∥ · ∥k,p 的完备化空间. 局部化空间 Dk,p
loc (Ω1)是满足以下条件随机

变量 F 的全体.若存在一序列 {(Ω1,n, Fn), n > 1}使得 Ω1,n ↑ Ω1, Fn ∈ Dk,p(Ω1)且在 Ω1,n 上 F = Fn.

设 F (ω) 为 Ω 上的一个随机变量, 记 Fω2(ω1) := F (ω1, ω2),

Dk,p := Dk,p(Ω) := {F 为 Ω 上随机变量且 Fω2 ∈ Dk,p(Ω1) P2-a.s. ω2 ∈ Ω2}

和

Dk,p
loc := Dk,p

loc (Ω) := {F 为 Ω 上随机变量且 Fω2 ∈ Dk,p
loc (Ω1) P2-a.s. ω2 ∈ Ω2}.

设 F = (F1, . . . , Fn) 为 Ω 上的随机向量且满足 Fi ∈ Dk,p, i = 1, . . . , n. F 的 Malliavin 协方差矩阵定

义为

(MF )ij(ω1, ω2) := ⟨DFω2
i , DFω2

j ⟩H , i, j 6 n.

定理 3.1 设 F = (F1, . . . , Fn) 为 Ω 上满足如下条件的随机向量:

(1) Fi ∈ Dk,p
loc , i = 1, . . . , n;

(2) Malliavin 协方差矩阵 MF P-a.s. 可逆,

则 F 的分布函数关于 Rn 上的 Lebesgue 测度绝对连续.

证明 根据条件 (1) 和 (2), 由文献 [6, 定理 2.1.2] 可知, 对于几乎处处的 ω2 ∈ Ω2, F
ω2 的分布关

于 Rn 上的 Lebesgue 测度绝对连续, 因此, 对于任意 Lebesgue 测度为 0 的 Borel 集 A ⊂ Rn, 我们有∫
Ω1

1A(F
ω2)dP1 = 0, P2-a.s.,

643



孙晓斌等: 分数 Brown 运动驱动带 Markov 切换的随机微分方程解的密度存在性

于是, ∫
Ω

1A(F )dP =

∫
Ω2

∫
Ω1

1A(F
ω2)dP1dP2 = 0,

即 F 的分布关于 Rn 上的 Lebesgue 测度绝对连续. 证毕.

对于给定的 ω2 ∈ Ω2 和初值 x ∈ Rn, 记 Xω2
t 为如下随机微分方程的解,

Xω2
t = x+

∫ t

0

b(Xω2
s , αs(ω2))ds+

∫ t

0

σ(Xω2
s , αs(ω2))dB

H
s .

定义 Jω2
t 为 Xω2

t 关于初值 x 的导数矩阵. 根据文献 [4, 引理 4.2], 容易证明 Jω2
t 满足如下方程:

Jω2
t = I +

∫ t

0

∇b(Xω2
s , αs(ω2))J

ω2
s ds+

∫ t

0

∇σ(Xω2
s , αs(ω2))J

ω2
s dBH

s ,

其中 I 为单位矩阵.

设 b, σi ∈ C3
b (Rn × S,Rn), i = 1, . . . , d, 根据文献 [7, 定理 6] 可知, Xi,ω2

t ∈ D1,2
loc(Ω1), i = 1, . . . , n,

t ∈ [0, T ], 其中 Xi,ω2

t 为 Xω2
t 的第 i 个分量. 进一步地, 再利用文献 [4, 引理 4.2], 我们有

Dj
sX

ω2
t := (Dj

sX
1,ω2

t , . . . , Dj
sX

n,ω2

t )T = Jω2
t ◦ (Jω2

s )−1σj(X
ω2
s , αs(ω2)),

其中 Dj
sX

i,ω2

t 为 DsX
i,ω2

t 的第 j 个分量.

因此, Xt 的 Malliavin 协方差矩阵可表为

Mt = ⟨DXω2
t , (DXω2

t )T⟩H = Jω2
t Ct(J

ω2
t )T,

其中

Ct := H(2H−1)

∫ t

0

∫ t

0

|u−ν|2H−2(Jω2
u )−1σ(Xω2

u , αu(ω2))σ
T(Xω2

ν , αν(ω2))((J
ω2
ν )−1)Tdudν

= ⟨(Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·(ω2))1[0,t](·), ((Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·(ω2)))
T1[0,t](·)⟩H , (3.1)

σT, (Jω2
t )T 和 ((Jω2

s )−1)T 为相应矩阵 σ, Jω2
t 和 (Jω2

s )−1 的转置.

定理 3.2 假设 b, σi ∈ C3
b (Rn × S,Rn) (i = 1, . . . , d), 并且由 {σ1(x, α), . . . , σd(x, α)} 张成的向量

空间为 Rn, 则对于任意的 t ∈ [0, T ], Xt 的分布关于 Rn 上的 Lebesgue 测度绝对连续.

证明 根据上述讨论, 对于任意的 t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , n, 我们可以得到 Xi,ω2

t ∈ D1,2
loc . 因此, 定

理 3.1 表明, 我们只需证明 Xt 的 Malliavin 协方差矩阵 Mt = Jω2
t Ct(J

ω2
t )T P-a.s. 可逆, 即只要证明

P(detCt = 0) = 0.

假设存在一个向量 ν ∈ Rn, ν ̸= 0, 使得 νTCtν = 0. 记 {fm,m > 1} 为 H 的一组完备正交基.

由 (3.1) 可知,

νTCtν =
∑
m>1

|⟨⟨(Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·(ω2))1[0,t](·), fm⟩H , ν⟩Rn |2.

于是, 对于任意的 m > 1,

0 = ⟨⟨(Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·)(ω2)1[0,t](·), fm⟩H , ν⟩Rn

=

⟨∫ t

0

(Jω2
s )−1σ(Xω2

s , αs(ω2))d(RHfm)(s), ν

⟩
Rn
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=

n∑
i=1

d∑
j=1

∫ t

0

((Jω2
s )−1σ(Xω2

s , αs(ω2)))ijνid(RHfm)j(s)

=
d∑

j=1

∫ t

0

n∑
i=1

((Jω2
s )−1σ(Xω2

s , αs(ω2)))ijνid(RHfm)j(s)

=

⟨ n∑
i=1

((Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·(ω2)))iνi1[0,t](·), fm
⟩

H

,

进而有 ∥∥∥∥ n∑
i=1

((Jω2
· )−1σ(Xω2

· , α·(ω2)))iνi1[0,t](·)
∥∥∥∥

H

= 0.

因此, 对于任意的 s ∈ [0, t],
n∑

i=1

((Jω2
s )−1σ(Xω2

s , αs(ω2)))iνi = 0.

特别地,取 s = 0,我们有
∑n

i=1 σij(x, α)νi = 0, j = 1, . . . , d.此与 σ(x, α)非退化的假设矛盾. 证毕.
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The existence of the density for the solution of stochastic

differential equation driven by fractional Brownian motion

with Markovian switching

SUN XiaoBin & XIE YingChao

Abstract This paper studies the solution of stochastic differential equation driven by fractional Brownian

motion with Markovian switching. We get the existence and uniqueness for the solution. The conditional Malliavin
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calculus is defined. And the Malliavin regularity of the solution is obtained under the nondegenerate condition

of the diffusion coefficient. This yields that the law of the solution is absolute continuity with respect to the

Lebesgue measure.

Keywords stochastic differential equation, Malliavin calculus, fractional Brownian motion, Markovian

switching
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