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摘要 本文把艾文宝的邻域跟踪算法推广到对称锥规划, 定义中心路径的宽邻域 N (τ, β), 并证明该

邻域的一个重要性质, 该性质在算法的复杂性分析中起到关键作用. 取宽邻域 N (τ, β) 中一点为初始

点并采用 Nesterov-Todd (NT) 搜索方向, 则该算法的迭代复杂界为 O(
√
r log ε−1), 其中, r 是 Euclid

Jordan 代数的秩, ε 是允许误差. 这是对称锥规划的宽邻域内点算法最好的复杂界.
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1 引言

对称锥规划问题, 即带有线性约束和对称锥约束的极小化线性目标函数的问题, 包括了运筹学中

十分重要的一些优化问题,如线性规划、半定规划和二阶锥规划. Nesterov和 Todd [1, 2] 首先提出了对

称锥规划的原 - 对偶内点算法, Faybusovich [3, 4] 利用 Euclid Jordan 代数的工具, 探讨了对称锥规划

解的严格可行性、约束非退化性和中心路径的存在唯一性以及最优性系统的可解性等, Yoshise [5] 研

究了对称锥规划的最优性系统衍生出来的对称锥互补问题的中心路径的存在唯一性和有界性等. 这些

性质为对称锥上各种内点算法的设计与分析提供了理论基础. Schmieta和 Alizadeh [6] 把 Monteiro和

Zhang [7] 提出的求解半定规划的内点算法推广到了对称锥规划, 基于搜索方向的 “可交换类”, 他们证

明了短步、半长步和长步路径跟踪算法的迭代复杂性.

在线性规划的内点算法中, 一个值得关注的成果是艾文宝 [8] 提出的邻域跟踪算法. 艾文宝设法让

所有的迭代点都跟踪通常的宽邻域 N−
∞(1 − τ), 但不一定属于这个宽邻域. 运用这一策略加上引入新

的中心向量, 使得该邻域跟踪算法具有 O(
√
nL) 迭代复杂性和局部二次收敛性, 其中, n 是线性规划

问题中变量的个数, L 是输入数据的长度. 这是第一次得到与窄邻域具有相同复杂性的宽邻域内点算

法. 基于文献 [8]的思想, Ai和 Zhang [9] 提出了求解单调线性互补问题的具有 O(
√
nL)迭代复杂性的

宽邻域路径跟踪算法. 近来, Feng和 Fang [10] 与 Li和 Terlaky [11] 分别把文献 [8]和 [9]中的宽邻域内

点算法推广到半定规划问题, 并证明了算法的多项式复杂性. 本文把文献 [8] 中的路径跟踪算法从线

性规划推广到对称锥规划问题, 基于 NT 方向, 证明了该算法的迭代复杂性是 O(
√
r log ε−1), 其中, r

是 Euclid Jordan 代数的秩, ε 是允许误差. 这与 Schmieta 和 Alizadeh [6] 提出的窄邻域内点算法的复

杂性相同, 这也是对称锥上内点算法最好的复杂性结果.
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2 Euclid Jordan 代数和对称锥

本节主要介绍 Euclid Jordan 代数和对称锥的基本概念与相关理论, 并给出在内点算法分析中用

到的一些重要结果, 详细内容参见文献 [6,12]. 设 J 是实数域 R 上的 n 维向量空间, 定义乘积 “◦” 使
得双线性映射 (x, y) → x ◦ y 满足下面性质:

(1) x ◦ y = y ◦ x;
(2) x ◦ (x2 ◦ y) = x2 ◦ (x ◦ y), 其中, x2 = x ◦ x,

则称 (J , ◦) 是一个 Jordan 代数, 简记为 J . 若还存在一个对称正定的二次型 Q 使得 Q(x ◦ y, z)

= Q(x, y ◦ z), 则称 Jordan 代数 J 是 Euclid 的, 简称为 Euclid Jordan 代数. 若元素 e ∈ J 满足
x ◦ e = e ◦ x = x,∀x ∈ J , 则称 e 为 Jordan 代数 J 的单位元. Jordan 代数 J 的平方锥定义为
K := {x2 : x ∈ J }. 下面的定理建立了对称锥与 Euclid Jordan 代数之间的联系, 为利用 Euclid Jordan

代数研究对称锥上的优化问题奠定了基础, 参见文献 [12, 定理 III.2.1和 III.3.1].

定理 2.1 一个锥是对称锥当且仅当它是某个 Euclid Jordan 代数的平方锥.

由于乘积 “◦” 是双线性的, 则对任意的 x ∈ J , 存在线性映射 Lx 使得 x ◦ y = Lxy, ∀ y ∈ J . 特别

地, 有 Lxe = x. 对于 x, y ∈ J , 定义 Qx,y := LxLy +LyLx −Lx◦y, Qx := Qx,x = 2L2
x −Lx2 . Qx 称为 x

的二次表示, 它将在对称锥规划的算法分析中起到重要作用, 特别地, 有 Qxe = x2.

设 x ∈ J , 使得 {e, x, x2, . . . , xr} 线性相关的最小整数 r 称为 x 的次数, 记为 deg(x). 所有 deg(x)

的最大值称为 x 的秩, 记为 rank(J ). 若 J 中的非零元 c 满足 c2 = c, 则称它是幂等的; 若一个幂等

元不能表示成两个幂等元的和, 则称它是本原的. 若一个幂等元集合 {c1, c2, . . . , ck} 满足 ci ◦ cj = 0,

∀ i ̸= j, 且 c1 + c2 + · · ·+ ck = e, 则称该集合为正交幂等元完备系; 进一步, 若其中的每个幂等元都是

本原的, 则称它为 J 的 Jordan 标架.

定理 2.2 [12,定理 III.1.2](谱分解) 设 Euclid Jordan 代数 J 的秩为 r, 则对于任意的 x ∈ J , 存

在 Jordan 标架 {c1, c2, . . . , cr} 与一组实数 λ1, λ2, . . . , λr 使得 x = λ1c1 + λ2c2 + · · · + λrcr, 其中,

λ1, λ2, . . . , λr 是 x 的所有的特征值 (包含重数).

定义下面运算: 当全部特征值 λi ̸= 0, 逆运算 x−1 := λ−1
1 c1 + λ−1

2 c2 + · · · + λ−1
r cr; 当全部特征

值 λi > 0, 平方根运算 x1/2 := λ
1/2
1 c1 + λ

1/2
2 c2 + · · · + λ

1/2
r cr; 迹 tr(x) := λ1 + λ2 + · · · + λr; 行列式

det(x) := λ1λ2 · · ·λr. x ∈ J 的最小和最大特征值分别记为 λmin(x) 和 λmax(x). 若 x ∈ J 的所有特
征值都不等于零, 则称 x 是可逆的. 若 x ∈ J 的特征是都是非负的 (正的), 则称 x 是半正定的 (正定

的), 并记作 x ≽ 0 (x ≻ 0). 显然, x 是半正定的 (正定的) 当且仅当 x 属于 J 的平方锥 (平方锥的内

部), 即 x ∈ K (x ∈ intK).

引理 2.1 [13,引理 2.15] 若 x ◦ y ∈ intK, 则 det(x) ̸= 0.

设 J 是秩为 r 的 Euclid Jordan 代数, 由于对称二次型 tr(x ◦ y) 满足结合性和正定性 (参见

文献 [12, 命题 III.1.5和 II.4.3]), 则可定义内积 ⟨x, y⟩ := tr(x ◦ y). 并且对任意的 x, y, z ∈ J , 都有

⟨x ◦ y, z⟩ = ⟨x, y ◦ z⟩. 设 x ∈ J 的特征值为 λi, 1 6 i 6 r, 定义 Frobenius 范数和谱范数分别为

∥x∥F :=
√
⟨x, x⟩ =

√∑
λ2
i 和 ∥x∥2 := maxi |λi|. 显然, 由于单位元 e 有 r 重特征值 1, 则 ∥e∥F =

√
r, ∥e∥2 = 1. 由于内积 ⟨·, ·⟩ 是结合的, 则算子 Lx 和 L−1

x 关于内积对称, 即 ⟨Lxy, z⟩ = ⟨y, Lxz⟩,
⟨L−1

x y, z⟩ = ⟨y, L−1
x z⟩. 同时由定义可知, 二次表示 Qx 也是关于内积对称的.

引理 2.2 [14,引理 2.9] 设 x, y ∈ J , 则 ∥x ◦ y∥F 6 ∥x∥F ∥y∥F .
设 J 是带有单位元 e 的 Jordan 代数, {c1, c2, . . . , cr} 是 J 的一组 Jordan 标架. 对于 i, j ∈ {1,

2, . . . , r}, 定义 Peirce 空间: Jii := {x ∈ J : x ◦ ci = x}, Jij := {x ∈ J : x ◦ ci = 1
2x = x ◦ cj}, 当 i ̸= j.
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定理 2.3 [12,定理 IV.2.1](Peirce 分解) 空间 J 是 Peirce 空间 Jij (i 6 j) 的直和.

因此, 给定 Jordan 标架 {c1, c2, . . . , cr}, 元素 x ∈ J 可以表示成

x =
r∑

i=1

xici +
∑
i<j

xij , (2.1)

其中, xi ∈ R, xij ∈ Jij . 该表达式称为 x 关于 Jordan 标架 {c1, c2, . . . , cr} 的 Peirce 分解.

下面给出关于二次表示 Qx 的两个命题.

命题 2.1 [12,命题 III.2.2] 若 x, y ∈ intK, 则 Qxy ∈ intK.

命题 2.2 [6,命题 21] 设 x, y, p ∈ intK, 并令 x̃ := Qpx, ỹ := Qp−1y, 则 Qx1/2y 和 Qy1/2x 有相同的

谱; Qx1/2y 和 Qx̃1/2 ỹ 有相同的谱.

设 x, y ∈ J , 若 LxLy = LyLx, 则称 x 和 y 算子可交换.

引理 2.3 [6,引理 30] 设 x, y ∈ intK, 记 w := Qx1/2y, 则有 tr(x ◦ y) = tr(w), λmin(x ◦ y) 6 λmin(w),

λmax(x ◦ y) > λmax(w). 并且, 若 x 和 y 算子可交换, 则 x ◦ y = w.

若一个 Jordan代数不能表示成两个 Jordan代数的直和,则称它是简单的. 下面给出 Euclid Jordan

代数的分类定理.

定理 2.4 [6,定理 22] 设 J 一个简单 Euclid Jordan 代数, 则它与下面某个代数同构, 其中, 矩阵代

数的乘积定义为 X ◦ Y = 1
2 (XY + Y X), 称为 Jordan 积.

(1) n× n 实对称矩阵代数 Sym(Rn×n) [6,例 1].

(2) 二次型代数 En+1
[6,例 2].

(3) n× n 复 Hermite 矩阵代数 Herm(Cn×n).

(4) n× n 四元数 Hermite 矩阵代数 Herm(Hn×n).

(5) 3× 3 八元数 Hermite 矩阵代数 Herm(O3×3).

下面的内容参见文献 [15].

设 K是 J 中的闭凸锥,令 ΠK 为 K上的投影映射,即 x∗ = ΠK(x)当且仅当 x∗ ∈ K,且 ∥x−x∗∥F
6 ∥x− y∥F , ∀ y ∈ K. 若 K 是自对偶的, 则对任意的 x ∈ J , 定义 x 的正部和负部分别为 x+ := ΠK(x)

和 x− = x− x+. 设 x有谱分解 x = λ1c1 + λ2c2 + · · ·+ λrcr, 容易验证 x+ = λ+
1 c1 + λ+

2 c2 + · · ·+ λ+
r cr,

x− = λ−
1 c1 + λ−

2 c2 + · · ·+ λ−
r cr, 其中 λ+

i = max(λi, 0), λ
−
i = min(λi, 0).

定理 2.5 任何一个 Euclid Jordan 代数都可以唯一地表示成一些简单 Euclid Jordan 代数的直

和. 并且, 它们的平方锥 (即对称锥) 也满足相应的直和表示关系, 且表示方式是唯一的.

给定 Euclid Jordan 代数 J 以及相应的对称锥 K, 记 J = J1 × J2 × · · · × Jm, K = K1 × K2

× · · ·×Km,其中,每个 Ji 都是一个简单 Euclid Jordan代数, Ki 为相应的对称锥.对于 J 中的两个元
素 x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , ym), xi, yi ∈ Ji, 有

x ◦ y = (x1 ◦ y1, x2 ◦ y2, . . . , xm ◦ ym), ∥x∥2F =
∑

∥xi∥2F . (2.2)

由此可得

ΠK = (ΠK1 ,ΠK2 , . . . ,ΠKm), (2.3)

其中, ΠKi 是 Ki 上的投影映射.
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3 对称锥规划与宽邻域

设 Euclid Jordan 代数 J 的维数为 n, 秩为 r, 平方锥为 K, 对称锥规划的原问题和对偶问题分

别为

(P) min⟨c, x⟩, s.t. Ax = b, x ∈ K, (3.1)

(D) max⟨b, y⟩, s.t. A∗y + s = c, s ∈ K, y ∈ Rm, (3.2)

其中, c ∈ J , b ∈ Rm. A 是从 J 映到 Rm 的线性算子, A∗ 是 A 的共轭算子, 即 ⟨x,A∗y⟩ = ⟨Ax, y⟩,
∀x ∈ J , y ∈ Rm. 记原 - 对偶问题 (P) 和 (D) 的 (原 - 对偶) 可行集和 (原 - 对偶) 可行内点集分别为

F := {(x, y, s) ∈ K × Rm ×K : Ax = b, A∗y + s = c},

F0 := {(x, y, s) ∈ intK × Rm × intK : Ax = b, A∗y + s = c}.

若 (x, y, s) ∈ F , 则称 (x, y, s) 是可行点; 若 (x, y, s) ∈ F0, 则称 (x, y, s) 是严格可行点. 本文假设 A 是

满射, 且 F0 ̸= ∅. 在这个假设下, x∗ 和 (y∗, s∗) 是原问题 (P) 和对偶问题 (D) 的最优解当且仅当它们

满足下面最优系统 [4,命题 2.1]:

Ax = b, x ∈ K,

A∗y + s = c, s ∈ K, y ∈ Rm,

x ◦ s = 0, (3.3)

其中, 最后的等式称为互补条件. 对 µ > 0, 把 (3.3) 中的互补条件松弛为 x ◦ s = µe, 得到松弛系统

Ax = b, x ∈ K,

A∗y + s = c, s ∈ K, y ∈ Rm,

x ◦ s = µe. (3.4)

若 A 是满射, 且 F0 ̸= ∅, 则对任意的 µ > 0, 松弛系统 (3.4) 有唯一解, 解的集合构成中心路径.

当 µ 趋近于零时, 中心路径的极限存在且为原 - 对偶问题 (P) 和 (D) 的最优解 [4].

引理 3.1 设 x, y ∈ J , 则 ∥(x+ y)+∥F 6 ∥x+ + y+∥F 6 ∥x+∥F + ∥y+∥F .
证明 设 x+y具有谱分解 x+y = λ1c1+λ2c2+· · ·+λrcr,其中, {c1, c2, . . . , cr}是 Jordan标架,特征

值满足 λ1 > λ2 > · · · > λk > 0 > λk+1 > λk+2 > · · · > λr.由定义可得 (x+y)+ = λ1c1+λ2c2+· · ·+λkck.

因此,

∥(x+ y)+∥2F = λ2
1 + λ2

2 + · · ·+ λ2
k.

另一方面, 设 a = x+ + y+ 关于 {c1, c2, . . . , cr} 的 Peirce 分解为 a =
∑r

i=1 aici +
∑

i<j aij , 其中

ai ∈ R, aij ∈ Jij . 则, 对于 1 6 i 6 k, 有

ai = ⟨x+ + y+, ci⟩ > ⟨x+ y, ci⟩ = λi > 0,

其中, 第一个不等式由 x+ + y+ = x+ y + (−x− − y−) ≽ x+ y 以及 K 是自对偶锥可得.

利用 Peirce 空间 Jij 的正交性可得

∥a∥2F =

∥∥∥∥ r∑
i=1

aici +
∑
i<j

aij

∥∥∥∥2
F

=

∥∥∥∥ r∑
i=1

aici

∥∥∥∥2
F

+

∥∥∥∥∑
i<j

aij

∥∥∥∥2
F

,
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故

∥x+ + y+∥2F >
∥∥∥∥ r∑

i=1

aici

∥∥∥∥2
F

=

r∑
i=1

a2i >
k∑

i=1

a2i >
k∑

i=1

λ2
i = ∥(x+ y)+∥2F ,

由此可证第一个不等式, 第二个不等式由范数的三角不等式即证.

宽邻域内点算法通常把迭代点限制在中心路径的 −∞ 邻域里, 其定义为

N−
∞(1− τ) := {(x, y, s) ∈ F0 : λmin(Qx1/2s) > τµ},

其中, τ ∈ (0, 1) 为参数, µ = ⟨x, s⟩/r. 宽邻域 N−
∞(1− τ) 可以等价的写成下面形式:

N−
∞(1− τ) = {(x, y, s) ∈ F0 : ∥(τµe−Qx1/2s)+∥F = 0}.

因此, 我们定义对称锥上的宽邻域

N (τ, β) := {(x, y, s) ∈ F0 : ∥(τµe−Qx1/2s)+∥F 6 βτµ}, (3.5)

其中, τ, β ∈ (0, 1) 是邻域参数. 容易验证下面包含关系成立, 其表明 N (τ, β) 是一个宽邻域,

N−
∞(1− τ) ⊆ N (τ, β) ⊆ N−

∞(1− (1− β)τ), ∀ τ, β ∈ (0, 1). (3.6)

由命题 2.2 可知, Qx1/2s 和 Qs1/2x 有相同的谱, 故邻域 N−
∞(1− τ) 和 N (τ, β) 关于 x 和 s 对称.

设 x ∈ J 的谱分解为 x = λ1c1 + λ2c2 + · · · + λrcr, 其中, 实数 λ1, λ2, . . . , λr 为 x 的谱特征

值 (为了与四元数矩阵的左、右特征值相区别, 本节称上述特征值为谱特征值, 并记作 σsp(x) := {λ1,

λ2, . . . , λr}). 本节的的主要内容是证明下面的定理, 它在算法的复杂性分析中起到关键作用.

定理 3.1 设 J 是 Euclid Jordan 代数, K 是它的平方锥, 则对任意的 x, y ∈ intK 和 τ, µ > 0, 下

面不等式成立:

∥(τµe− w)+∥F 6 ∥(τµe− x ◦ y)+∥F , (3.7)

其中, w = Qx1/2y.

我们首先考察四元数和四元数矩阵, 分别记作 H 和 Hm×n. 关于四元数的详细内容可参见文

献 [16–18]. 类似于复数矩阵, 对于四元数矩阵 A = [aij ] ∈ Hm×n, 定义共轭 Ā = [āij ], 转置 AT = [aji]

∈ Hn×m,共轭转置 A∗ = (Ā)T. 若方阵 A ∈ Hn×n满足 A∗ = A,则称为 Hermite矩阵;若满足 A∗A = I,

则称为酉矩阵; 若存在 B ∈ Hn×n 使得 AB = BA = I, 则称 A 是可逆的; 若存在可逆的四元数矩阵 P

使得 P−1AP = B, 则称 A 和 B 相似.

设 A,B ∈ Hn×n, 则有下面一些性质 (参见文献 [18]): (AB)∗ = B∗A∗; 若 A 和 B 都可逆, 则

(AB)−1 = B−1A−1; 若 A 可逆, 则 (A∗)−1 = (A−1)∗; 若 AB = I, 则 BA = I. 对于 x, y ∈ H, 一般情况

下, xy ̸= yx. 若存在非零四元数 u 使得 u−1xu = y, 则称 x 和 y 是相似的. 若存在非零的向量 x ̸= 0

使得 Ax = λx (Ax = xλ), 则称 λ 是 A 的左 (右) 特征值. 称集合 {λ ∈ H : Ax = λx, x ̸= 0} 为 A 的左

谱, 记作 σl(A); 类似地, 定义 A 的右谱, 记作 σr(A). 下面给出几个关于四元数矩阵的左、右特征值以

及三角化的结果, 它们的证明可参见相应的文献.

引理 3.2 [16,定理 13] 相似矩阵有相同的右特征值.

引理 3.3 [18,定理 6.1] 设 A ∈ Hn×n, 则存在酉矩阵 U 使得 U∗AU 是上三角矩阵.

引理 3.4 [18,定理 6.2] 若 A 是上三角矩阵, 则 A 的每一个对角元素都是它的右特征值; 相反

地, A 的每一个右特征值都相似于它的一个对角元素.
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引理 3.5 [17,命题 3.8] 若 A 是 Hermite 矩阵, 则 A 的所有右特征值都是实数; 而且, λ 是 A 的谱

特征值当且仅当 λ 是实数, 且 λ 是 A 的左 (右) 特征值.

矩阵理论中的 Schur 受控定理可以推广到简单 Jordan 代数.

引理 3.6 [19,推论 4.6] 设 J 是简单 Jordan 代数, {c1, c2, . . . , cr} 是一个 Jordan 标架, 且 a ∈ J
关于 {c1, c2, . . . , cr} 的 Peirce 分解为 a =

∑r
i=1 aici +

∑
i<j aij . 则有

∑k
i=1 a

↓
i 6

∑k
i=1 λ

↓
i (a), ∀ k = 1,

2, . . . , r, 并且当 k = r 时等式成立, 其中, λ↓
1(a), λ

↓
2(a), . . . , λ

↓
r(a) 表示按降序排列.

下面分别考虑 5 种基本的简单 Jordan 代数: 实对称矩阵 Sym(Rn×n)、复 Hermite 矩阵 Herm

(Cn×n)、四元数Hermite矩阵Herm(Hn×n)、二次型代数 En+1和 3×3八元数Hermite矩阵Herm(O3×3).

引理 3.7 设 J = Herm(Hn×n), 则对 X,Y ∈ J , X, Y ≻ 0, w = QX1/2Y = X1/2Y X1/2, 存在矩阵

D ∈ J , 使得 D 和 X ◦ Y 有相同的谱特征值, 且 D 的对角元素与 w 的谱特征值相同.

证明 由引理 3.3 可知, 存在酉矩阵 U ∈ Hn×n 使得 U∗XY U = T , 其中, T 是上三角矩阵, 则

T = U∗XY U = U∗X1/2(X1/2Y X1/2)X−1/2U = (X−1/2U)−1w(X−1/2U),

即 T 和 w 相似. 由引理 3.5 可知, w 的每一个右特征值都是实数, 且

λ ∈ σsp(w) ⇔ λ ∈ σr(w). (3.8)

由于相似矩阵有相同的右特征值, 则

λ ∈ σr(w) ⇔ λ ∈ σr(T ). (3.9)

因此, T 的右特征值都是实数. 又由引理 3.4 得

λ ∈ σr(T ) ⇔ λ = tii, (3.10)

其中, tii 是 T 的对角元素.

令 D = 1
2 (T + T ∗), 则 D 是 Hermite 矩阵, 且有

X ◦ Y =
1

2
(XY + (XY )∗) =

1

2
U(T + T ∗)U∗ = UDU∗,

即 X◦Y 与 D相似. 又由引理 3.2和 3.5可知,它们具有相同的谱特征值.同时,由等价关系 (3.8)–(3.10)

可知, λ 是 w 的谱特征值当且仅当 λ 是 D 的对角元素.

对于复 Hermite 矩阵 A ∈ Cn×n, 其左特征值和右特征值都等同于谱特征值, 因此, 在不引起混淆

时下面简称为特征值.

引理 3.8 设 J = Herm(Cn×n) 或 Sym(Rn×n), 则对 X,Y ∈ J , X, Y ≻ 0,

w = QX1/2Y = X1/2Y X1/2,

存在矩阵 D ∈ J , 使得 D 和 X ◦ Y 有相同的特征值, 且 D 的对角元素与 w 的特征值相同.

证明 首先,由 X,Y ≻ 0和 XY = X1/2X1/2Y X1/2X−1/2 = X1/2wX−1/2 可知, XY 的所有特征

值都是实数. 由 Schur 酉三角化定理 [20,定理 2.3.1], 存在酉矩阵 U ∈ Cn×n 使得 U∗XY U = T = [tij ] 是

上三角矩阵, 并且其对角元素满足 t↓ii = λ↓
i (XY ) = λ↓

i (w), i = 1, 2, . . . , n. 此外, 若 X,Y ∈ Sym(Rn×n),

则 U 可以取成实的正交矩阵. 令 D = 1
2 (T + T ∗), 则 dii = tii, i = 1, 2, . . . , n, 且

X ◦ Y =
1

2
(XY + (XY )∗) =

1

2
U(T + T ∗)U∗ = UDU∗,
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故 λ↓
i (D) = λ↓

i (X ◦ Y ), i = 1, 2, . . . , n.

引理 3.9 设 J = Sym(Rn×n), Herm(Cn×n), Herm(Hn×n), Herm(O3×3) 或 En+1, 则下式成立:

k∑
i=1

λ↓
i (w) 6

k∑
i=1

λ↓
i (X ◦ Y ), ∀ k = 1, 2, . . . , r,

并且当 k = r 时等式成立, 其中, r 是 J 的秩.

证明 对于 J = Sym(Rn×n), Herm(Cn×n)或 Herm(Hn×n),有 r = n [12,第 97页]. 由引理 3.7和 3.8

可知, 存在矩阵 D = [dij ] ∈ J 使得

d↓ii = λ↓
i (w), λ↓

i (D) = λ↓
i (X ◦ Y ), i = 1, 2, . . . , n.

令 Ei = Diag(ei), i = 1, . . . , n,其中, ei 表示第 i个分量为 1其他分量全为 0的列向量,则 {E1, . . . , En}
是 Jordan 标架. 设 D 的 Peirce 分解为 D =

∑n
i=1 diiEi +

∑
i<j Dij . 利用引理 3.6 可得

k∑
i=1

d↓ii 6
k∑

i=1

λ↓
i (D), ∀ k = 1, 2, . . . , n,

且当 k=n 时等式成立. 因此,
∑k

i=1 λ
↓
i (w) 6

∑k
i=1 λ

↓
i (X ◦ Y ), ∀ k = 1, 2, . . . , n, 且当 k=n 时等式成立.

对于 J = Herm(O3×3), 有 r = 3 [12,推论V.2.3], 则由引理 2.3 可得

λ↓
1(w) 6 λ↓

1(X ◦ Y ), λ↓
3(w) > λ↓

3(X ◦ Y ),

λ↓
1(w) + λ↓

2(w) + λ↓
3(w) = λ↓

1(X ◦ Y ) + λ↓
2(X ◦ Y ) + λ↓

3(X ◦ Y ).

进而可得

λ↓
1(w) + λ↓

2(w) 6 λ↓
1(X ◦ Y ) + λ↓

2(X ◦ Y ).

对于 J = En+1, 有 r = 2, 则同样由引理 2.3 可证.

引理 3.10 设 J = Sym(Rn×n), Herm(Cn×n), Herm(Hn×n), Herm(O3×3) 或 En+1, 则对任意

的 x, y ≻ 0 和 τ, µ > 0, 都有 ∥(τµe− w)+∥F 6 ∥(τµe− x ◦ y)+∥F , 其中, w = Qx1/2y.

证明 设 w和 x◦y 的谱特征值满足降序排列,即 λ1(w) > · · · > λr(w), λ1(x◦y) > · · · > λr(x◦y).
令 λ′

i = τµ− λi(w), σ
′
i = τµ− λi(x ◦ y), i = 1, 2, . . . , r, 则 λ′

1 6 · · · 6 λ′
r, σ

′
1 6 · · · 6 σ′

r.

由引理 3.9 可得
∑k

i=1 λ
′
i >

∑k
i=1 σ

′
i, ∀ k = 1, 2, . . . , r, 且当 k = r 时等式成立. 由 Schur 受控定理

的逆定理 [20,定理 4.3.32], 存在实对称矩阵 A = [aij ] ∈ Rr×r 满足

aii = λ′
i, λi(A) = σ′

i, i = 1, 2, . . . , r.

由 A+ 和 A− 的定义可得 (A+)ii = aii− (A−)ii > aii = λ′
i,故 (A+)ii > (λ′

i)
+, i = 1, 2, . . . , r. 因此,

∥A+∥2F >
r∑

i=1

(A+)2ii >
r∑

i=1

((λ′
i)

+)2 =
∑
λ′
i>0

(λ′
i)

2 = ∥(τµe− w)+∥2F .

另一方面,

∥A+∥2F =

r∑
i=1

(λ+
i (A))2 =

r∑
i=1

((σ′
i)

+)2 =
∑
σ′
i>0

(σ′
i)

2 = ∥(τµe− x ◦ y)+∥2F .
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证毕.

定理 3.1 的证明 由定理 2.5 可知, 一个 Euclid Jordan 代数可以唯一的表示成一些简单 Euclid

Jordan 代数的直和, 即 J = J1 × J2 × · · · × Jm, 其中, Ji 是简单 Euclid Jordan 代数. 设 J 的单位
元 e = (e1, e2, . . . , em), ei 是 Ji 的单位元. 则有 τµe − x ◦ y = (τµe1 − x1 ◦ y1, . . . , τµem − xm ◦ ym),

τµe− w = (τµe1 − w1, . . . , τµem − wm), 其中, wi = Q
x
1/2
i

yi. 利用 (2.2) 和 (2.3) 可得

∥(τµe− x ◦ y)+∥2F = ∥((τµe1 − x1 ◦ y1)+, . . . , (τµem − xm ◦ ym)+)∥2F =
∑

∥(τµei − xi ◦ yi)+∥2F ,

∥(τµe− w)+∥2F = ∥((τµe1 − w1)
+, . . . , (τµem − wm)+)∥2F =

∑
∥(τµei − wi)

+∥2F .

由引理 3.10 和定理 2.4 可知, 对任意的 i = 1, 2, . . . ,m 都有

∥(τµei − wi)
+∥2F 6 ∥(τµei − xi ◦ yi)+∥2F .

因此,

∥(τµe− w)+∥2F 6 ∥(τµe− x ◦ y)+∥2F .

由此即得 (3.7).

4 路径跟踪算法及其复杂性分析

本节首先给出对称锥规划的路径跟踪算法, 然后分析算法的迭代复杂性. 下面的引理给出了互补

松弛条件 x ◦ s = µe 的一个等价条件.

引理 4.1 [6,引理 28] 设 x, s ∈ intK, 且 p 可逆, 则 x ◦ s = µe 当且仅当 Qpx ◦Qp−1s = µe.

因此, 给定 p ∈ intK, 中心系统 (3.4) 等价于

Ãx̃ = b, x̃ ∈ K,

Ã∗y + s̃ = c̃, s̃ ∈ K, y ∈ Rm,

x̃ ◦ s̃ = µe, (4.1)

其中, Ã = AQp−1 , c̃ = Qp−1c, x̃ = Qpx, s̃ = Qp−1s. 由 (4.1) 得到的方向称为 Monteiro-Zhang 族. 记

C(x, s) := {p : p ∈ intK使得Qpx和Qp−1s算子可交换},

C(x, s) 称为 “可交换类”. 当取 p = s1/2 或 x−1/2 时得到 xs 和 sx 方向; 取

p = [Qx1/2(Qx1/2s)−1/2]−1/2 = [Qs−1/2(Qs1/2x)
1/2]−1/2 (4.2)

时得到 Nesterov-Todd (NT) 方向. 对于 NT 尺度 p, 容易验证 Qpx = Qp−1s, 即 x̃ = s̃.

令 w̃ = Qx̃1/2 s̃. 由于 Qx1/2 关于内积对称, 则 ⟨x, s⟩ = ⟨Qx1/2e, s⟩ = ⟨e,Qx1/2s⟩. 又由命题 2.2 可

知, w 和 w̃ 有相同的谱,故 µ=⟨x, s⟩/r=⟨x̃, s̃⟩/r= µ̃. 由此可得邻域的尺度不变性,即 (x, y, s)∈N (τ, β)

当且仅当 (x̃, y, s̃) 包含于相应的变尺度的邻域. 我们把变尺度的邻域仍然记为 N (τ, β).

设当前迭代点 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β), 定义一个与当前迭代点有关的量

v := (τµe− x̃ ◦ s̃)+ + η(τµe− x̃ ◦ s̃)− + x̃ ◦ s̃, (4.3)

698



中国科学 : 数学 第 43 卷 第 7 期

其中, τ ∈ (0, 1), η = −tr((τµe− x̃ ◦ s̃)+)/tr((τµe− x̃ ◦ s̃)−). 直接计算可知, tr(v)/r = tr(x̃ ◦ s̃)/r = µ,且

0 6 η =
tr(τµe− x̃ ◦ s̃)− tr((τµe− x̃ ◦ s̃)−)

−tr((τµe− x̃ ◦ s̃)−)
=

−(1− τ)rµ

−tr((τµe− x̃ ◦ s̃)−)
+ 1 < 1.

因此, v − τµe = (τµe− x̃ ◦ s̃)+ + η(τµe− x̃ ◦ s̃)− + x̃ ◦ s̃− τµe = −(1− η)(τµe− x̃ ◦ s̃)− ≽ 0, 故

v ≽ τµe. (4.4)

相应于变尺度系统 (4.1), 算法的搜索方向 (∆x̃,∆y,∆s̃) 由下面线性系统解得,

Ã∆x̃ = 0,

Ã∗∆y +∆s̃ = 0,

∆x̃ ◦ s̃+ x̃ ◦∆s̃ = tv − x̃ ◦ s̃, (4.5)

其中, t ∈ [0, 1] 是待定参数. 则新的迭代为

(x̃(t), y(t), s̃(t)) := (x̃, y, s̃) + (∆x̃,∆y,∆s̃). (4.6)

算法 1 (邻域跟踪算法) 输入参数 ε > 0, τ, β ∈ (0, 1/3], 初始点 (x0, y0, s0) ∈ N (τ, β). 计算 µ0

= ⟨x0, s0⟩/r. 置 k := 0.

第 1 步 若 µk 6 εµ0, 算法终止;

第 2 步 计算 NT 尺度 p;

第 3 步 由 (4.5) 计算方向 (∆x̃k,∆yk,∆s̃k), 并求满足 (x̃k(t), yk(t), s̃k(t)) ∈ N (τ, β), ∀ t ∈ [t̄k, 1]

的最小值 t̄k > 0;

第 4 步 令 (xk+1, yk+1, sk+1) = (Qp−1 x̃k(t̄k), y
k(t̄k), Qps̃

k(t̄k)), µk+1 = t̄kµk. 置 k := k + 1, 转

第 1 步.

下面先证明一些技术引理, 然后给出算法的多项式收敛性定理. 为简化起见, 在不引起混淆时省

略迭代指标 k. 首先, 通过简单计算可得下面的两个引理.

引理 4.2 下面结论成立:

(1) ⟨∆x̃,∆s̃⟩ = 0;

(2) x̃(t) ◦ s̃(t) = tv +∆x̃ ◦∆s̃;

(3) µ(t) := ⟨x̃(t), s̃(t)⟩/r = tµ.

引理 4.3 设 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β), 则 tr ((τµe− x̃ ◦ s̃)−) 6 −(1− τ)rµ, tr ((τµe− x̃ ◦ s̃)+) 6 √
rβτµ.

引理 4.4 设 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β), p 为 NT 尺度. 若 τ, β ∈ (0, 1/3], 则

∥(Lx̃Ls̃)
−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)+∥2F 6 βτµ/2, ∥η(Lx̃Ls̃)

−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)−∥2F 6 βτµ/4.

证明 设 {c1, c2, . . . , cr} 是 Jordan 标架, 且有谱分解 x̃ = s̃ =
∑r

i=1 λici, 则 x̃ ◦ s̃ =
∑r

i=1 λ
2
i ci.

因此,

∥(Lx̃Ls̃)
−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)+∥2F =

∥∥∥∥L−1
x̃

∑
(τµ− λ2

i )
+ci

∥∥∥∥2
F

=

⟨
L−1
x̃

∑
(τµ− λ2

i )
+ci, L

−1
x̃

∑
(τµ− λ2

i )
+ci

⟩
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=

⟨∑
(τµ− λ2

i )
+ci/λi,

∑
(τµ− λ2

i )
+ci/λi

⟩
=

∑
[(τµ− λ2

i )
+]2/λ2

i

6 (βτµ)2/((1− β)τµ) 6 βτµ/2, (4.7)

其中, 第三个等式由 L−1
x̃ ci = ci/λi 得到, 第一个不等式由 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β) 得到, 最后的不等式用到

β 6 1/3. 同理可得

∥(Lx̃Ls̃)
−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)−∥2F =

∑
[(τµ− λ2

i )
−]2/λ2

i =
∑

[(λi − τµ/λi)
+]2 6

∑
λ2
i = rµ.

利用引理 4.3 和 τ, β ∈ (0, 1/3] 可得

η =
tr((τµe− x̃ ◦ s̃)+)
−tr((τµe− x̃ ◦ s̃)−)

6
√
rβτµ

(1− τ)rµ
=

βτ

(1− τ)
√
r
6

√
βτ

2
√
r
.

故

∥η(Lx̃Ls̃)
−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)−∥2F = η2∥(Lx̃Ls̃)

−1/2(τµe− x̃ ◦ s̃)−∥2F 6 βτµ/4.

引理 4.4 证毕.

下面的引理给出了二次项 ∆x̃ ◦∆s̃ 的一个界.

引理 4.5 设 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β), p 为 NT 尺度, 且 τ, β ∈ (0, 1/3]. 若 1−
√
βτ/r 6 t 6 1, 则

∥∆x̃ ◦∆s̃∥F 6 tβτµ.

证明 由 x̃ = s̃ 可得 Lx̃ = Ls̃. 则方程组 (4.5) 中最后一个方程可化为 Lx̃(∆x̃ +∆s̃) = tv − x̃2.

两边同时乘以 L−1
x̃ , 并取范数然后平方可得

∥∆x̃∥2F + ∥∆s̃∥2F + 2⟨∆x̃,∆s̃⟩ = ∥L−1
x̃ (tv − x̃2)∥2F

= ∥tL−1
x̃ (v − x̃2)− (1− t)x̃∥2F

= t2∥L−1
x̃ (v − x̃2)∥2F + (1− t)2∥x̃∥2F , (4.8)

其中, 最后的等式用到正交性 ⟨L−1
x̃ (v − x̃2), x̃⟩ = ⟨v − x̃2, e⟩ = tr(v − x̃2) = 0. 由引理 4.4 可得

∥L−1
x̃ (v − x̃2)∥2F = ∥L−1

x̃ (τµe− x̃2)+∥2F + ∥ηL−1
x̃ (τµe− x̃2)−∥2F

+ 2η⟨L−1
x̃ (τµe− x̃2)+, L−1

x̃ (τµe− x̃2)−⟩

6 βτµ/2 + βτµ/4 = 3βτµ/4, (4.9)

其中, 由 (4.7) 的证明过程可知, 第一个等式右端的最后一项等于零.

综合 (4.8) 和 (4.9) 以及正交性 ⟨∆x̃,∆s̃⟩ = 0 可得

∥∆x̃∥2F + ∥∆s̃∥2F 6 3t2βτµ/4 + (1− t)2rµ

6 3t2βτµ/4 + (
√
βτ/r)2rµ

= t(3t/4 + 1/t)βτµ 6 2tβτµ,

其中,第二个不等式由 1−
√

βτ/r 6 t 6 1得到,最后的不等式用到 t > 2/3,以及 3t/4+1/t在区间 (0, 1]

上单调下降. 因此, 由引理 2.2 即得 ∥∆x̃ ◦∆s̃∥F 6 ∥∆x̃∥F ∥∆s̃∥F 6 1
2 (∥∆x̃∥2F + ∥∆s̃∥2F ) 6 tβτµ.
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下面的引理给出了迭代点属于邻域 N (τ, β) 的一个充分条件.

引理 4.6 设 (x̃, y, s̃) ∈ N (τ, β), p 为 NT 尺度, 且 τ, β ∈ (0, 1/3]. 若 1−
√
βτ/r 6 t 6 1, 则

(x̃(t), y(t), s̃(t)) ∈ N (τ, β).

证明 由引理 4.5, 4.2(2) 和 4.2(3) 可得

∥(τµ(t)e− x̃(t) ◦ s̃(t))+∥F = ∥(tτµe− tv −∆x̃ ◦∆s̃)+∥F

6 ∥t(τµe− v)+∥F + ∥(−∆x̃ ◦∆s̃)+∥F

6 ∥∆x̃ ◦∆s̃∥F 6 tβτµ = βτµ(t),

其中, 第一个不等式由引理 3.1 得到, 第二个不等式由 (4.4) 得到. 由邻域的包含关系 (3.6) 可得

λ(x̃(t) ◦ s̃(t)) > (1− β)τµ(t) > 0.

故由引理 2.1可知, det(x̃(t)) ̸= 0且 det(s̃(t)) ̸= 0. 因此,利用 x̃, s̃ ≻ 0和连续性可得 x̃(t) ≻ 0, s̃(t) ≻ 0.

进一步, 由定理 3.1 可得

∥(τµ(t)e− w̃(t))+∥F 6 ∥(τµ(t)e− x̃(t) ◦ s̃(t))+∥F 6 βτµ(t),

其中, w̃(t) = Qx̃(t)1/2 s̃(t). 综上可得 (x̃(t), y(t), s̃(t)) ∈ N (τ, β).

在实际计算中, 算法 1 的第 3 步的 t̄ 并不需要精确求解. 由引理 4.6, t̄ 的计算可采用下面方式:

令 t̂ = 1−
√

βτ/r, 在区间 [0, t̂] 中用二分法, 求满足 (x̃(t̄), y(t̄), s̃(t̄)) ∈ N (τ, β) 的最小值.

下面的定理给出了算法 1 终止时的一个迭代界.

定理 4.1 算法 1 至多在迭代 O(
√
r log ε−1) 次后停止.

证明 由引理 4.6 可知, 在每次迭代中都有 t̄k 6 1−
√
βτ/r. 因此,

µk = t̄kµk−1 6 (1−
√
βτ/r)kµ0.

由此即证.

需要指出的是,若 t是 t̄的近似值,且满足 t 6 1−
√

βτ/r,则算法的迭代复杂性仍为 O(
√
r log ε−1).

5 结论

基于 Nesterov-Todd (NT) 方向, 本文把线性规划的邻域跟踪算法推广到了对称锥规划. 给定邻域

中一个初始可行点,算法的迭代复杂性为 O(
√
r log ε−1),这是对称锥上内点算法最好的复杂性结果.然

而, 对称锥规划的邻域跟踪算法中仍然有一些问题有待研究. 本文算法基于 NT 方向, 对于其他方向,

如搜索方向的 “可交换类”, 邻域跟踪算法是否具有多项式收敛性值得进一步研究. 另一方面, 如何设

计邻域跟踪算法的不可行算法, 从而改进不可行内点算法的复杂性也是我们下一步研究内容.

致谢 衷心感谢评阅人给予的评价和指导意见.
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Neighborhood-following algorithms for symmetric cone

programming

LIU ChangHe, LIU HongWei & SHANG YouLin

Abstract The neighborhood-following algorithm of linear programming, developed by Ai, is extended to

symmetric cones. We define a new wide neighborhood N (τ, β) and prove a key property which plays a crucial

role in the complexity analysis. Staring with an initial point in N (τ, β), the complexity bound is O(
√
r log ε−1)

for the Nesterov-Todd (NT) direction, where r is the rank of the associated Euclidean Jordan algebra and ε > 0

is the required precision. Then, we get the best complexity bound of wide neighborhood interior-point algorithm

for symmetric cone programming.
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