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摘要 实际的工程结构可能因遭受强烈的非线性随机振动而发生失效, 但现有的理论和方法仍远未满足实际需

求, 尤其对高维强非线性系统. 此外, 系统在达到稳态之前通常会经历较长时间的瞬态阶段, 此阶段系统就可能失

效. 因此, 开展高维强非线性系统的瞬态响应分析具有重要意义. 到目前为止, 描述这类系统概率响应的经典理论

仍然是Fokker-Planck-Kolmogorov(FPK)方程. 然而, 随着方程维数的增加, 求解此方程有限差分和有限元等网格

依赖型数值方法因为维数灾难, 求解效率很快降低, 甚至无法求解. 本文结合FPK方程降维策略, 提出一种无网格

求解技术, 高效求解多维瞬态FPK方程(本文算例最高为5维). 具体而言, 利用子空间分解法, 对高维FPK方程进行

降维. 随后, 结合物理与数据驱动的策略, 基于少量确定性分析的先验数据, 采用连续时间的径向基神经网络对复

杂形状的时变等价漂移系数和扩散系数进行估计, 并基于短时高斯假设对具有奇异性的初始条件进行处理. 最

后, 利用无网格的物理信息径向基神经网络结合超球体采样策略, 求解降维瞬态FPK方程, 获得感兴趣物理量的

非高斯联合概率密度函数(probability density function, PDF).通过两个高维非线性系统的数值算例,并与蒙特卡罗

模拟(Monte Carlo simulation, MCS)结果对比, 验证了所提方法的精度和效率. 结果表明, 仅需400次左右的确定性

分析, 所提方法就能准确高效地捕捉到降维方程各个时刻响应的联合PDF, 其尾部精度达10−4
量级, 求解效率可达

到MCS的3700倍.
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1 引言

工程结构在服役期间不可避免地会经历强烈的非

线性随机振动, 这类问题在工程实践中普遍存在且影

响重大
[1,2]. 例如, 高层建筑和长跨桥梁等大型基础设

施在地震、强风等极端荷载作用下, 常发生剧烈的非
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线性随机振动, 可能导致结构局部损伤甚至整体倒塌,
严重威胁人民生命财产安全和社会经济发展. 因此, 深
入研究非线性随机振动问题具有重要的理论和工程

意义.
自20世纪60年代以来, 国内外学者对非线性随机

振动问题进行了系统性研究, 发展了多种分析方法,
如Fokker-Planck-Kolmogorov(FPK)方程法

[3]
、统计矩

法
[4]
、等效线性化法

[5,6]
、蒙特卡罗模拟(Monte Carlo

simulation, MCS)法[7]
和路径积分法

[8,9]
等, 这些方法都

有一些优缺点. 近年来, 随着物理信息神经网络等数据

驱动方法的兴起, FPK方程的近似求解和数值方法取

得了显著进展. 然而, 现有方法在求解维度上仍面临

重大挑战, 大部分方法仅适用于4维以内的低维系统,
极少数可扩展至8维[10~12], 而实际工程系统往往涉及

多自由度耦合、材料非线性和边界条件不确定性等因

素, 维度可达几百甚至上千维. 这种维度限制严重制约

了理论方法的工程适用性, 凸显了高维非线性随机振

动分析的复杂性与挑战性.
降维是解决高维非线性随机振动问题的有效策略

之一. 随机平均法是一种常用的降维方法, 若哈密顿系

统可积, 平均系统维数可减半; 若不可积, 原系统可近

似为一维系统
[13,14]. 子空间投影法是另一类重要降维

技术, 该方法可将原高维FPK方程降维至仅包含感兴

趣状态变量的任意维方程. Er首先采用等效线性化法

推导了降维FPK方程未知系数的近似表达式, 但该方

法不适用于本质非线性和纯参激等强非线性系统
[15].

Chen等人证明了降维FPK方程中的未知系数实质上是

条件均值函数
[16], 并将其命名为等效漂移系数. 该团

队进一步发展了基于随机模拟的系数估计方法, 并将

该方法拓展至系统参数和外激励均随机的系统分

析
[17]

和应用于泊松白噪声激励系统
[18]

与碰撞系统
[19].

最近, Xiao等人借助最优决策理论, 证明了降维FPK方
程中未知系数的最优回归函数是样本点的条件均值函

数; 引入径向基神经网络来估计强非线性系统中具有

复杂形状的等价漂移和扩散系数函数, 并结合物理信

息神经网络来加速降维FPK方程的求解, 为高维强非

线性系统的随机振动分析提供了有效的工具
[20,21].

高维非线性系统的瞬态响应预测是非线性随机振

动领域中最为重要的问题之一
[22,23]. 一方面, 瞬态响应

描述了系统的实时动态行为, 可用于系统的优化设

计、系统控制和可靠性评估. 另一方面, 系统在达到

稳态之前会经历较长时间的瞬态阶段, 在此阶段, 系

统就有可能发生失效. 以工程结构在地震作用下的响

应为例, 在强震发生的初始阶段, 结构的瞬态响应往

往起着决定性作用, 直接关系到结构的抗震性能和安

全评估. 因此, 深入研究非线性系统在随机激励下的

瞬态响应特性具有重要的理论意义和工程价值.
上述的子空间投影法仅将高维瞬态FPK方程降维

至1~3维的方程, 进而仅能获得系统1~2个重要状态变

量的联合分布, 主要原因是随着维度的增加, 传统的

有限差分和有限元法等网格依赖型数值方法因为维数

灾难, 求解效率很快降低, 甚至无法求解. 实际工程可

能关心更多状态变量的联合分布. 因此, 在作者前期研

究的高维稳态FPK方程求解方法基础上, 本文尝试将

其拓展至更为一般的加性和/或乘性白噪声激励下高

维强非线性系统的联合瞬态响应预测. 全文结构如下:
第2节详细叙述了高维瞬态FPK方程的降维; 第3节叙

述了所提方法和实施步骤; 第4节通过对两个高维强

非线性系统的数值分析, 并将所提方法结果与MCS数
据进行对比, 验证了其在精度和效率方面的优势; 第5
节对全文进行了总结, 并展望了未来研究方向.

2 降维瞬态FPK

考虑如下受高斯白噪声激励的n维非线性系统:

t t t tX A X B Xd
d = ( , ) + ( , ) ( ), (1)

式中X为n × 1的状态向量; tA X( , )为n × 1涉及阻尼和非

线性力的向量; tB X( , )为n r× 的荷载影响矩阵; t( )=

t t t[ ( ), ( ), … , ( )]r1 2
T为r × 1的高斯白噪声激励, t( )的

均值 E t 0[ ( )] = 和协方差矩阵的均值 E t t[ ( ) ( )]T =

t tD2 ( ), 其中 D2 是r r× 的强度矩阵, ( )是狄拉克

函数.
引入Wong-Zakai修正项, 式(1)可转化为如下的伊

藤随机微分方程
[24]:

t t t tX A X X Wd = ( , )d + ( , ) d ( ), (2)

式中的漂移项和扩散项分别为

t t
t

X
t

t

A X A X
B X

B X

X B D B

( , ) = ( , ) +
( , )

(D) ( , ),

( , ) = (2 ) ,
(3)l

n

l
l

=1

T

T
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且 tW( )是r × 1的维纳过程向量.
当不考虑初始条件随机性时, 描述了系统状态变

量X的实时概率密度函数(probability density function,
PDF) p tx( , )X 的瞬态FPK方程为

p t
t

t p t
x x

A t p t
x x x

x x x

x x

( , ) =
( , ) ( , )
2

[ ( , ) ( , )] ,  , . (4)

ij

i j

i

i
i j

n

X X

X
X

2

R

边界条件为
[15]

A t p t

t p t
x i j n

x x

x x

( , ) ( , ) = 0,

[ ( , ) ( , )]
= 0,   , = 1, 2, … , .

(5)
i x

ij

i
x

X

X

i

i

归一化条件、非负性条件和初始条件为

p t

p t

p t x x j n

x x

x

x

( , )d = 1,

 ( , ) 0,

( , ) = ( ),  = 1, 2, … , .

(6)

j

n

j j

X

X

X 0
=1

0

nR

在式(4)中, A tx( , )i 为漂移系数矩阵 tA X( , )的分量;

ij为扩散系数矩阵 tX( , )的分量.
当考虑初始条件的随机性时, FPK方程式(4)的初

始条件从式(6)中的第3式变为

p t p tx x( , ) = ( , ), (7)X X0 0 0

式中p tx( , )X 0 0 表示初始时刻系统的状态变量满足的分布.
由于维度灾难的限制, 高维FPK难以求解. 实际工

程中通常只关心一些关键的物理量的联合分布, 比如

大跨桥梁的跨中位移和速度. 本研究采取对高维瞬态

FPK方程降维的策略.
为了方便 , 把状态变量X分成感兴趣的物理

量X n
X1 1

R 和不感兴趣的量X n
X2 2

R , 也就是X=

X X{ , } = ×n n n
X X X1 2 1 2

R R R . 感兴趣物理量X1的PDF

用 p tx( , )X 11
表示. 引入等价漂移系数a tx( , )i

e
1

[16]
和等价

扩散系数b tx( , )ij
e

1 , 结合边界条件式(5), 对式(4)进行降

维, 可得到如下的降维瞬态FPK方程
[20]:

p t
t

b t p t
x x

a t p t
x x x

x x x

x x

( , )
=

( , ) ( , )
2

( , ) ( , )
,  , , (8)

ij
e

i j

i
e

i
i j

n

X X

X
X

1
2

1 1

1 1

1 1

1

1
R

式中a tx( , )i
e

1 和b tx( , )ij
e

1 分别为原系统漂移系数A tx( , )i

和扩散系数 tx( , )ij 在给定X x=1 1下的条件期望, 具体

表达式如下:

a t E A t

b t E t

x x X x

x x X x

( , ) = ( , ) = ,

( , ) = ( , ) = .
(9)

i
e

i

ij
e

ij

1 1 1

1 1 1

不考虑与考虑初始条件的随机性, 降维FPK方程

式(8)的初始条件可以分别写为下面的两个表达式:

p t
x x x

p t
x

x
( , ) =

( ),  ,

( , ),
(10)j

n

j j j
n

X
X

X

1 0 =1
0

1,0 0

1

1

1

1

R

式中n1表示X1的维度, p tx( , )X 1,0 01
表示t0时刻感兴趣状

态变量X1满足的分布.

注意, 降维FPK方程式(8)只与感兴趣的物理量X1

有关, 与系统整体维数无关, 有效地避免了维数灾难

问题. 同时该方法具有广泛适用性, 可应用于外激、

纯参激及外激与参激励耦合情形, 为高维非线性系统

的瞬态响应分析提供了强有力的理论工具. 对于更为

一般的非白噪声激励情形, 可采用扩展状态变量, 将

原系统和以白噪声为输入的滤波系统组成为扩展的系

统, 建立相应的FPK方程, 然后再对该方程进行降

维
[24]. 接下来, 将结合物理和数据驱动的策略, 基于少

量确定性分析的先验数据, 采用神经网络的方法来求

解方程式(8).

3 降维瞬态FPK方程的数值计算方法

3.1 连续时间的径向基神经网络回归

文献[20]基于统计决策理论证明了回归分析的最

优解是给定样本的条件均值函数. 因此, 可以通过回归

的方法估计条件均值函数a tx( , )i
e

1 和b tx( , )ij
e

1 . 对于本

文研究的问题, 可通过一定数量的确定性分析给出样

本. 下面结合物理和数据驱动的策略, 基于少量确定

性分析的先验数据, 采用连续时间的径向基神经网络

回归模型估计a tx( , )i
e

1 和b tx( , )ij
e

1 , 即

u t wx x v( , ) = ( , ), (11)
j

N

j j j
^

1
=1

1
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其中u tx( , )^
1 为近似的a tx( , )i

e
1 或b tx( , )ij

e
1 ; tx x= ( , )1

T为

网络的输入; wj和N分别为基函数 x v( , )j j1 的权重和个

数. 选择高斯函数作为基函数, 表达式为

j Nx v
x v

( , ) = exp
2

,  = 1, 2, , , (12)j j
j

j
1

1
2

式中vj和 j为第j个基函数的中心点和宽度. 选用均方

误差作为损失函数:

m u t u tx xMSE = 1 ( , ) ( , ) , (13)
k

m
k k

1 =1

( )
1

^ ( )
1

21

式中m1表示分布在整个时空域内用于训练的样本点

数; u tx( , )k( )
1 为通过确定性分析获得的时变漂移系数

或扩散系数样本. 选用Adam优化器
[25]

训练该模型获

得u x t( , )k^ ( )
1 的最优估计. 径向基神经网络近似时变等

价漂移或者扩散系数的示意图如图1所示. 注意, 选用

径向基神经网络估计a tx( , )i
e

1 和b tx( , )ij
e

1 的时候, 是直

接将整个时空域内的样本点放入网络进行训练, 这样

能充分考虑不同时刻所估计系数之间的相关性. 同时,
样本点覆盖区域内估计的系数精度较好, 通过外插得

到的非覆盖区域的系数可能存在一些误差
[20].

3.2 初始条件

当考虑初始条件的随机性时, 降维FPK方程的初

始条件一般表达为以概率密度函数表示的随机变量

(即式(10)的第2式), 无需特殊处理. 当初始条件为确定

性时, 降维FPK方程的初始条件为具有奇异性的狄拉

克函数(即式(10)的第1式). 为处理其奇异性, 根据短时

高斯假设
[ 2 4 ] , 可近似假设初始时刻附近的PDF

p tx( , )X 1 01
满足正态分布, 本文取t0 = 0.1 s, p tx( , )X 1 01

的表达式为

p tx
x µ x µ

( , ) =
exp 1

2( ) ( )

(2 ) det( )
, (14)nX 1 0

1
T 1

1

1 1

式中 和µ分别表示n n×1 1的协方差矩阵和均值矩阵,

可通过确定性分析的结果来估计. 随后, 从t0时刻开始,

采用物理信息的径向基神经网络逐时间步求解降维

FPK方程
[26,27].

3.3 超球体采样策略

神经网络求解微分方程始于20世纪90年代. 2019
年, 布朗大学Raissi等人系统重构了该方法, 命名为物

理信息神经网络
[28]. 相比于有限差分法、有限元法和

路径积分法等传统网格依赖型的数值方法, 该方法作

为无网格方法, 在计算效率和高维问题求解上具有优

势. Wang等人成功地将物理信息径向基神经网络用于

求解瞬态FPK方程, 但随着维数增加, 训练数据量呈指

数增长, 导致高维FPK方程求解面临存储和计算挑

战
[26,27]. 在实际工程中, 系统状态变量的联合PDF集中

在中心区域并呈径向衰减(如图2), 使用均匀选点策略

会浪费计算资源. 为此, 本文采用高效的超球体采样

法
[29], 来消除冗余的径向基函数中心点和训练样本点,

从而降低计算成本. 步骤如下.
(1) 在n1维单位超立方体中生成均匀分布的数

据点 j k, :

j n k N[ 1, 1] ,  = 1, 2, … , ,  = 1, 2, … , , (15)j k
n

, 1 0
1

式中N0表示总的数据点数.

(2) 选出单位超球体内的样本点 j k, , 记为 j k
^

, ,

j k
^

, 满足如下条件:

1. (16)
j

n

j k
=1

^
,
21

2维情况下单位超球内所选数据点的示意图见

图3(a). 为了评估超球体采样策略的有效性, 引入筛选

率 , 其表达式为

N
N= , (17)

^

0

图 1 (网络版彩图)径向基神经网络近似时变等价漂移或者
扩散系数
Figure 1 (Color online) Radial basis neural networks approximate the
time-varying equivalent drift or diffusion coefficients.
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式中N^ 表示单位超球内保留的数据点数. 如果选择的

数据点足够密集, 筛选比就可以近似计算为单位超球

体与单位超立方体的体积之比:

U
M

n n k

n

n n k

= =
2 2 !

, = 2, 4, … , 2 ,

1
2 !

! , = 3, 5, … , 2 + 1,

(18)n

n

n

n

n

2

1
1

1
1

2

1
1

1

1

1

1

1

式中Un1
和Mn1

分别表示单位超球体与单位超立方体的

体积. 从图3(b)中可以看出, 筛选率随着维数的增加呈

指数下降, 说明超球体采样方法可以有效地减少计算

资源, 尤其是在维数较大的情况下.

(3) 对选定的数据点 j k
^

, 执行缩尺和平移变换:

( )
a b

a b a b a b

= +

= + , + , … , + , (19)

j k j j k j

k k n n k n

,
^

,

1
^

1, 1 2
^

2, 2
^

,1 1 1

式中 j l, 表示径向基函数中心点或训练样本点 ,

a a a( , , … , )n1 2 1
和 b b b( , , … , )n1 2 1

分别表示其对应的半径

和中心位置.

图 2 (网络版彩图)实际工程中的联合PDF. (a) 案例1; (b) 案例2
Figure 2 (Color online) Joint PDFs in practical engineering. (a) Case 1; (b) case 2.

图 3 (网络版彩图)超球采样方法示意图. (a) 超球体内的样本点(n = 21 ); (b) 理想筛选率与维数的关系
Figure 3 (Color online) Diagram of hypersphere sampling method. (a) The samples within and outside the hypersphere (n1 = 2); (b) the ideal
screening ratio VS the dimension.
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3.4 实施步骤

本文所提的方法具体实施步骤如下.
第一步: 对高维的瞬态FPK方程进行降维, 得到降

维的瞬态FPK方程式(8).

第二步: 生成m条白噪声样本曲线 t{ ( )}k
k
m( )

=1并逐

条代入式(1), 然后采用4阶Runge-Kutta法[30,31]
对式(1)

进行确定性分析 , 得到先验时程数据{ }tX ( )k
k

m
1
( )

=1
,

{ }A tX( , )i
k

k

m( )
=1
和{ }tX( , )ij

k
k

m( )
=1
.

第三步: 基于先验数据对{ }t A tX X( ), ( , )k
i

k
k

m
1
( ) ( )

=1
和

{ }t tX X( ), ( , )k
ij

k
k

m
1
( ) ( )

=1
, 采用连续时间的径向基神经网

络近似整个时空域内的等价漂移系数a tx( , )i
e

1 和等价

扩散系数b tx( , )ij
e

1 . 同时基于{ }t tX ( = )k
k

m
1
( )

0 =1
, 利用式(14)

估计初始时刻附近的PDF p tx( , )X 1 01
.

第四步: 将a tx( , )i
e

1 , b tx( , )ij
e

1 和 p tx( , )X 1 01
代入降维

的FPK方程式(8), 采用物理信息的径向基神经网络结

合超球体采样策略对其进行求解.

4 数值算例

本文通过两个数值算例并与MCS数据对比, 来验

证所提方法的精度和效率.

4.1 算例1: 10自由度Van der pol系统

Van der pol系统常用于描述电子管电路中的非线

性振荡现象、心脏电生理活动以及工程结构振动控制

系统中的非线性阻尼特性等. 由于系统中位移的平方

与速度之间存在强非线性耦合, 系统的PDF呈现多峰

形态, 常用于检测各种非线性随机振动方法的精度.
本文考察一个受加性和乘性高斯白噪声激励下的10自
由度Van der pol系统

[32], 其运动方程为

x µ a x x x x
t x t

x µ a x x x x x
t x t i

x µ a x x x x
t x t

¨ + ( 1) + (1 + + )
= ( ) + ( ),

¨ + ( 1) + (1 + + )
= ( ) + ( ),  = 2, 3, … , 9,

¨ + ( 1) + (1 + + )
= ( ) + ( ),

(20)i i i i i i i i i i i i

i i i

1 1 1 1
2

1 1 1 1 1 2

1 1 2
2

1 +1

2 1 2

10 10 10 10
2

10 10 9 10 10 10

19 10 20

式中xi, xi和ẍi分别表示无量纲的位移、速度和加速度;

µi = 1.5, ai = 4, i = 0.1, i = 1; i表示相互独立的高斯

白噪声激励, 强度为2D = 1. 本算例不考虑初始条件的

随机性.
假设关心物理量x1和x1的联合分布, 建立如下的3

维降维FPK方程:

p x x t
t

b x x t p
x x

a x x t p
x

a x x t p
x

( , , ) =
( , , )

2
( , , )

( , , )
. (21)

e e

e

1 1
2

22 1 1

1 1

1 1 1

1

2 1 1

1

根据定义
[20], 式(21)中a x x t( , , )e

1 1 1 和b x x t( , , )e
22 1 1 存

在解析解, a x x t( , , )e
2 1 2 需要结合物理和数据驱动的策

略来近似, 各系数表达式为

a x x t E x X t x X t x x

a x x t E x µ a x x

x X t x X t x

b x x t x

( , , ) = ( ) = , ( ) = = ,

( , , ) = ( 1)

                    (1 + + ) ( ) = , ( ) = ,

( , , ) = 2D(1 + ).

(22)

e

e

e

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 2 1 1 1
2

1

1 1 1 1 1 1 1

22 1 1 1
2

注意, 虽然本算例考察系统的漂移和扩散系数是

非时变的, 但是等价漂移系数a x x t( , , )e
2 1 2 与系统响应

有关. 因此, 该系数为时变的, 更具体的可以参考文献

[33]. 基于400次确定性分析的数据, 采用径向基神经

网络来近似a x x t( , , )e
2 1 2 , 近似的a x x t( , , )e

2 1 2 在t = 1和

16 s时如图4所示. 由图可知近似的a x x t( , , )e
2 1 2 呈现复

杂的S形状, 与确定性分析的数据点吻合得很好, 测试

集上的均方误差为0.002, 表明使用径向基神经网络估

计的时变等价漂移系数具有较高的精度.
图5给出了t = 1, 3, 20 s时刻所提方法获得的边缘

PDF位移 p x t( , )1 和速度 p x t( , )1 与4×107 MCS结果的对

比. 由图可知, 随着时间的演化, 位移PDF从单峰向双

峰过渡, 速度PDF一直呈现单峰形状, 但响应的范围逐

渐增大. 在初始3 s内, 系统响应的PDF变化较大, 之后

的响应变化相对较小. 同时, 所提方法获得的PDF与
MCS结果在线性和对数坐标系下对比得很好, 尾部精

度达到10−4, 展示了所提方法的高精度性, 可用于可靠

度评估 . 所提方法与4×107 MCS法获得的联合

PDF p x x t( , , )1 1 在t = 1, 20 s时刻如图6所示. 可以发现

所提方法获得的联合PDF比MCS结果在峰值附近更为
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图 4 (网络版彩图)估计的等价漂移系数a x x t( , , )e
1 1 1 . (a) a x x t( , , )e

1 1 1 (t = 1 s); (b) a x x t( , , )e
1 1 1 (t = 16 s)

Figure 4 (Color online) The estimated equivalent drift coefficient a x x t( , , )e
1 1 1 . (a) a x x t( , , )e

1 1 1 (t = 1 s); (b) a x x t( , , )e
1 1 1 (t = 16 s).

图 5 (网络版彩图) t = 1, 3, 20 s时刻边缘PDF位移p x t( , )1 和速度p x t( , )1 . (a) 位移x1(线性坐标系); (b) 位移x1(对数坐标系); (c) 速
度x1(线性坐标系); (d) 速度x1(对数坐标系)
Figure 5 (Color online) The marginal PDF of displacement p x t( , )1

and velocity p x t( , )1
at t = 1, 3, 20 s. (a) Displacement x1 (linear scale);

(b) displacement x1 (log scale); (c) velocity x1(linear scale); (d) velocity x1 (log scale).
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光滑.
在求解效率方面, 所提方法总用时为196 s, 包括

400次确定性分析6 s, 近似时变等价漂移系数100 s, 求
解降维瞬态FPK方程90 s. 4×107 MCS用时为164 h. 所
提方法的效率为MCS的3012倍. 此外, 由于求解降维

FPK方程耗时较少, 该算例没有采用超球体采样策略.
注意, 对于更高维的系统, 确定性分析的时长将增加,
而所提方法中近似时变等价漂移系数和求解降维

FPK方程的时长不变, 因此所提方法求解效率将更为

突出.

图7描述了t0取值对边缘位移PDF p x t( , )1 和速度

PDF p x t( , )1 的影响. 可以发现当t0 = 0时, 即不对具有

奇异性的初始条件进行处理, 所提方法的位移PDF

p x t( , )1 与MCS的结果有较大的误差 , 而速度PDF

p x t( , )1 只在峰值处有一定的误差. 而当t0 = 0.1或0.3 s

时, 即利用短时高斯假设对具有奇异性的初始条件进

行了处理, 所提方法的边缘位移PDF p x t( , )1 和速度

PDF p x t( , )1 均与MCS的结果对比得很好.

4.2 算例2: 20自由度链式非线性系统

链式多自由度系统常用于描述实际工程中的多层

建筑
[34]

、多跨桥
[35]

、多叶片涡轮机
[36]

等. 本文考察一

个受乘性高斯白噪声激励的20自由度链式非线性系

统, 如图8所示. 该系统的运动方程为

m x C K K K F t i¨ + + + = ( ),  = 1, 2, … , 20, (23)i i i i i i i1

式中m i表示质量; Ci表示非线性阻尼力; Ki表示恢复

力; Ki表示相邻单元之间的耦合非线性恢复力. 其

图 6 (网络版彩图) t = 1, 20 s时刻联合PDF p x x t( , , )1 1 . (a)所提方法(t = 1 s); (b) MCS(t = 1 s); (c)所提方法(t = 20 s); (d) MCS(t =
20 s)
Figure 6 (Color online) The joint PDF p x x t( , , )1 1

at t = 1, 20 s. (a) Proposed method (t = 1 s); (b) MCS(t = 1 s); (c) Proposed method (t = 20 s);
(d) MCS(t = 20 s).
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中K K= = 00 20 , Ci, Ki和Ki的表达式为

C x x i
K k x i
K a x x b x x i

= + ,  = 1, 2, … , 20,
= ,  = 1, 2, … , 20,

= ( ) + ( ) ,  = 1, 2, … , 19,

(24)
i i i i i

i i i

i i i i i i i

3

+1 +1
3

式中ki表示刚度; ai和bi分别表示线性和非线性刚度系

数; i和 i分别表示线性和非线性阻尼系数. 各参数取

值见表1. F t( )i 表示随机激励, 其表达式为

F t x t i( ) = ( ),  = 1, 2, … , 20, (25)i i i

式中 t( )i 表示相互独立的高斯白噪声激励, 具有相同

的强度2D = 0.04 m2/s3.
假设关心第一个单元的位移x1和速度x1与第20个

单元的位移 x20和速度 x20的联合 P D F , 也就是

x x x xX = { , , , }1 1 1 20 20 , 建立如下5维瞬态FPK方程:

p t
t

b t p
x x

b t p
x x

a t p t
x

a t p
x

a t p
x

a t p
x

x x x x

x x x

x x x

x x

( , )
=

( , )
2 +

( , )
2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
,

, , , . (26)

e e

e e

e e

X X X

X X

X X

X

1
2

1,1 1

1 1

2
39,39 1

20 20

1 1 1

1

2 1

1

39 1

20

40 1

20

1 1 20 20
40

1 1 1

1 1

1 1

1
R

根据定义, 式(26)中a t xx( , ) =e
1 1 1, a t xx( , ) =e

40 1 20,

b t xx( , ) =e
1,1 1 1

2, b t xx( , ) =e
39,39 1 20

2 . 基于400次确定性分析

的先验数据, 等价漂移系数a tx( , )e
2 1 和a tx( , )e

39 1 通过径

向基神经网络进行估计, 估计的系数在测试集上的均

方误差分别为0.004和0.07, 表明使用径向基神经网络

估计的等价漂移系数具有较高的精度.
对于有限差分法、有限元法和路径积分法, 随着

FPK方程维度的增加, 系数矩阵的维数呈指数级增长,
导致数据存储需求急剧上升. 因此, 该方法难以适用

于4维及以上维度的FPK方程应用. 本算例选用无网格

的物理信息神经网络结合超球体采样策略来求解5维
的FPK方程式(26). 经过超球体采样策略的筛选, 保留

的中心点和训练点均为85568和576496, 筛选率分别为

22.6%和23.1%. 注意, 5维瞬态FPK方程求解一直是一

个难题. 本文借助于超球体采样策略, 删除不必要配置

的中心点和样本点, 无网格的物理信息径向基神经网

络可以高效地求解5维的瞬态FPK方程.
由图9可知, 所提方法获得的PDF与MCS的结果对

比很好, 尾部精度可达到10−4. 随着时间的演化, 位移

和速度的PDF一直呈现单峰形状, 响应的范围逐渐增

大. 初始几秒内系统响应的PDF变化较大, 之后放缓.
图10为通过所提方法获得的边缘联合PDF与107 MCS
结果的对比, 发现所提方法获得的联合PDF会比MCS
的结果更为光滑. 上述结果表明该方法可用于考虑多

个重要状态变量耦合的可靠度评估.
对于该算例, 总耗时5.96 h, 其中400次确定性分析

35 s, 近似未知系数100 s, 求解降维的5维FPK方程

5.92 h. 由于本研究关心4个重要状态变量的联合分布,
因此计算时间主要消耗在求解降维的5维FPK方程上.

图 7 (网络版彩图) t 0取值对边缘PDF位移p x t( , )1 和速度p x t( , )1 的影响. (a) 位移x1; (b) 速度x1
Figure 7 (Color online) The marginal PDF of displacement p x t( , )1

and velocity p x t( , )1
under various t 0

. (a) Displacement x1; (b) velocity x1.
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相比之下, 107 MCS耗时244 h, 表明本文所提方法仍然

具有显著的计算效率优势.注意, 若像算例1一样,仅关

心2维的联合分布, 本方法的计算效率将达到MCS的
3700倍, 这主要得益于计算时间主要消耗在确定性分

析阶段.

5 结论与讨论

本文基于FPK方程理论, 提出了一种随机激励下

高维强非线性系统联合瞬态响应的高效求解方法. 首

先, 对高维FPK方程进行降维, 得到仅支配原系统感兴

表 1 模型参数值

Table 1 The parameter in the model

自由度号i 1~4 5~8 9~12 13~16 17~20

mi 20 20 40 40 60

k i
200 200 210 210 220

ai 4 4.2 4.4 4.6 4.8

bi
3 3.1 3.2 3.3 3.4

i 0.3 0.31 0.32 0.33 0.34

i
0.2 0.21 0.22 0.23 0.24

图 8 (网络版彩图)链式多自由度非线性系统
Figure 8 (Color online) Chain-like nonlinear system with multiple degrees of freedom.

图 9 (网络版彩图) t = 1, 6, 20 s时刻位移x1和速度x1
的PDF. (a) 位移x1(对数坐标); (b) 速度x1

(对数坐标)
Figure 9 (Color online) The PDFs of displacement x1 and velocity x1

at t = 1, 6, 20 s. (a) Displacement x1 (log scale); (b) velocity x1 (log scale).
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趣状态变量PDF的降维FPK方程. 接着, 结合物理与数

据驱动的方法, 利用少量确定性分析的先验数据, 采用

连续时间的径向基神经网络对等价漂移系数和扩散系

数进行估计. 同时, 基于短时高斯假设, 对具有奇异性

的初始条件进行处理. 最后, 通过无网格的物理信息径

向基神经网络结合超球体采样策略, 求解降维后的瞬

态FPK方程, 获得感兴趣物理量的非高斯联合PDF. 通
过10自由度的强非线性Van der Pol系统和20自由度的

链式非线性系统的数值实验, 并与MCS数据对比, 验

证了该方法的精度和效率. 结果表明, 仅基于400次左

右确定性分析的结果, 径向基神经网络能很好地估计

复杂形状的时变等价漂移和扩散系数, 进而高效地捕

捉高维强非线性系统在各个时刻响应的联合PDF, 甚

至是具有挑战性的5维FPK方程的求解. 尾部精度达

10−4
且求解效率为MCS的3700倍. 研究成果为多失效

模式耦合的高维非线性系统可靠度评估和优化设计提

供了有效的理论工具和技术手段, 在大型土木工程抗震

设计、航空航天结构安全评估等领域具有重要应用价值.
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Engineering structures may fail under strong nonlinear random vibrations, yet existing theories and methods still fall from the need in
practical engineering, especially for the high-dimension strongly nonlinear systems. Moreover, systems often undergo a prolonged
transient phase before reaching a steady state, during which failures may occur. Therefore, conducting transient response analysis for
high-dimension strongly nonlinear systems is of significant importance. To date, the classical theory for describing the probabilistic
response of such systems remains the Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK) equation. However, as dimensionality increases,
conventional mesh-dependent numerical methods like finite difference and finite element methods suffer from the curse of
dimensionality, leading to rapidly declining efficiency or even computational infeasibility. This paper proposes a novel meshless
solution technique combined with dimension-reduced FPK equation strategy to efficiently solve multidimensional transient FPK
equations (up to 5-dimensional in our case studies). Specifically, the subspace decomposition method is employed to reduce the
dimension of the high-dimensional FPK equation. Subsequently, by integrating physics-based and data-driven strategies with a small
amount of prior data from deterministic analysis, a continuous-time radial basis function neural network regression model is
employed to estimate the complex-shaped equivalent drift and diffusion coefficients. Singular initial conditions are handled via a
short-time Gaussian assumption. Finally, a meshless physics-informed radial basis function neural network combined with a
hypersphere sampling strategy is used to solve the reduced transient FPK equation, obtaining the non-Gaussian joint probability
density function (PDF) of the interested quantities. Two numerical examples of high-dimensional nonlinear systems validate the
accuracy and efficiency of the proposed method against Monte Carlo simulations (MCS). Results show that with only 400
deterministic analyses, the method accurately captures the joint PDFs of the reduced system responses at all time instants, achieving a
tail accuracy of 10−4 and a computational efficiency up to 3700 times that of MCS.

high-dimension strongly nonlinear systems, FPK equation, radial basis function neural network, hypersphere
sampling strategy, joint PDF
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