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摘要 针对导弹在三维空间以期望时间和角度攻击静止目标的问题, 提出一种基于柯尔莫哥洛夫-阿诺德网络

(Kolmogorov-Arnold network, KAN)的三维时间和角度约束制导律.首先,根据弹目相对运动关系建立考虑空气动

力效应的变速非线性制导模型, 无需使用常值速度假设. 其次, 将制导指令分别在俯仰和偏航通道上进行分解, 并
基于偏置比例导引制导律来设计各个通道上的偏置项指令, 从而简化制导律设计. 然后, 使用KAN对飞行数据进

行监督学习, 创新性地通过数据驱动的方式来反演制导律的解析表达式. 最后, 通过基于生成式对抗模仿学习

(generative adversarial imitation learning, GAIL)的方法对上述解析表达式进行微调, 该方法无需人为设计奖励函

数, 避免了传统强化学习的稀疏奖励问题. 同时, 对基于KAN反演得到的制导律解析表达式的可解释性进行了分

析, 并通过相关仿真进行了验证. 仿真结果表明, 所提制导律不仅能够同时满足时间和角度约束, 而且在未训练过

的场景中保持了较高的制导精度.
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1 引言

由于机载计算能力有限, 通常需要事先推导出制

导律的解析形式, 再进一步部署到导弹上. 然而, 导弹

的非线性动力学和运动学高度耦合, 使得推导解析制

导律极具挑战性. 同时, 在考虑终端角度约束和飞行

时间约束时, 进一步加剧了该问题的非线性. 因此, 常
见的方法是假设导弹为恒定速度, 从而简化制导问题.

以经典的比例导引制导(proportional navigation gui-
dance, PNG)与其变形形式

[1~3]
为例. 王江等人

[4]
基于偏

置比例导引的方法, 设计偏置项来实现终端角度约束.
刘远贺等人

[5]
结合误差动力学原理与偏置比例导引,

提出了飞行时间约束的制导律. He和Lee[6]进一步地提

出了基于最优误差动力学来设计制导律的普适方法.
Wang等人

[7]
基于固定时间收敛误差动力学对偏置项

指令进行设计, 实现飞行时间控制. 但大多数方法依赖
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近似或线性化来实现易于工程操作的解决方案, 并非

严格意义上的最优解.
目前, 推导严格遵循最优控制原理的解析制导律

仍然具有挑战性, 这主要是由于动力学的高度非线性

导致获得制导问题的解析解较为困难. 近年来, 计算

制导受到广泛关注. 计算制导通过大量的数值计算取

代通常难以推导的解析制导指令. 通常, 计算制导可

分为两类: 基于模型的方法和数据驱动的方法. 基于

模型的方法依赖于系统动力学的数学表征, 采用数值

优化技术实时计算
[8~10]. 这种方法需要对基本物理原

理有深入的了解, 通常假定有精确的系统模型. 然而,
未建模动态、参数不确定性或外部干扰会降低算法

性能.
而数据驱动的方法直接从数据中学习制导策略,

无需依赖显式的基于物理的模型. 根据训练数据的性

质, 数据驱动制导可分为基于监督学习(supervised
learning, SL)和基于强化学习(reinforcement learning,
RL)的方法. 基于SL的计算制导需要离线收集大量飞

行状态与最优制导指令配对的数据集
[11~14], 随后训练

神经网络将飞行状态映射为制导指令. 其优势在于通

过单次前向传播即可快速完成推理, 满足实时性需

求
[15]. 在上述中, 文献[11]分别将基于RL与SL的制导

方法进行对比, 发现基于SL的方法在无扰动的环境下

表现接近最优解, 优于RL的方法; 而RL在扰动环境中

表现更加鲁棒, 优于SL的方法.
文献[12,13]根据预处理数据集训练神经网络, 并

在线端到端输出制导指令. 然而, 基于SL的方法需要

大量高质量的标签数据, 获得这些数据的成本可能较

为高昂. 为缓解对数据集的依赖, 文献[16]基于元学习

的理念, 提出了集成学习的制导算法, 减少了在新工况

中对新数据的需求. 相比之下, 基于RL的计算制导通

过与环境的交互来获得制导策略
[17~21]. 文献[18]为最

早将RL与制导相结合, 通过智能体直接输出制导指

令. 文献[17]使用了深度确定性策略梯度算法训练智

能体以获得制导策略, 特别是在设计奖励函数时, 其

考虑了制导精度、能量消耗和飞行时间. 文献[19]通
过分层式训练来解决RL的稀疏奖励问题, 提出了飞行

时间约束和视场角约束的制导算法. 文献[20]基于持

续学习的思路增强了所提制导策略的泛化能力, 并使

用了GAIL (generative adversarial imitation learning)的
方法克服了人为设计奖励函数的难点. 基于RL的制导

算法避免了对预标记数据的依赖, 同时也带来了一些

挑战, 如训练成本高
[22,23]

、奖励函数设计困难
[24], 以

及所学策略的泛化性有限
[25].

受到文献[16,17,20]的启发, 本文先在考虑气动力

效应的情况下, 建立了弹目相对运动模型. 将三维空间

内的制导指令在俯仰和偏航两个通道内进行分解. 并

在每个通道上使用偏置比例导引制导律, 通过设计偏

置项指令满足制导问题的优化目标和终端约束. 然后,
使用KAN (Kolmogorov-Arnold network)对飞行数据进

行监督学习, 根据结果推导出制导指令的解析形式. 并
使用基于GAIL的方法对推导出的解析表达式进行微

调. GAIL与传统基于RL的方法不同, GAIL无需人工设

计奖励函数, 避免了启发式奖励函数设计导致训练调

试耗时的问题. 与文献[4~6]相比, 本文考虑了气动力

效应, 不依赖于常值速度假设; 与文献[12,16,17,19,20]
直接端到端输出制导指令相比, 本文先由KAN反演出

制导律的解析表达式, 最终仅需神经网络输出制导律

表达式中的未知参数, 降低了神经网络在未训练场景

中输出非最优解时给制导律带来的影响, 避免了使用

神经网络在未训练过的场景中泛化能力不足的问题.

2 基础知识

2.1 导弹与目标的相对运动模型

本文研究了在三维空间内拦截静止目标的制导问

题, 如图1所示, 其中XYZ表示惯性坐标系, X Y ZB B B表示

弹体坐标系. V表示导弹的速度. 向量 表示弹道倾角,

图 1 导弹与目标的相对运动模型
Figure 1 Missile-target relative motion model.
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表示偏航角. R表示导弹与目标之间的距离. 表示视

线角. 导弹受到升力Fy, 阻力Fx和侧向力Fz的影响.

假设导弹为理想质点模型, 并忽略其执行机构时

间延迟. 因此, 导弹的运动学模型可表示为

x V= cos cos , (1)

y V= sin , (2)

z V= cos sin . (3)

由于阻力方向与导弹速度一致, 侧向力主要影响

导弹的偏航运动. 速度、弹道倾角和偏航角的变化可

表示为

V F mg
m= sin , (4)x

F mg
mV=

cos
, (5)y

F
mV= cos , (6)z

式中, m是导弹的质量, 假定在整个制导过程中保持不

变. g是重力加速度. 空气动力可表示为

F C qS= , (7)x x

F C qS= , (8)y y

F C qS= , (9)z z

式中, Cx, Cy和Cz分别为导弹的阻力系数、升力系数和

侧向力系数. S是导弹的特征面积, q是动压, 由以下公

式确定:

q V= 1
2 , (10)2

式中, 是空气密度. 空气密度是根据海拔高度对标准

大气参数表进行插值得到
[26].

通常, 导弹的攻角 和侧滑角 可被视为一个小角

度
[16,20]. 因此, 气动系数的由下式进行计算得到

C C C= + , (11)x x x0
22

C C= , (12)y y

C C= , (13)z z

式中, Cy 是由攻角 引起的升力导数, Cz 是由侧滑角引

起的侧向力导数. Cx0代表零升阻力系数, Cx
2
代表诱导

阻力系数. 上述气动系数C C C C, , ,y x x z0
2

都是关于马

赫数的函数.
通过综合考虑运动学要求和空气动力, 将制导指

令在俯仰和偏航两个通道上分解为两个正交加速度分

量 a a( , )y z .其中, ay表示俯仰平面内的制导指令加速度

分量; az表示偏航平面内的制导指令加速度分量. 因

此, 描述 a a( , )y z 与( , )之间关系的辅助方程为

ma
C qS= , (14)y

y
a

ma
C qS

= . (15)z

z

2.2 最大化末速的时间和角度约束制导问题

本文的目标是设计制导律 , 使导弹拦截位

于 x y( , )T T 处的静止目标, 同时满足终端约束和过载.

由于末端动能主要由末速Vf决定, 因此优化目标是使

导弹的末速最大化. 此外, 导弹必须以指定的弹道倾

角 d命中目标, 以确保弹头的毁伤效果, 即终端角度约

束; 同时期望导弹在指定的时间命中目标td, 即飞行时

间约束. 另外, 控制输入存在着物理限制.
上述制导问题可归纳为以下最优控制问题:

( ) ( ) ( )
( )

V

x t x y t y z t z

t
t t

min
 s.t.  Eqs. (1) ~ (15),

= , = , = ,

= ,
= ,

,

,

(16)

f

f T f T f T

f d

f d

,

max

max

式中, max和 max分别表示最大攻角和侧滑角. t f是终端

时刻.
由式(16)可知, 要想获得解析形式的最优控制量

和 是较为困难的, 主要有以下几点原因. 首先, 由于

空气动力、重力和速度变化之间的耦合作用, 系统动

力学表现出较强的非线性. 在空气动力项中需要考虑

高度相关的空气密度, 使得系统对飞行高度变化敏感,
从而进一步加剧了这种非线性. 其次, 强制执行指定的

终端约束会大幅减少可行解集. 这些耦合约束迫使求

解轨迹同时满足多个目标, 这比无约束情况更加复杂.
最后, 对控制量 和 的物理限制使得求解更加困难.
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3 基于KAN的三维时间角度约束制导算法

3.1 算法总体框架

本节介绍所提出的基于KAN的三维时间角度约

束制导算法. 首先, 介绍了从数据集反演制导律解析表

达式的方法. 通过使用KAN学习数据集中隐含的制导

策略, 推导出制导律的大致解析表达式. 其次, 通过未

知参数k对解析表达式进行调整. 该参数k是通过基于

GAIL的方法来确定. 在这一过程中, GAIL通过判别器

自动生成奖励, 无需手动设计奖励函数. 所提算法的总

体框架如图2所示.

3.2 从数据集中反演制导律的解析表达式

KAN[27]
的理论基础是柯尔莫哥洛夫-阿诺德表示

定理. 该定理表明,任何多元连续函数均可分解为一系

列单变量函数的组合. 其数学表达式为

f x x x x( , , … , ) = ( ) , (17)n
k

n

k
j

n

k j j1 2
=0

2

=1
,

式中, k和 k j, 均为单变量连续函数. 该思想启发了

KAN的设计, 这是一种能以清晰可解释的方式逼近复

杂函数的神经网络.
KAN的工作流程包含两个步骤: 首先, 每个输入xj

经过一组单变量函数 k j, 处理; 其次, 将处理结果求和

后, 再通过另一组单变量函数 k进行变换, 即

x x x x, , … , ( )n
j

n

k j j1 2
=1

,
k k k n, 1 ,2 ,

. (18)
( )k

最终, 将所有第二层输出求和得到最终近似结果

y x= ( ) . (19)
k

n

k
j

n

k j j
=0

2

=1
,

与传统的固定权重和激活函数的深度神经网络不

同, KAN具有更高的可解释性. 由于每个 k和 k j, 仅依

赖于单一输入, 它们可用简单函数近似表示. 训练完成

图 2 (网络版彩图)所提制导算法的总体框架
Figure 2 (Color online) General framework of the proposed guidance algorithm.
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后, 这些函数能以解析表达式写出. 这使得KAN在可

解释性至关重要的场景中尤为适用. 经过训练后, 可

以分析模型的各个部分并用更简单的函数替代, 从而

获得清晰的数学解析表达式. 本文利用KAN从数据中

学习制导律, 其结果比传统神经网络更具透明度.

3.2.1 实施步骤

使用KAN反演制导律的解析表达式主要包括3个
步骤: ① 数据集构建; ② 训练KAN; ③ 反演解析制导

律. 具体步骤如算法1中所示伪代码.

3.2.2 应用举例

通过经典制导律PNG验证所提出的基于KAN的
反演解析表达式的方法. 为便于读者理解PNG的应用

示例步骤, 首先给出三维空间中PNG制导指令的解析

表达式. 三维PNG可分解为俯仰平面和偏航平面两个

分量:

a NV= , (20)y y0

a NV= cos , (21)z z0

V
R=

sin( )
, (22)y

y

V
R= sin( )cos

cos , (23)z
z

y

式中, ay0和az0分别表示俯仰平面和偏航平面的加速

度; N为比例导引常数; y和 z分别为俯仰平面和偏航

平面的视线角分量, 可由下式计算得到:

y y
x x z z

= arctan
( ) + ( )

, (24)y
T

T T
2 2

z z
x x= arctan . (25)z

T
T

将式(22)和(23)代入式(20)和(21)可得

a N
V

R=
sin( )

, (26)y
y

0

2

a N V
R= sin( )cos

cos . (27)z
z

y
0

2

然后, 我们首先收集了PNG的仿真弹道数据并构

建数据集. 在PNG数据集中, 输入为弹目距离R、速度

V、弹道倾角 、偏航角 、视线角在俯仰平面的分

量 y和视线角在偏航平面内的分量 z; 输出为加速

度ay0和az0. 最终, 我们获得了关于PNG输入与输出的

可视化KAN网络结构, 如图3和4所示. 基于KAN揭示

的映射关系, 并结合合理近似, 我们推导出了三维空间

中PNG的近似解析表达式. 我们进一步分析了KAN中
间层中各输入变量的作用, 图中矩形块代表诸如三角

变换或线性加权等非线性运算.
首先, 从图3的第一层推断各输入变量的函数变换

类型. 尽管曲线形态允许多种可能, 但我们选择最合理

且简单可行的方案. 例如, 图3第一层中, R的变换类似

于除法或减法. 虽然两者皆可行, 但选择除法更能向读

者展示KAN能揭示与式(26)对应的解析表达式. 但是,
即使对R选择减法, 最终得到的解析表达式在性能上

仍将与式(26)高度一致, 因为KAN导出的解析表达式

会通过未知参数ky进一步调整(ky的确定方法将在后文

详述). 类似地, 我们将 y的变换近似为减法. 第二层的

所有变换均采用相同的近似方法.
由此, 我们得到KAN反演的俯仰通道PNG制导指

令解析形式:

算法1 通过KAN推导制导律解析表达式

输入: 数据集{ }x y( , )i i i

N

= 1
, 其中xi表示飞行状态, y

i
表示制导指令.

步骤1: 数据集构建

利用高精度导弹动力学模型生成数据集{ }x y( , )i i i

N

= 1
(如使用商业求

解器离线求解制导问题).

步骤2: 训练KAN
初始化KAN, 包含单变量函数

k
和

k j,
;

循环 i = 1到n
计算每个步骤j的中间输出 x( )

k j j,
;

对第一层输出求和;

将和输入第二层函数 x( )
k

j

n

k j j
= 1

,
;

生成最终输出 x( )
k

n

k
j

n

k j j
= 0

2

= 1
,

;

结束

步骤3: 反演解析制导律
从训练好的KAN中提取学习到的单变量函数;
使用常见的简单函数近似这些函数;
提取近似后的函数重构解析制导律.

输出:基于单变量变换求和的解析制导律
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a
V

R=
( sin )

. (28)y
y

2

0

然而, 式(28)与(26)并不完全一致, 主要区别在于

变量 , y和比例系数N. 尽管KAN方法未能严格反映

式中的三角关系, 但捕捉了其部分相关性, 整体形式

也高度相似. 因此, 可以通过后续的参数ky对式(28)进

行微调, 以求高度逼近式(26). 因此, 为补偿KAN近似

解析式引入的误差, 引入参数ky进行微调:

a k
V

R=
( sin )

. (29)y y
y

2

0

同理, 在偏航平面内的制导指令中, 如图4所示. 我
们将第一层中的R近似为除法运算, 为减法, z为乘

法. 第二层的变换皆近似为减法. 得到偏航通道内

PNG制导指令的解析形式:

a V
R= cos

cos ( ). (30)z
y

z

2

0

同样, 式(30)与(27)在 , z和比例系数N方面存在

差异. 为补偿误差, 引入参数kz:

a k V
R= cos

cos ( ). (31)z z
y

z

2

0

综上所述, KAN揭示的映射关系是近似的, 且涉

及待定参数ky和kz的乘法. 因此, 接下来将介绍如何确

定这些待定参数.
注释1 KAN是本方法的核心. KAN能提取飞行

状态与制导指令间的非线性关系的解析表达式. 相比

之下, 传统多层感知机(multilayer perceptron, MLP)本
质上缺乏这种可解释性, 其全连接层将输入融合为不

透明的高维表示. 尽管MLP可逼近类似的输入与输出

的映射, 但无法将其学习到的特征推导出显式的解析

表达式. 因此, 在该框架下实现数据驱动适应性和解

析可解释性的双重目标, KAN不可或缺.
注释2 传统端到端方法在分布外场景(如初始条

件或气动扰动超出训练域)易发生性能退化. 本文以

KAN先行反演制导律的解析式, 仅以神经网络估计少

量待定参数k, 从而降低对网络误差的敏感度并抑制误

差放大效应, 提升跨场景迁移能力与可验证性. 即便k
的估计存在偏差, 解析结构仍提供约束与稳定性保证.
后文仿真结果表明该策略在未训练场景下保持更优的

总体性能.

3.3 解析表达式中未知参数的确定

从KAN中提取制导律的近似解析形式后, 仍存在

图 3 俯仰平面PNG指令的可视化KAN结构
Figure 3 Visualized KAN structure for PNG commands in pitch
plane.

图 4 偏航平面PNG指令的可视化KAN结构
Figure 4 Visualized KAN structure for PNG commands in yaw plane.
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待定参数k. 本小节阐述如何利用基于GAIL的方法来

确定这些未知参数. 本质上, GAIL将解析表达式中的

未知参数视为策略的决策变量, 并通过使当前策略的

状态-动作分布与专家示范相匹配来进行学习.

3.3.1 学习问题建模

假设已从KAN获得制导律的解析表达式:

a k f s= ( ), (32)M KAN

式中, s表示导弹相关状态变量; fKAN是KAN揭示的解

析表达式; k是待学习的未知参数.
为将其纳入RL框架, 定义导弹的飞行状态作为状

态空间S; 未知参数k作为动作空间A. 即我们期望通过

与环境的交互获得一个策略 A S( ), 该策略根据状

态S选择动作A, 为策略网络的参数.

3.3.2 生成式对抗模仿学习

在传统RL的学习过程中, 奖励函数极为关键, 其

决定了能否获得理想策略. 奖励函数的设计通常是人

为启发式设计, 需要大量调试. 特别是在如式(16)的制

导问题中, 考虑了终端角度和时间约束, 这给奖励函数

的设计带来了更大的困难. 原因在于, 终端约束导致只

有在智能体探索结束时才会返回奖励, 而智能体在中

间的探索过程没有奖励信号. 这会造成智能体的探索

效率极其低下, 甚至无法获得理想策略.
针对这一问题, 本文采用了GAIL的方法. GAIL将

模仿任务建模为生成器(策略 )与判别器D 之间的二

人极小极大博弈. 判别器的目标是区分给定的状态-动
作对(S, A)来自专家数据集还是策略 . 相反, 策略的

目标是生成与专家样本难以区分的状态-动作对以“迷
惑”判别器. 令轨迹 S A S A S A= ( , , , , … , , )T T1 1 2 2 表示通

过执行策略 生成的轨迹. GAIL的目标函数为

D

D
D

min max [log(1 ( ))] +

[log ( )],
(33)

D ~

~ E

E
E

式中, ~ 表示当前策略 下采样的轨迹; D~ E为

专家轨迹; D ( ) (0, 1)是判别器对轨迹 来源(专家或

智能体)的估计概率.
GAIL的优化过程是迭代进行的. 智能体与环境交

互完毕后, 首先是判别器进行更新. 即固定 , 更新 以

最大化正确分类专家轨迹与策略生成轨迹似然对数.
其次是生成器进行更新, 固定 , 更新 以最小化式(33)
的目标函数, 提升生成器的模仿质量. 通过此方式应用

GAIL, 无需人为设计奖励函数. 判别器自动生成反映

智能体轨迹与专家行为匹配程度的奖励信号. 最终, 未
知参数k收敛至使智能体行为与专家制导指令一致的

值, 从而得到完全确定的解析制导律.

3.4 基于KAN的三维时间角度约束制导算法

所提制导律的设计融合了基于KAN的解析表达

式反演方法与GAIL, 以确定制导律中的未知参数. 本

节重点介绍: ① 如何利用偏置比例导引制导律重构最

优控制问题; ② 如何利用KAN学习并反演偏置指

令aby和abz的解析表达式; ③ 如何利用GAIL框架确定

解析表达式中的待定参数.

3.4.1 重构最优控制问题

为简化制导律设计, 引入偏置比例导引制导律. 具
体而言, 俯仰平面和偏航平面的制导指令分别表示为

a a a= + , (34)y by y0

a a a= + , (35)z bz z0

式中ay0和az0分别为式(26)和(27)给出的PNG解析表达

式, 用于满足脱靶量约束. 因此, 偏置项aby和abz需由我

们设计以满足其他期望终端约束.
联立求解式(14), (15), (36)和(37), 得到攻角 、侧

滑角 与偏置项aby和abz之间的转换关系:

a
C qS

m NV= , (36)by
y

y

a C qS
m NV= cos . (37)bz

z
z

之所以采用偏置比例导引作为制导律的上层结

构, 原因在于: 该分解将脱靶量最小化交由PNG项保

证, 而将时间与落角等终端约束集中到偏置项中处理,
使最优控制问题可围绕偏置项重构并显著简化. KAN
只需学习飞行状态到偏置加速度的映射, 函数空间被

强制约束, 从而更易反演出由少量物理量构成、语义

清晰的解析表达式.
基于式(16)的最优控制问题可利用偏置比例导引

制导律重构. 重构后的制导问题表述如下:
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( ) ( ) ( )
( )

V

x t x y t y z t z

t
t t

min

 s.t.  Eqs. (1) ~ (15),

= , = , = ,

= ,
= ,

,

.

(38)

a a f

f T f T f T

f d

f d

,

max

max

by bz

3.4.2 基于KAN学习aby和abz的解析表达式

为提取aby和abz的解析表达式,将KAN应用于导弹

飞行状态与偏置加速度指令关系的数据集. 遵循前述

方法, 首先构建数据集: 输入为弹目距离R、高度y、
速度V、弹道倾角 、偏航角 、期望落角 d和期望飞

行时间td; 输出为偏置加速度指令aby和abz. 使用该数

据集训练KAN后, 获得输入与输出间的内部映射关系,
如图5和6所示. 首先, 对图5和6中函数变换进行合理近

似:图5第一层中, d的变换近似为乘法运算. 的变换虽

非标准正弦图像, 仍近似为正弦变换.
同时, 若将图5和6第二层的变换视为不同函数, 可

得到不同的aby和abz表达式. 不做近似处理时, 图中第

二层变换可视为指数函数, 得到表达式I:

a k= e , (39)by

V
R y t R1

sin
( ) + 1d

d

a k= e , (40)bz

V
R y2 +

式中k1和k2为待定参数.
若将第二层变换近似为线性运算(如乘法), 则得

到表达式II:

a k V
R y t R= sin

( ) + 1 , (41)by
d

d
1
*

a k V
R y= + , (42)bz 2

*

式中k1
*和k2

*为待定参数.
实际应用中, 训练KAN的数据可通过求解如式

(38)的最优控制问题获得. 可离线使用商业数值求解

器(如Gauss pseudospectral optimization software-II,
GPOPS-II)在不同飞行条件下生成最优解. 每条解轨迹

包含输入-输出对, 构成KAN的训练数据集, 使网络能

捕捉底层非线性关系并生成aby和abz的解析表达式.

图 5 aby的可视化KAN结构: 表达式I为指数近似, 表达式II
为线性近似
Figure 5 Visualized KAN structure for aby: Expression I represents an
exponential approximation, while Expression II represents a linear
approximation.

图 6 abz的可视化KAN结构: 表达式I为指数近似, 表达式II
为线性近似
Figure 6 Visualized KAN structure for abz: Expression I represents an
exponential approximation, while Expression II represents a linear
approximation.
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注释3 图5和6表明, KAN反演得到的映射关系可

导出不同解析表达式. 除式(39)~(42)外, 其他形式(如
将第二层变换视为对数函数)亦可能成立. 本文在由

KAN反演解析式时遵循两项原则. ① 函数图像一致

性: 尽可能保持与数据驱动所揭示的映射关系在形态

上的一致; ② 计算简化: 考虑弹载计算资源受限, 将

复杂非线性以更低复杂度的简单函数近似. 因此, 在确

保函数图像一致性的前提下, 表达式II采用线性近似

以检验是否能够进一步降低弹载计算复杂度. 本文仅

研究具有代表性的指数和线性形式. 后文仿真部分将

表达式I和II的区别进行详细分析与比较.

3.4.3 基于GAIL确定未知参数

获得aby和abz的近似解析表达式后, 下一步是确定

未知参数k1和k2以及k1
*和k2

*. 为此, 采用GAIL框架, 通
过使当前策略的状态-动作分布与专家示范相匹配来

确定这些参数. 需注意, 在三维制导场景中, 智能体需

同时输出两个动作, 且每个动作需保持一定最优性以

实现满意的制导性能, 这使得训练理想策略具有挑战

性. 本文采取的训练方法如下: ① 俯仰通道训练. 使

用监督学习训练的神经网络持续输出偏航平面中的待

定参数k2 (或k2
*). 此举固定偏航平面内的制导指令, 确

保其关联的制导指令为最优, 此时智能体仅需输出俯

仰平面指令的待定参数k1 (或 k1
*). ② 偏航通道训练.

完成俯仰通道训练后, 移除基于监督学习的神经网络.
智能体继续学习偏航平面中的待定参数k2 (或k2

*). 通

过此种递进式训练 , 可依次学习参数k1和k2以及k1
*

和k2
*, 从而满足三维制导需求.
之所以采用先俯仰、后偏航的递进式参数学习策

略, 原因在于三维制导中俯仰与偏航通道耦合. 若同时

学习两个通道的待定参数, 将导致GAIL的状态-动作

分布匹配目标呈现强非平稳性与梯度干扰, 训练不易

收敛. 该递进式做法降低了每阶段的优化维度与参数

确定难度, 提高了训练效率并保证策略性能.

4 表达式的数学理论分析

在进行数值仿真前, 本节讨论偏置指令解析表达

式在数学层面上的特点, 重点分析两个问题: ① 表达

式I与II的差异; ② 表达式I的可解释性优势.

4.1 表达式I与II的差异

本节仅基于表达式自身形式与数学理论进行分

析, 更详尽的仿真比较将在后文给出. 表达式I采用指

数形式, 其飞行状态与偏置加速度的核心函数关系嵌

入自然指数函数的指数项中. 该结构因指数函数的连

续可微性而本质平滑, 尤其在输入小范围变化时. 这

种光滑性产生连续性的制导指令, 有助于抑制激进执

行并提升实时可实现性. 相比之下, 表达式II采用乘除

运算构成的线性形式, 表征状态变量与偏置指令间的

直接代数映射. 此类形式虽更易解释且可降低计算开

销, 但更易放大奇异性或陡峭梯度(尤其在分母趋近0
时). 这种敏感性会导致制导指令突变或振荡, 特别是

在末制导阶段.
其次, 从数学角度看, 表达式I可视为表达式II的非

线性变换, 通过指数运算实现非线性压缩. 该压缩作用

会抑制大值并限制输出指令幅值, 这解释了表达式I在
后文仿真中表现出的饱和规避性. 此外, 表达式I中的

指数形式隐含了软约束执行机制, 使制导律能在轨迹

整形与约束满足间平衡, 无需显式饱和机制. 而表达

式II缺乏此类特性, 当加速度需求接近系统物理极限

时可能导致末段振荡.

例如, 表达式I和Ⅱ均包含项
V
R y t

sin
( )

d

d
, 分析其数

学形式可揭示不同行为: 在表达式I中, 当R减小(即接

近目标)时, 偏置指令趋近于0, 轨迹修正作用减弱; 而
当R较大时, 表达式I产生更强的修正效果. 这表明表达

式I在制导初期施加显著调整, 并在末段逐渐减弱以避

免目标附近出现过大峰值加速度. 相反, 线性形式的表

达式II呈现相反趋势: R减小时偏置指令增大, 在目标

附近放大轨迹修正. 因此, 表达式II在末段施加更激进

的调整, 可能导致接近目标时出现不期望的高峰值加

速度. 此对比突显了表达式I (侧重初期修正)与表达式

II (侧重末期修正)的核心差异.
注释4 仅从数学形式推断“表达式I侧重初期修正

而表达式II侧重末期修正”的结论不完全可靠, 该论断

将在后文仿真部分得到充分验证.

4.2 可解释性优势

表达式I在结构与理论主要具有以下两重优势.
① 光滑性与有界性:自然指数形式作为连续可微函数,
自动抑制较大值同时保持小值高分辨率, 有效防止末
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段的高频振荡与指令饱和. 表达式II的纯代数线性形

式无法保证此特性. ② 嵌入式实现的数值鲁棒性: 因

所有非线性均封装于指数函数调用及少量基本算术运

算中, 该表达式可高效映射至机载硬件,且规避表达式

II在R 0时出现的除零风险.

5 数值仿真

本节首先通过仿真比较前文推导的表达式I和II,
结果表明表达式I优于II. 其次评估所提制导律的性能.
然后, 将所提算法与现有三维时间和角度约束制导算

法进行对比. 最后, 评估存在不确定性时所提算法的

鲁棒性. 表1为仿真交战场景的参数表, 表2为气动参

数表, 表3为空气密度与声速参数表, 表4为KAN超参

数, 表5为GAIL的超参数. 在训练KAN及GAIL时, 数

据集建立范围均由拉丁超立方采样在表1仿真初始条

件区间中随机抽取, 并由商业求解器求解. 其中, KAN
的训练样本大小为1296条, GAIL的专家轨迹为100条.

注释5 拉丁超立方采样流程为: 假设由L个不同

变量, 将每个变量的取值范围内平均分割成M个互不

重叠的区; 其次将L个不同变量的区间进行随机配对,
得到区间交叉形成的确定点. 该采样方式类似于在一

个L × M的拉丁方阵中每个行和列只放置一个点, 故名

拉丁超立方采样.

5.1 表达式I与II的仿真对比

通过蒙特卡罗仿真评估两种制导指令的性能. 图7

表 1 仿真初始条件

Table 1 Initial conditions for simulation

参数 取值

导弹初始位置 x y z( , , )0 0 0
(0, 10000 m, 0)

初始弹道倾角
0

[0°,10°]

初始偏航角
0

0°

初始速度V0
300 m/s

目标X方向位置xT [6000 m, 6500 m]

目标Y方向位置y
T

0

目标Z方向位置zT [6000 m, 6500 m]

质量m 200 kg

特征面积S 0.06

最大过载ay 100 m/s2

最大过载az 100 m/s2

比例系数N 3

终端角度约束
d

[–80°,–60°]

飞行时间约束td [50 s,70 s]

表 2 气动力系数

Table 2 Aerodynamic coefficient

马赫数 Cx0 Cx

2
Cy Cz

0.1 0.54155 26.449 29.446 29.446

0.2 0.50526 26.909 29.395 29.395

0.3 0.49997 27.276 29.487 29.487

0.4 0.50576 27.667 29.461 29.461

0.5 0.50602 27.828 29.613 29.613

0.6 0.51673 28.311 29.993 29.993

0.7 0.53285 28.988 30.316 30.316

表 3 大气密度与声速随高度变化表

Table 3 Atmospheric density and sound speed variations with altitude

高度 大气密度 声速

0 1.2250 340.30

2000 1.0070 332.50

4000 0.8193 324.60

6000 0.6601 316.50

8000 0.5258 308.10

10000 0.4135 299.50

12000 0.3119 295.10

表 4 KAN的超参数

Table 4 Hyperparameters of KAN

参数 取值

输入维度 7

隐含层数 2

输出层数 1

网格区段 3

多项式阶数 5

训练与测试集划分 95%/5%

优化器 L-BFGS

2
正则化 1×10–3

轨迹条数 1296
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和8分别展示表达式I和II在随机初始条件及期望终端

约束下的200次仿真结果. 仿真表明: 两种表达式均能

成功拦截目标并满足脱靶量要求. 但表达式II生成的

指令在制导的末段呈现最大加速度极限附近的振荡,
此饱和邻域振荡行为不可取. 相反, 表达式I的指令始

终未触及加速度极限, 展现出良好的制导平滑性与鲁

棒性, 进一步验证了“表达式I侧重初期修正, 表达式II
侧重末期修正”的论断. 终端约束误差对比揭示显著差

异: 虽均满足落角约束, 但表达式I的落角误差更小

(<2°), 表达式II则偏差较大; 最关键的是, 表达式II的
时间约束违反严重(终端时间误差高达25 s), 而表达式

I的终端时间误差始终小于2.5 s, 完全满足时间要求.
综合而言, 表达式I性能更优, 故本文选择其作为制导

算法表述形式.

5.2 所提制导律的性能评估

为验证所提算法满足角度和时间控制要求, 图9~
11分别展示单独角度约束、单独时间约束及同时控制

二者的仿真结果. 结果表明: 在不同终端角度(−60°/
−70°/−80°)、不同飞行时间(50 s/60 s/70 s)及联合约束

((−65°, 65 s)/(−75°, 55s)/(−80°, 50 s))下, 所提算法均

能有效满足终端约束.

5.3 与现有制导律的对比

为了进一步评估所提算法的制导性能, 我们将其

与文献[28]提出的三维角度和时间约束制导进行了比

较, 其制导指令的数学表达式如下:

( )

a V
R N K

K N V
R

V
R t a b

= ( sin + cos )

+ ( 1) cos ( × )

cos + ( × ), (43)

M

V

m go
t

p
t

q
V

2

2

2

2

1

式中

图 7 (网络版彩图)表达式I的蒙特卡罗仿真. (a)弹道轨迹; (b) 速度曲线; (c) 俯仰加速度曲线; (d) 偏航加速度曲线; (e) 弹道倾
角曲线; (f) 脱靶量统计; (g) 角度误差统计; (h) 时间误差统计
Figure 7 (Color online) Monte Carlo simulation of Expression I. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves;
(d) yaw acceleration curves; (e) flight path angle curves; (f) miss distance; (g) impact angle error; (h) impact time error.

表 5 GAIL的超参数

Table 5 Hyperparameters of GAIL

参数 取值

策略网络 7 32 32 1

价值网络 7 32 32 1

判别器 8 32 32 1

学习率 1×10–3

激活函数 Hyperbolic tangent

训练算法 近端策略优化

专家轨迹条数 100
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图 9 不同角度约束的对比. (a) 弹道轨迹; (b) 速度曲线; (c) 俯仰加速度曲线; (d) 偏航加速度曲线; (e) 弹道倾角曲线; (f) 弹道
偏角曲线
Figure 9 Comparison of different angle constraints. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves; (d) yaw acceleration
curves; (e) flight path angle curves; (f) yaw angle curves.

图 8 表达式II的蒙特卡罗仿真. (a) 弹道轨迹; (b) 速度曲线; (c) 俯仰加速度曲线; (d) 偏航加速度曲线; (e) 弹道倾角曲线;
(f) 脱靶量统计; (g) 角度误差统计; (h) 时间误差统计
Figure 8 Monte Carlo simulation of Expression II. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves; (d) yaw acceleration
curves; (e) flight path angle curves; (f) miss distance; (g) impact angle error; (h) impact time error.
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图 10 不同时间约束的对比. (a)弹道轨迹; (b)速度曲线; (c)俯仰加速度曲线; (d)偏航加速度曲线; (e)弹道倾角曲线; (f)弹道
偏角曲线
Figure 10 Comparison of different time constraints. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves; (d) yaw acceleration
curves; (e) flight path angle curves; (f) yaw angle curves.

图 11 不同时间和角度约束的对比. (a) 弹道轨迹; (b) 速度曲线; (c) 俯仰加速度曲线; (d) 偏航加速度曲线; (e) 弹道倾角曲线;
(f) 弹道偏角曲线
Figure 11 Comparison of different time and angle constraints. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves; (d) yaw
acceleration curves; (e) flight path angle curves; (f) yaw angle curves.
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N N K K= (2 + ) + ( 1)
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u u u
u

( ) = , 1,
1, > 1,

(54)
n+1

式中, N = 4, K = 3, a = 10, b = 10, p = 0.8, q = 1.2.
此外, 本文还将与文献[20]中描述的基于RL的制

导算法进行比较. 由于文献[20]是针对二维制导设计

的, 我们将其推广到三维场景. 首先, 根据式(14)和
(15), 制导指令被分解为俯仰和偏航两个部分. 其次,
每个通道中的指令都被转换成一个偏置比例导引制导

的框架, 智能体的任务是直接输出偏置制导指令.

为清晰呈现对比结果, 选定期望落角 = 75d , 飞

行时间t = 50 sd 的初始条件, 仿真结果如图12和表6所
示. 结果表明: 三种制导方案均成功拦截目标, 并在不

同程度上满足时间和角度约束. 然而, 本文所提制导律

的终端误差最小. 当以终端速度最大化为目标时, 文献

[20,28]的终端速度低于本方法. 此差距主要源于文献

[20]的制导律基于恒速假设推导, 应用于时变速度模

型时性能必然退化. 此外, 该方案生成的指令在目标

附近呈现明显振荡现象, 对实际应用极为不利.

5.4 评估不确定性条件下的鲁棒性

5.4.1 气动参数存在不确定性

实践中, 气动参数通常通过风洞试验进行辨识, 该

图 12 不同三维时间角度约束制导律的对比. (a) 弹道轨迹; (b) 速度曲线; (c) 俯仰加速度曲线; (d) 偏航加速度曲线; (e) 弹道
倾角曲线; (f) 弹道偏角曲线
Figure 12 Comparison of different three-dimensional time and angle constrained guidance laws. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves;
(c) pitch acceleration curves; (d) yaw acceleration curves; (e) flight path angle curves; (f) yaw angle curves.
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过程不可避免地会将测量误差引入气动力系数. 因此,
构建完全准确的气动力系数表用于实际应用具有挑战

性. 为表征这种不确定性, 我们对表2所列气动参数分

别施加了最高可达±10%, ±20%和±30%的随机误差,
由此生成了表7所总结的3种测试工况. 针对每种工况,

我们执行了蒙特卡罗模拟, 以评估所提制导算法的鲁

棒性. 为清晰对比, 我们在随机初始条件下展示了各

误差工况下的单次仿真结果(如图13所示). 可见, 在不

同误差环境下, 飞行轨迹曲线基本完全重合, 且对应的

终端误差均保持较小. 这些结果表明, 气动力系数的不

表 6 不同方法的终端误差统计

Table 6 Terminal error statistics for different methods

算法 脱靶量 (m) 角度误差 (°) 时间误差 (s) 末速 (m/s)

本文 0.1819 0.0521 0.016 322.42

文献[20] 0.6848 1.3952 1.410 302.83

文献[28] 0.4555 3.9459 0.722 251.01

表 7 存在不同气动系数误差的工况

Table 7 Conditions with different aerodynamic coefficient errors

工况 Cx0 Cx

2
Cy Cz

I [−10%, 10%] [−10%, 10%] [−10%, 10%] [−10%, 10%]

II [−20%, 20%] [−20%, 20%] [−20%, 20%] [−20%, 20%]

III [−30%, 30%] [−30%, 30%] [−30%, 30%] [−30%, 30%]

图 13 不同工况的对比. (a)弹道轨迹; (b)速度曲线; (c)俯仰加速度曲线; (d)偏航加速度曲线; (e)弹道倾角曲线; (f)弹道偏角
曲线
Figure 13 Comparison of different conditions. (a) Missile’s trajectories; (b) velocity curves; (c) pitch acceleration curves; (d) yaw acceleration
curves; (e) flight path angle curves; (f) yaw angle curves.
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确定性对制导性能的影响较小. 此外, 我们统计了100
次蒙特卡罗模拟的终端误差结果(如图14所示). 仿真

结果证明, 所提制导算法在气动力系数存在不确定性

的条件下, 具有良好的鲁棒性.

5.4.2 质量与特征面积存在不确定性

为了评估所提出的制导算法在不同型号的导弹上

的适用性, 我们在表1的质量和参考面积中引入了[0%,
20%]的误差, 以模拟不同型号的导弹, 即

S S= (1 + ), [0%, 20%], (55)s s

m m= (1 + ), [0%, 20%]. (56)m m

然后, 在随机初始条件下进行了200次蒙特卡罗模

拟. 如图15所示, 仿真结果表明, 即使存在质量和特征

区域的不确定性, 所提出的算法也能保持有效的性能.

最大角度误差不超过4°, 最大时间误差不超过2.5 s. 这
表明该算法能够适应不同的导弹型号, 而无需重新

训练.
注释6 在本节存在不确定性的仿真中, 我们固定

参数k1和k2. 换言之, 在使用表1范围内的初始条件训练

参数k1和k2后, 没有针对其他不同的工况或场景进行重

新训练.

5.4.3 初始条件以外的制导性能评估

为了评估所提出的制导算法初始条件以外的泛化

性能, 选择目标水平位置在[5500 m, 6000 m]以及

[6500 m, 7000 m], 该区间为表1中未涵盖的初始条件.
我们分别在各个区间进行了100次蒙特卡罗仿真, 即共

计200次,仿真结果如图16所示. 结果表明,在未见过的

初始条件范围外, 所提算法也能保持较好的制导性能,

图 14 不同工况的终端误差统计
Figure 14 Terminal error statistics for different conditions.

图 16 初始条件范围外的蒙特卡罗仿真
Figure 16 Monte Carlo simulation outside the initial condition range.

图 15 质量和特征面积存在不确定性时的蒙特卡罗仿真
Figure 15 Monte Carlo simulation in the presence of uncertainties in
mass and reference area.
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最大角度误差不超过2°, 时间误差不超过1.5 s.

6 结论

首先, 针对传统神经网络获得的制导策略不透

明、不可解释的问题, 本文利用KAN反演出制导律的

解析形式, 提出了一种将数据驱动方法与解析表达式

反演相结合的制导律设计方法; 其次, 在微调解析表

达式时, 针对传统基于RL的方法奖励函数设计困难的

问题, 本文采用GAIL的方法自动生成奖励信号, 无需

人为设计奖励函数. 仿真结果表明, 所提算法的制导性

能满足时间和角度的同时约束, 并且在未训练场景中

的制导性能具有良好的鲁棒性. 目前虽以KAN反演制

导律解析表达式的方法保持着较好的制导性能, 但解

析式仍需人工细致组合拼装, 易引入与数据反演结果

的细微偏差, 影响精度与可复现性. 后续研究可以面

向自主反演, 自动生成并校验解析式, 避免人工拼装

组合带来的误差影响.
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KAN-based analytic expression inversion for three-dimensional
impact angle and time control guidance
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This paper addresses the problem of missile intercepting a stationary target in three-dimensional space with desired impact time and
angle constraints. A novel guidance law based on the Kolmogorov-Arnold network (KAN) is proposed. First, a variable-speed
nonlinear guidance model incorporating aerodynamic effects is established according to the relative motion dynamics between the
missile and target, eliminating the need for the constant velocity assumption. Second, the guidance command is decomposed into
pitch and yaw channels. Bias term commands for each channel are designed based on the biased proportional navigation guidance
law, thereby simplifying the guidance law design. Subsequently, KAN is employed to perform supervised learning on flight data,
innovatively deriving the analytical expressions of the guidance law in a data-driven manner. Finally, a generative adversarial
imitation learning (GAIL)-based method is used to fine-tune the unknown parameters within the derived analytical expressions. This
approach eliminates the need for manual reward function design and avoids the sparse reward problem inherent in traditional
reinforcement learning. Additionally, the interpretability of the KAN-derived analytical guidance law expressions is analyzed and
validated through relevant simulations. Numerical simulation results demonstrate that the proposed guidance law not only
simultaneously satisfies the time and angle constraints but also maintains high guidance accuracy in untrained scenarios.
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