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摘要 在何种条件下能设计控制协议使一个多智能体系统实现期望编队是编队控制的基本问题.通过

分析线性多智能体系统一类可完全实现的期望编队的性质,本文注意到期望编队的可实现性和时变线

性方程组的相容性之间存在联系,由此利用时变线性方程组的渐近相容性提出期望编队的渐近相容概

念,并利用矩阵的 Moore-Penrose广义逆研究其主要性质. 利用这一概念,本文给出线性多智能体系统

期望编队的可实现性结论: 只要智能体动态和连接网络分别满足可控性和连通性条件, 所有渐近相容

的期望编队都是可实现的. 对渐近相容的期望编队,本文利用加权可控性 Gram矩阵和 Moore-Penrose

广义逆设计出状态反馈控制协议. 若智能体动态进一步还是可观的, 则利用分离原理设计出基于观测

器的控制协议. 最后, 仿真实例的结果验证了本文结论.
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1 引言

自然界每一生物种群的个体之间都存在着自发协作行为,这些行为能使种群的个体实施群体性行

为,完成群体性目标.这种现象促使人们提出和研究由多个人工系统组成的多智能体系统.多智能体系

统能通过协作完成复杂的单个智能体难以完成的任务,如多个小型卫星通过协同可以构建覆盖全球的

星链系统,实现全球通讯和导航;多个无人船舰经协同排成编队阵形执行作战任务. 20世纪 90年代以

来, 多智能体技术在计算机、通信、传感器等新技术的推动下快速发展, 应用范围覆盖工业、航天、军

事, 人工智能等众多领域 [1∼3], 在此同时, 多智能体系统的理论研究也备受关注, 一直是控制理论研究

领域的热点 [4, 5].

多智能体系统控制的基本问题是基于局部信息为多智能体设计合作协议,使它们能经协议协作完

成指定的任务. 一个典型的任务是: 预先指定的一组在状态空间取值且与智能体一一对应的时变函数
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(称为期望编队), 它们在状态空间形成一个随时间变动的几何体, 要求在状态空间运行的多智能体能

形成与此几何体相同的几何形状. 以实现这种任务为目标的控制称为编队控制, 它是多智能体系统控

制研究的重要课题.

多个一阶积分器的编队控制是最简单的编队控制问题, 其结论是: 只要积分器间的连接网络满足

连通性条件, 便可设计控制协议实现任意给定的期望编队 [4, 6, 7]. 文献 [8, 9] 分别研究二阶和一般线

性多智能体的定常编队控制, 其中文献 [9] 针对一类可允许协议给出了定常编队可实现的充分必要条

件. 在实际应用中, 多数智能体编队队形是随时间变化的, 所以更多的文献研究时变编队控制问题. 文

献 [10] 研究多个二阶积分器的时变编队控制问题, 其研究策略是将编队控制问题转化为同步问题. 文

献 [11]研究一般线性多智能体系统的时变编队控制,针对一类类型被限定的控制协议给出了期望编队

的可实现条件.基于不同的协议类型,文献 [12,13]研究了一般时滞线性多智能体系统的时变编队控制

问题.文献 [14,15]研究线性多智能体系统输出编队控制问题,它要求多智能体的输出实现指定的期望

编队, 两篇文献给出的编队可实现条件都依赖一个称为输出编队误差的辅助系统的稳定性. 文献 [16]

引入二次性能函数将线性多智能体的编队控制问题转化为优化控制问题,解决了一类特殊期望编队的

编队控制问题. 文献 [17] 将组成期望编队的时变函数看作参考轨迹, 用优化控制方法设计控制协议使

智能体跟踪这些参考信号, 以此实现期望编队.

受实际应用的驱动, 更复杂的编队控制问题被提出, 它们要求多智能体除实现指定的期望编队外,

还实现其他目标.编队跟踪要求多智能体在实现指定编队的同时还跟踪给定的参考轨迹或其他智能体

轨迹. 文献 [18] 研究平面机器人保持适当队形且沿给定路径运动的控制问题. 文献 [19] 要求线性多智

能体实现指定的期望编队, 同时编队中心跟踪给定的参考轨迹. 在文献 [20, 21], 线性多智能体被分成

跟随者和领导者两类,跟随者除实现指定的编队队形外,同时还要跟踪领导者. 文献 [22∼24]研究分组

编队跟踪控制, 文中跟随者被分成不同的组, 它们在各个组内实现编队跟踪且组间保持某种联系. 文

献 [25] 研究异构线性多智能体系统的输出编队跟踪问题, 这些异构智能体被要求满足一组匹配条件.

文献 [26] 使用优化控制方法研究线性多智能体系统的编队跟踪问题. 编队合围是要求一些智能体 (领

导者)在实现指定编队的同时还能形成凸体包围其他智能体 (跟随者). 文献 [27]研究线性多智能体编

队合围控制,既为领导者设计了能实现指定编队的协议,也为跟随者设计了合作协议.文献 [28]研究输

出反馈线性多智能体的编队合围问题, 给出期望编队的可实现条件并设计出基于观测器的控制协议.

文献 [29, 30] 研究异构线性多智能体的编队合围跟踪控制, 其中文献 [30] 考虑的期望编队是由编队构

型系统的轨迹生成的. 随着人工智能技术的发展, 强化学习方法也被用于多智能体编队控制研究 [31].

对多个一阶积分器, 只要它们的连接网络满足连通性条件, 就可设计协议使积分器实现任一给定

的期望编队. 但对其他类型的多智能体,则不是所有的期望编队都是可实现的. 比如,两个二阶积分器

在任何条件下都无法实现期望编队 (0, 1)T 和 (0, 2)T, 因为该编队要求两个积分器的相对位置为 0 且

相对速度为 1. 如何判断一个多智能体系统的期望编队是可实现的,这是编队控制研究的首要问题.现

有的编队控制研究大都遵循一个共同模式 [11, 27,28,30], 即预先设定所用控制协议的类型. 这一模式能

简化控制协议设计, 使其只在指定类型的范围内进行, 但得出的编队可实现条件会依赖预设的协议类

型, 无法应用于其他类型的控制协议. 例如, 文献 [11,13,28] 给出的期望编队可实现条件都与预设协议

类型中的矩阵参数有关.

本文研究具有时变连接网络的一般线性多智能体系统的时变编队控制问题. 与现有文献相比, 本

文的研究基于如下观点: 期望编队的可实现性是期望编队与多智能体系统的共有属性, 与使用何种控

制协议无关; 同时, 为保证结论的一般性, 编队控制研究不应预设协议类型. 通过分析线性多智能体系

统一类可完全实现的期望编队的特征, 我们注意到一个事实: 期望编队的可实现性与时变线性方程组

的相容性存在联系,这个方程组涉及智能体动态,智能体间的连接网络和期望编队. 这一事实为线性多

智能体系统的期望编队可实现性研究提供了一个新途径. 借助时变线性方程组的渐近相容性概念, 本

文提出期望编队的渐近相容概念,并利用这一概念给出线性多智能体系统一个新的期望编队可实现条
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件:如智能体和连接网络分别满足可控性和连通性条件,则任一渐近相容的期望编队都是可实现的. 与

现有文献相比 [11, 13,21,28], 这里给出的可实现条件不针对任何特定的控制协议类型且可直接验证. 对

满足可实现条件的期望编队, 本文给出可直接计算的状态反馈控制协议的设计方法: 利用加权可控性

Gram矩阵计算协议的反馈增益矩阵,利用 Moore-Penrose广义逆计算协议的补偿项.若智能体动态还

是可观的, 本文利用分离原理给出基于观测器的控制协议的设计方法: 根据各智能体输出设计其状态

观测器, 然后用观测器变量替换状态反馈控制协议中的状态变量. 在现有文献中, 基于观测器的控制

协议多使用非分离设计方法, 即在设计过程中同时设计观测器和基于观测器的控制协议 [25, 28]. 在实

际应用中, 人们希望根据自己需要设计期望编队并希望它是可实现的, 但这难以完全做到. 本文利用

所得结论讨论了如何设计可实现的期望编队使其尽可能满足需要.

2 预备知识和问题叙述

2.1 图论的基本概念

设 G = (V, E) 是一个无向图, 其中节点集合 V = {1, 2, . . . , N}, 边集合 E 由 V 中一些相异节点
的无序对组成. 一个连接节点 i 和 j 的路径是如下形式的边序列, {i, i1}, {i1, i2}, . . . , {id−1, id}, {id, j}.
如果任何两个相异节点都存在一条连接它们的路径, 就称 G 是连通的. 图 G 的邻接矩阵 A(G) = (aij)

是一个 N ×N 矩阵, 其元素 aij 定义如下:

aij =

1, {i, j} ∈ E ,

0, {i, j} /∈ E .

图 G 的拉普拉斯 (Laplace) 矩阵 L(G) = (ℓij) 也是一个 N 阶矩阵, 其元素 ℓij 定义如下: 如 i ̸= j,

ℓij = −aij ; 如 i = j, ℓii =
∑N

k=1 aik.

2.2 问题描述

考虑以 1, 2, . . . , N 编号的 N 个智能体, 它们由如下 N 个定常线性系统描述:

ẋi = Axi +Bui, yi = Cxi, i = 1, . . . , N, (1)

其中 A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m 和 C ∈ Rr×n 是定常矩阵, xi ∈ Rn, ui ∈ Rm 和 yi ∈ Rr 分别是智能体的状

态、输入和输出. 选择适当指标集 P, 以集合 {Gp : p ∈ P} 表示所有以 {1, 2, . . . , N} 为节点集的无向
图组成的集合. 以 σ(t) 表示一个从 [0,∞) 到 P 的分段常值右连续函数. 智能体之间的连接网络用一

个时变图 G(t) = Gσ(t) 描述, 并称函数 σ(t) 的间断点为 G(t) 的切换时刻. 以 Nσ(t, s) 表示 G(t) 在区间
[s, t) 中的切换点个数, 如果存在 κ, τ > 0, 使得对任意 t > s > 0,

Nσ(t, s) 6 κ+
t− s

τ
, (2)

就定义其中的 τ 为 G(t) 的平均驻留时间 [32].

定义1 对在 Rn 中取值且具有分段连续导函数的 N 个时变函数 p1(t), . . . , pN (t), 称 p(t) =

(pT1 (t), . . . , p
T
N (t))T 为多智能体系统 (1) 的一个期望编队. 如果存在控制协议 ui, 1 6 i 6 N 使得式

(1) 从任意初值出发的解满足

xi(t)− pi(t)− (xj(t)− pj(t)) → 0, t → ∞, 1 6 i, j 6 N, (3)

则称 p 是可实现的. 进一步, 如果式 (3) 中的收敛速度是指数的, 则称 p 是可指数实现的.
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本文研究多智能体系统 (1) 的编队控制问题, 主要目标如下:

(1) 将期望编队的可实现性看作是期望编队和多智能体系统的共有属性, 给出其可实现条件;

(2) 对满足可实现条件的期望编队, 设计控制协议使得式 (3) 成立.

3 渐近相容编队的概念

3.1 时变线性方程组的渐近相容性

对定常的 M, b, 如果存在 x0 使 Mx0 = b, 则称线性方程组 Mx = b 是相容的. 如果 M 和 b 是时

变的, 方程组 Mx = b 可能会在一些时刻是相容的而在另外一些时刻是不相容的, 一般的相容概念不

再适用. 下面引入新的概念描述时变线性方程组的相容性.

定义2 考虑时变线性方程组

Ξ(t)x = β(t), t > 0, (4)

其中 Ξ(t) ∈ Rp×q, β(t) ∈ Rp 都依赖时间变量 t. 如果存在 µ(t) ∈ Rq 使得当 t → ∞, Ξ(t)µ(t)− β(t) 收

敛到 0, 就称 µ(t) 是一个渐近解, 并称方程组 (4) 是渐近相容的; 如果收敛速度是指数的, 就称 µ(t) 是

一个指数渐近解, 并称方程组 (4) 是指数渐近相容的.

例如, 时变线性方程组 2t 0

0 0

x1

x2

 =

2t sin t

e−t

 , t > 0

在任何时刻 t 都是不相容的, 但它具有一个指数渐近解 x1 = sin t, x2 = 0, 所以它是指数渐近相容的.

定义3 ([33]) 对矩阵 M ∈ Rp×q, 称满足如下条件:

MM+M = M, M+MM+ = M+, (MM+)T = MM+, (M+M)T = M+M (5)

的矩阵 M+ ∈ Rq×p 为 M 的 Moore-Penrose 广义逆.

对任意矩阵 M , 其 Moore-Penrose 广义逆 M+ 是唯一存在的且具有如下性质: M+β 是线性方程

组 Mx = β 的一个最小二乘解 [33], 即 ∥MM+β − β∥ = minx∈Rq ∥Mx − β∥. 根据这一性质, 对任意给

定 t > 0, ∥Ξ(t)Ξ+(t)β(t)− β(t)∥ = minx∈Rq ∥Ξ(t)x− β(t)∥. 于是得到引理 1.

引理1 时变线性方程组 (4)是 (指数)渐近相容的当且仅当,当 t → ∞时, ∥Ξ(t)Ξ+(t)β(t)−β(t)∥
(指数) 收敛到 0.

3.2 渐近相容编队的概念

对一般线性多智能体系统而言, 不是任一期望编队都是可实现的. 那么一个可实现的期望编队具

有怎样的性质呢? 我们在一个特殊情形下分析这一问题. 假设系统 (1) 的一个期望编队 p 能被完全实

现, 即在某一控制协议 ui, 1 6 i 6 N 下, 系统 (1) 的 N 个智能体从某一初值出发的解满足

xi(t)− pi(t) = xj(t)− pj(t), t > 0, 1 6 i, j 6 N. (6)

引入记号 1N = (1, . . . , 1)T ∈ RN 并记 x = (xT
1 , . . . , x

T
N )T, r(t) = x1(t) − p1(t). 由式 (6) 可得到

x(t) = p(t) + 1N ⊗ r(t). 以 L(t) 表示系统 (1) 连接网络 G(t) 的拉普拉斯矩阵. 注意 L(t)1N = 0, 直接

计算得到

(L(t)⊗ In) ẋ(t) = (L(t)⊗ In)
(
ṗ(t) + 1N ⊗ ṙ(t)

)
= (L(t)⊗ In) ṗ(t). (7)

记 u = (uT
1 , . . . , u

T
N )T, 将在协议 u 作用下的系统 (1) 写成

ẋ = (IN ⊗A)x+ (IN ⊗B)u. (8)
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利用式 (8) 再计算 (L(t)⊗ In) ẋ(t) 又可得到

(L(t)⊗ In) ẋ(t) = (L(t)⊗A)x(t) + (L(t)⊗B)u

= (L(t)⊗A)
(
p(t) + 1N ⊗ r(t)

)
+ (L(t)⊗B)u

= (L(t)⊗A) p(t) + (L(t)⊗B)u.

(9)

比较式 (7) 和 (9) 有

(L(t)⊗ In) ṗ(t) = (L(t)⊗A) p(t) + (L(t)⊗B)u.

这一等式意味着, 如果编队 p 是可完全实现的, 则以 γ 为未知量的时变线性方程组

(L(t)⊗B) γ = (L(t)⊗ In) ṗ(t)− (L(t)⊗A) p(t) (10)

存在准确解 u. 这一事实引导我们做进一步推断: 如果 p 不是可完全实现的, 而是可渐近实现的, 则方

程组 (10) 应存在渐近解. 再进一步, 我们提出如下问题: 如果期望编队 p 能使方程 (10) 有渐近解, 那

么 p 是否可被实现? 这一问题提供了一个研究线性多智能体系统 (1) 的期望编队可实现性的新途径,

即从时变线性方程组 (10) 的渐近相容性出发研究期望编队 p 的可实现性. 我们提出下面概念.

定义4 假设 p 是具有连接网络 G(t) 的线性多智能体系统 (1) 的期望编队, L(t) 是 G(t) 的拉普
拉斯矩阵. 如果 p 能使如下以 γ 为未知量的时变线性方程组

(L(t)⊗B) γ = (L(t)⊗ In) ṗ− (L(t)⊗A) p, t > 0 (11)

是 (指数) 渐近相容的, 就称 p 是 (指数) 渐近相容的.

方程组 (11)涉及多智能体编队控制的 3个基本要素:智能体动态、智能体间的连接网络和期望编

队, 定义 4 通过这一方程组的渐近相容性定义了期望编队 p 的渐近相容属性. 后面将证明: 如果 G(t)
在任何时刻都是连通的, (A,B) 是可控对, 具有渐近相容属性的期望编队都是可实现的.

利用引理 1 可以判定系统 (1) 的一个给定的期望编队是否是 (指数) 渐近相容的. 如果连接网络

G(t) 在任意时刻 t > 0 都是连通的, 下面引理给出更直接的判定方法.

引理2 如果系统 (1) 的连接网络 G(t) 在任意 t > 0 都是连通的, 则期望编队 p 是渐近相容的当

且仅当

lim
t→∞

∥∥(InN − B̄B̄+)(ṗ− (IN ⊗A) p)
∥∥ = 0,

这里 B̄ = (IN ⊗B,1N ⊗ In); p 是指数渐近相容的当且仅存在 C0 > 0, c > 0 使得∥∥(InN − B̄B̄+)(ṗ− (IN ⊗A) p)
∥∥ 6 C0e

−ct, t > 0. (12)

引理 2 的证明在附录 A.1 给出. 引理 1 和 2 解决了期望编队的渐近相容性的判别问题, 另一个相

关问题是: 哪些期望编队是渐近相容的? 下面给出一类重要的渐近相容的期望编队的构造公式.

引理3 假设 G(t) 对任意 t > 0 都是连通的. 如果时变函数 q(t) ∈ Rn 具有分段连续的导函数,

p̄i(t) ∈ Rn 是下面微分方程的解:

˙̄pi(t) = Ap̄i(t) +Bγ̄i(t), p̄i(0) = ci, 1 6 i 6 N, (13)

其中 ci ∈ Rn 是常向量, γ̄i(t) ∈ Rm 是在任意有限区间上有界的分段连续函数, 则由

pi(t) = p̄i(t) + q(t), t > 0, 1 6 i 6 N (14)

定义的期望编队 p = (pT1 , . . . , p
T
N )T 是指数渐近相容的.
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证明 记 p̄ = (p̄T1 , . . . , p̄
T
N )T, γ̄ = (γ̄T

1 , . . . , γ̄
T
N )T. 由式 (14), 期望编队 p 可以写成 p = p̄ + 1N ⊗ q

形式, 又由式 (13), ˙̄p = (IN ⊗A) p̄+ (IN ⊗B) γ̄. 于是

ṗ− (IN ⊗A) p = ( ˙̄p+ 1N ⊗ q̇)− (IN ⊗A) (p̄+ 1N ⊗ q)

= ˙̄p− (IN ⊗A) p̄+ 1N ⊗ q̇ − 1N ⊗Aq

= (IN ⊗B) γ̄ + 1N ⊗ (q̇ −Aq) = B̄

 γ̄

q̇ −Aq

 ,

其中 B̄ = (IN ⊗B,1N ⊗ In). 由 Moore-Penrose 广义逆定义, B̄ = B̄B̄+B̄, 由此推出 (InN − B̄B̄+)(ṗ−
(IN ⊗A)p) = 0, 此即式 (12) 对任意 C0 > 0, c > 0 成立, 根据引理 2, p 是指数渐近相容的.

4 主要结论

4.1 预备引理

对任一 N 阶无向图 G, 其拉普拉斯矩阵 L(G) 是一个半正定矩阵, 它有一个 0 特征值且其对应的

特征向量为 1N ∈ RN . 将 L(G) 的特征值从小到大排列并记为 0 = λ1 6 λ2 6 · · · 6 λN . 如果 G 是连
通的, 则 λ2 > 0. 下面的引理给出了 L(G) 的最小非零特征值 λ2 的下界估计.

引理4 ([34]) 如果 G 是一个 N 阶无向连通图, 则

λ2 > 4

N(N − 1)
.

对可控对 (A,B), 定义如下加权可控性 Gram 矩阵 W (δ, α) [35]:

W (δ, α) =

∫ δ

0

e−4αζ · e−AζBBTe−ATζ

dζ.

由 (A,B) 的可控性, 对任意 α > 0 和 δ > 0, 都有 W (δ, α) > 0.

引理5 ([36]) 假设 (A,B) 是可控对, G 是任一 N 阶无向连通图. 令

K(δ, α) =
N(N − 1)

4
BTW−1(δ, α). (15)

则对任意 α > 0, δ > 0 和 L(G) 的任意非零特征值 λ,∥∥e(A−λBK(δ,α)) t
∥∥ 6

√
λ1(δ)λ

−1
2 (δ) e2αδe−2αt, t > 0, (16)

其中 λ1(δ) 和 λ2(δ) 分别是 W (δ, 0) 的最大和最小特征值.

引理6 假设 G(t) 具有切换时刻 0 = t0 < t1 < · · · 且具有已知的平均驻留时间 τ > 0. 考虑如下

分段表示的微分方程:

ż(t) = Mkz(t) +Hkq(t), tk 6 t < tk+1, k = 0, 1, 2, . . . , (17)

其中 Mk,Hk ∈ Rρ×ρ 是定常矩阵, q(t) ∈ Rρ 是分段连续函数且在任意有限区间上是有界的. 如果下面

条件成立:

(1) 存在 α > 0 使得 ∥eMkt∥ 6 eατe−2αt, t > 0, k > 0;

(2) ∥Hk∥ 6 1,

那么, 若当 t → ∞ 时, q(t) (指数) 趋于 0, 则当 t → ∞ 时, 方程的解 z(t) (指数) 趋于 0.

引理 6 的证明在附录 A.2 给出.
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4.2 主要结论

下面给出本文的主要结论. 定理 1 证明了如线性多智能体系统 (1) 的智能体和连接网络分别满足

可控性和连通性条件, 则可设计状态反馈的控制协议使多智能体实现渐近相容的期望编队. 定理 2 则

证明了, 如智能体进一步满足可观性条件, 则可利用分离原理设计基于观测器的控制协议使多智能体

实现渐近相容的期望编队.

定理1 考虑线性多智能体系统 (1). 如果 (A,B) 是可控对, 同时时变连接网络 G(t) 在任何时刻
都是连通的且具有已知的平均驻留时间 τ > 0, 则对任一 (指数) 渐近相容的期望编队 p, 可设计状态

反馈控制协议使多智能体系统 (指数) 实现 p.

证明 我们按如下方法直接构造状态反馈的控制协议: 定义反馈增益矩阵

K = K

(
τ

4
,
lnλ1(

τ
4 )− lnλ1(

τ
4 )

τ

)
, (18)

其中 K(·, ·) 和 λ1(
τ
4 ), λ1(

τ
4 ) 在引理 5 定义; 对期望编队 p, 按如下方式定义 ν1(t), . . . , νN (t) ∈ Rm:

(νT1 (t), . . . , νN
T(t))T = (ImN , OmN×n)B̄

+(ṗ− (I ⊗A) p), (19)

其中 B̄ = (IN ⊗B,1N ⊗ In), OmN×n 是一个 mN × n 的零矩阵; 设计状态反馈控制协议

ui(t) = −K
N∑
j=1

aij(t)
(
xi(t)− pi(t)− xj(t) + pj(t)

)
+ νi(t), i = 1, . . . , N, (20)

其中 (aij(t))N×N 是 G(t) 的邻接矩阵. 下面将证明: 如果 p 是 (指数) 渐近相容的, 则在控制协议 (20)

下, 系统 (1) 能 (指数) 实现 p.

将协议 (20) 应用于系统 (1). 引入记号

x = (xT
1 , . . . , x

T
N )T, ν = (νT1 (t), . . . , νN

T(t))T,

耦合系统可表示为

ẋ = (IN ⊗A)x− (L(t)⊗BK) (x− p) + (IN ⊗B) ν, (21)

其中 L(t) 是 G(t) 拉普拉斯矩阵. 令

x̄ = x− p, (22)

系统 (21) 变为

˙̄x =(IN ⊗A− L(t)⊗BK) x̄+
[
(IN ⊗B) ν + (IN ⊗A) p− ṗ

]
. (23)

处理式 (23) 中方括号内的非齐次项. 将 ν 的定义式 (19) 及 B̄ = (IN ⊗B,1N ⊗ In) 代入计算可得

(IN ⊗B) ν + (IN ⊗A) p− ṗ

=
[
(IN ⊗B) (ImN , OmN×n)B̄

+ − InN
]
(ṗ− (IN ⊗A) p)

=
[
(IN ⊗B,OnN×n)B̄

+ − InN
]
(ṗ− (IN ⊗A) p)

=
[
(B̄ − (OnN×mN ,1N ⊗ In))B̄

+ − InN
]
(ṗ− (IN ⊗A) p)

=
[
B̄B̄+ − InN

]
(ṗ− (IN ⊗A) p)− (OnN×mN ,1N ⊗ In)B̄

+(ṗ− (IN ⊗A) p).

(24)

用 β 表示 −B+(ṗ− (I ⊗A) p) 的最后 n 个分量构成的向量, 则

−(OnN×mN ,1N ⊗ In)B̄
+(ṗ− (IN ⊗A) p) = 1N ⊗ β.

 https://www.sciengine.com/doi/10.1360/SSI-2024-0077



王兴平等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 179

再令

p̄ = (B̄B̄+ − InN )(ṗ− (IN ⊗A) p), (25)

方程 (23) 可写作

˙̄x = (IN ⊗A− L(t)⊗BK) x̄+ p̄+ 1N ⊗ β. (26)

假设 G(t) 具有切换时刻 0 = t0 < t1 < · · · , 将方程 (26) 进一步写成如下形式:

˙̄x = (IN ⊗A− L(tk)⊗BK) x̄+ p̄+ 1N ⊗ β, tk 6 t < tk+1, k = 0, 1, . . . . (27)

因为 G(t) 在任何时刻都是连通的, 所以 L(tk) 的 0 特征值是 1 重的. 将 L(tk) 的特征值和对应的标准
正交特征向量分别排列如下:

λ
(k)
1 > · · · > λ

(k)
N−1 > λN = 0, ξ

(k)
1 , . . . , ξ

(k)
N−1, ξN =

√
N−1 1N .

定义

Dk = (ξ
(k)
1 , . . . , ξ

(k)
N−1), Tk = (Dk, ξN ),

则矩阵 Tk 是正交的且使得

TT
k L(tk)Tk = diag

(
λ
(k)
1 , . . . , λ

(k)
N−1, 0

)
, TT

k 1N = (0, . . . , 0,
√
N )T. (28)

对任意 k > 0, 定义正交变换

x̄ = (Tk ⊗ In) z, tk 6 t < tk+1, (29)

这是一个依赖连接网络 G(t) 的变换. 在 z 坐标下, 方程 (27) 可写成

ż =
[
IN ⊗A− TT

k L(tk)Tk ⊗BK
]
z + (TT

k ⊗ In) (p̄+ 1N ⊗ β), tk 6 t < tk+1. (30)

对 z 进行如下划分 z = (zT1 , z
T
1 )

T, 其中 z1 ∈ R(N−1)n, z2 ∈ Rn, 根据式 (28), 可将式 (30) 写成

ż1 = Mkz1 + (DT
k ⊗ In) p̄, (31a)

ż2 = Az2 + (ξTN ⊗ In) p̄+
√
Nβ, tk 6 t < tk+1, (31b)

这里 Mk = IN−1 ⊗A− diag(λ
(k)
1 , . . . , λ

(k)
N−1)⊗BK.

注意 G(t)具有平均驻留时间 τ > 0. 下面验证方程 (31a)满足引理 6的两个条件.因为 ∥DT
k ⊗In∥ =

1, 所以引理 6 的条件 2 成立. 下面验证条件 1 也成立. 首先

∥eMkt∥ = max
{
∥e(A−λ

(k)
1 BK)t∥, . . . , ∥e(A−λ

(k)
N−1BK)t∥

}
, (32)

根据 K 的定义式 (18), 对 δ = τ
4 , α = 1

τ (lnλ1(
τ
4 )− lnλ1(

τ
4 )) 应用引理 5, 可知不等式

∥e(A−λ
(k)
i BK)t∥ 6

√
λ1

(τ
4

)
λ−1
2

(τ
4

)
e

1
2ατe−2αt, t > 0, 1 6 i 6 N − 1 (33)

对 L(tk) 的所有非零特征值 λ
(k)
i 都成立. 又√

λ1

(τ
4

)
λ−1
2

(τ
4

)
= eln

√
λ1(

τ
4 )λ

−1
2 ( τ

4 ) = e
1
τ (lnλ1(

τ
4 )−lnλ1(

τ
4 ))·

τ
2 = e

1
2ατ ,

将其代入式 (33) 得到 ∥e(A−λ
(k)
i BK)t∥ 6 eατe−2αt. 再回到式 (32), 便知存在 α > 0 使得

∥eMkt∥ 6 eατe−2αt, t > 0, (34)
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于是, 引理 6 的条件 1 也成立. 又根据引理 2, 如果 p 是 (指数) 渐近相容的, 则当 t → ∞, p̄ =

(B̄B̄+ − InN )(ṗ− (IN ⊗A) p) 是 (指数) 趋于 0. 将引理 6 应用于式 (31a) 即得结论: 若 p 是 (指数) 渐

近相容的, 则当 t → ∞ 时, z1(t) (指数) 趋于 0.

根据变换式 (29),

x̄(t) = (Tk ⊗ In) z(t) = (Dk ⊗ In, ξN ⊗ In)

 z(t)

z2(t)

 = (Dk ⊗ In) z1(t) +
√
N−1 1N ⊗ z2(t). (35)

代入 x̄ = x− p 并移项得到 x(t)− p(t)−
√
N−1 1N ⊗ z2(t) = (Dk ⊗ In) z1(t). 利用上面关于 z1(t) 的结

论, 当 t → ∞ 时,

x(t)− p(t)− 1N ⊗
(√

N−1 z2(t)
)

(36)

(指数) 趋于 0. 此即, 若 p 是 (指数) 渐近相容的, 则在控制协议 (20) 下系统 (1) 可 (指数) 实现 p.

定理 1 的证明中有两个关键点: 一个是控制协议 (20) 的补偿项 νi 的计算公式 (19), 它和渐近相

容编队概念密切相关. 另一个是依赖连接网络的坐标变换 (29). 在控制协议 (20) 作用下的系统 (1) 经

坐标变换后有一个重要的结构特征,即关于 z1 和 z2 的两个方程是互相独立的. 还有一点需要指出,式

(36) 中的
√
N−1 z2(t) 在一些文献中被称为队形参考函数 (formation reference function) [11, 12], 在这里

队形参考函数满足一个微分方程.

定理2 如果在定理 1 条件成立下, (A,C) 还是可观对, 则对系统 (1) 的任一 (指数) 渐近相容的

期望编队 p, 可设计基于观测器的控制协议使多智能体系统 (指数) 实现 p.

证明 我们利用分离原理设计基于观测器的控制协议. 首先对渐近相容的期望编队 p, 设计形容

式 (20) 的状态反馈控制协议. 其次为每一智能体设计如下状态观测器:

˙̂xi = Ax̂i +Bui + L(yi − Cx̂i), i = 1, . . . , N, (37)

其中 x̂i ∈ Rn, 观测器增益 L 使 A− LC 是稳定阵. 于是, 存在 b > 0 和 D > 0 使得

∥e(A−LC)t∥ 6 De−bt. (38)

根据分离原理, 以式 (37) 中的观测器变量 x̂ 代替状态反馈协议式 (20) 中的状态变量 x, 得到基于观

测器的控制协议

ui(t) = −K
N∑
j=1

aij(t)
(
x̂i(t)− pi(t)− x̂j(t) + pj(t)

)
+ νi(t), i = 1, . . . , N. (39)

将式 (39) 应用于系统 (1). 引入记号 x̂ = (x̂T
1 , . . . , x̂

T
N )T 并令 x̃ = x− x̂, 耦合系统可写成

ẋ =(IN ⊗A)x− (L(t)⊗BK) (x− p) + (L(t)⊗BK) x̃+ (IN ⊗B) ν, (40a)

˙̃x =[IN ⊗ (A− LC)]x̃. (40b)

从式 (40b) 中解出 x̃(t) = eIN⊗(A−LC)t x̃0 = (IN ⊗ e(A−LC)t) x̃0, 其中 x̃0 表示子系统 (40b) 的初值. 将

x̃(t) 代入式 (40a) 后, 令 x̄ = x− p 并重复对系统 (21) 使用的步骤可以得到

˙̄x = (IN ⊗A− L(t)⊗BK) x̄+ p̂+ 1N ⊗ β, (41)

这里 p̂ = (L(t)⊗BK) (IN ⊗ e(A−LC)t) x̃0 + p̄, p̄ 在式 (25) 中定义. 系统 (41) 与 (26) 具有相同形式. 根

据拉普拉斯矩阵定义, L(t)是一个有界矩阵, 所以当 t → ∞ 时, (L(t)⊗BK) (IN ⊗ e(A−LC)t)指数趋于

0. 如果 p 是 (指数) 渐近相容的, 则由引理 2, 当 t → ∞ 时, p̄ (指数) 趋于 0, p̂ 亦 (指数) 趋于 0. 所以

系统 (41) 和 (26) 满足同样的条件. 对式 (41) 重复对式 (26) 进行的步骤即可证明本定理.
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图 1 具有节点集 {1, 2, . . . , 80} 的两个星形图.

Figure 1 Two star graphs with node set {1, 2, . . . , 80}.

注释1 如果连接网络 G(t)被限制在一个给定的无向连通图集合 S 中取值,以 λS 表示所有 L(G),
G ∈ S 的最小非零特征值, 那么计算反馈增益公式 (15) 中的因子 1

4N(N − 1) 可用 1
λS
代替.

注释2 引理 3 给出了可实现期望编队的构造公式, 但在这个公式中, 人们只能选择 γ̄i 和 ci, 不

能直接选择 pi. 在实际应用中, 人们更希望能以选定 pi 的方式设计期望编队. 本注释讨论这一问题.

如果 rank(B) = n, 人们可以任意选定 N 个有分段连续导函数的 pi, 因为 rank(B, ṗi − Api) =

rank(B) = n, 从式 (13) 总可以解出 γ̄i, 根据引理 3, 这 N 个 pi 组成的期望编队都是可实现的. 如果

B 是列满秩的且 rank(B) = r < n, 为讨论方便, 进一步假设 B 的最后 r 行是线性无关的. 人们可以

任意选定 pi 的后 r 个分量. 这时从方程组

ṗi = Api +Bγ̄i (42)

后 r 个线性方程可以解出 γ̄i 的 r 个分量, 得出 γ̄i. 将 γ̄i 和选定的 r 个分量代回式 (42) 的前 n− r 个

方程, 就得到关于 pi 的前 n− r 个分量的微分方程, 求解方程, 然后将解和前面选定的 r 个分量构成

pi. 这样得到的 pi 和 γ̄i 满足式 (42). 由引理 3, 这样的 pi 可以组成可实现的期望编队.

综上, 一般情况下, 人们不能完全做到按需要选定 pi, 但能按需要任意选定其中的 rank(B) 的分

量, 其余的 n− rank(B) 个分量要受选定分量的约束, 不能按需任意选定.

5 数值仿真

例 1 考虑 80 个智能体, 它们由如下 80 个线性系统描述:

ẋi = Axi +Bui, yi = C xi, 1 6 i 6 80, (43)

其中

A =


2 1 1

−1 −1 −1

−1 1 0

 , B =


0 0

1 0

0 1

 , C =
(
1 1 0

)
.

可以验证, A 具有特征值 1, i,−i, (A,B) 是可控对, (A,C) 是可观对.

以 S = {G1, . . . ,G80} 表示以 {1, 2, . . . , 80} 为节点集的 80 个星形图组成的集合, 其中两个星形图

在图 1 给出. 本例以序列 {(Gσ(k), τk)} 描述系统 (43) 的时变连接网络, 其中 (Gσ(k), τk) 表示第 k 次切

换时, 第 σ(k) 个星形图被激活且持续 τk 时长. 在本例, σ(k) 在 {1, 2, . . . , 80} 中等可能任意取值. 当 k

为偶数时, τk 在区间 (0.4, 0.6) 等可能任意取值, 当 k 为奇数时, τk 在区间 (0, 0.2) 等可能任意取值. 这

样设计的时变连接网络具有平均驻留时间 τ = 0.2.

选取

p
(x)
i,j =

t3

1 + 8 t2
− (−1)i(1 + j)

80

(
3 cos

(
2πi

5
+

(j − 1)2π

320
+ t

)
+ sin

(
2πi

5
+

(j − 1)2π

320
+ t

))
,

p
(y)
i,j =

(−1)i(1 + j)

16
cos

(
2πi

5
+

(j − 1)2π

320
+ t

)
,

p
(z)
i,j =

(−1)i(1 + j) t2

2 + 16 t2
sin

(
2πi

5
+

(j − 1)2π

320
+ t

)
, 1 6 i 6 10, 1 6 j 6 8.
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图 2 (网络版彩图) 80 个智能体在 (a) t = 0, (b) t = 5.93, (c) t = 8.02 三个时刻的位置.

Figure 2 (Color online) Locations of 80 agents at three time instants (a) t = 0, (b) t = 5.93, and (c) t = 8.02.

图 3 (网络版彩图) 期望编队 p 在 (a) t = 0, (b) t = 5.93, (c) t = 8.02 三个时刻的形状.

Figure 3 (Color online) Shapes of formation p at three time instants (a) t = 0, (b) t = 5.93, and (c) t = 8.02.

令 pi,j =
(
p
(x)
i,j , p

(y)
i,j , p

(z)
i,j

)
, 定义期望编队 p = (pT1,1, . . . , p

T
1,8, p

T
2,1, . . . , p

T
2,8, p

T
10,1, . . . , p

T
10,8)

T. 可以验证

∥∥(InN − B̄B̄+)(ṗ− IN ⊗A · p)
∥∥ <

√
355

32

1

1 + 8 t2
.

根据引理 2, p 是渐近相容的, 再根据定理 2, 可以设计基于观测器的控制协议使系统 (43) 实现 p.

时变连接网络的平均驻留时间 τ = 0.2. 任一阶数为 80 的星形图的拉普拉斯矩阵的特征值是

0, 1, 80, 其中 1 是 78 重根, 根据注释 1, 式 (15) 中的因子 1
4N(N − 1) 可用 1 代替. 还有式 (18) 中的 α

值也是保守的, 这里选取 α = 0.5. 计算反馈增益矩阵 K 的公式如下:

K = BTW−1

(
0.2

4
, 0.5

)
= BT

(∫ 0.2
4

0

e−2t e−AtBBTe−ATtdt

)−1

.

补偿项 νi 由式 (19) 给出. 将 νi, K 代入式 (20) 即得到状态反馈控制协议. 选取观测器增益为 L =

(23,−15,−3)T, 为每个智能体设计形如式 (37)的状态观测器, 以观测器状态代替状态反馈协议中的系

统状态就得到基于观测器的控制协议.

将所得控制协议作用于系统 (43), 然后为每个智能体和对应观测器分别在 [−6, 6]3 和 [−6, 6]3 内

随机选取初值运行仿真, 运行时间共经历 30 次切换, 图 2 给出 80 个智能体在 t = 0, 5.93, 8.02 这 3 个

时刻所处的位置.为方便比较编队控制的效果,图 3画出了期望编队在相同 3个时刻的形状.比较图 2

和 3, 可以直观看到, 在 t = 5.93, 智能体没形成指定的编队队形, 但在 t = 8.02, 智能体形成编队队形.

再进一步量化分析仿真结果. 计算 max{∥xi(t)− xj(t)− (pi(t)− pj(t))∥ : 1 6 i, j 6 80} 在 t = 5.93, 8.02

的值, 分别得到结果 0.18, 0.004. 这表明, 在 t = 8.02, 80 个智能体构成的形状和期望编队的形状相差

很小.
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6 结语

期望编队在何种条件下是可实现的是多智能体编队控制研究的首要问题,现有文献的可实现条件

大多与协议设计关联. 本文基于如下观点研究线性多智能体系统期望编队的可实现性问题: 期望编队

的可实现性是多智能体系统和期望编队的共有属性, 与使用何种协议无关. 通过建立期望编队的可实

现性与时变线性方程组的相容性的联系, 本文定义了期望编队的渐近相容属性, 并证明了只要智能体

动态和连接网络分别满足必要的条件, 具有渐近相容属性的期望编队都是可实现的. 本研究以矩阵理

论为主要工具, 它在可实现期望编队的特征描述、协议设计和系统结构分析等方面起到关键作用. 最

后, 值得指出的是, 本文期望编队的可实现性研究只针对无向连接网络, 尚有进一步向有向连接网络

推广的改进空间.
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附录 A 两个预备引理证明

A.1 引理 2 的证明

下面仅对 p 是指数渐近相容的这一情形给出证明.

必要性证明 如果 p 是指数渐近相容的, 时变系数的线性方程组 (11) 有指数渐近解, 所以存在一个时变函数

µ(t) ∈ RmN 使得

∥(L(t)⊗ In) ṗ− (L(t)⊗A) p− (L(t)⊗B)µ(t)∥ 6 D1e
−bt, (A1)

其中 D1 > 0, b > 0 是适当实数. 引入记号

q = ṗ− (IN ⊗A) p− (IN ⊗B)µ(t), (A2)

将式 (A1) 写成如下形式:

∥(L(t)⊗ In) q∥ 6 D1e
−bt. (A3)

以 µ1 表示所有 N 阶连通图的拉普拉斯矩阵的最小非零特征值 (由引理 4, µ1 > 4
N(N−1)

). 因为 L(t) > 0是半正定

矩阵, 所以 µ−1
1 L2(t) > L(t), 于是

qT (L(t)⊗ In) q 6 µ−1
1 qT (L2(t)⊗ In) q = µ−1

1 ∥(L(t)⊗ In) q∥2 6 µ−1
1 D2

1e
−2bt. (A4)

将 q 划分成如下形式 q = (qT1 , . . . , qN
T)T, qi ∈ Rn, 1 6 i 6 N , 直接计算可得

qT (L(t)⊗ In) q =
∑

{i,j}∈E(t)

(qi − qj)
T(qi − qj) 6 µ−1

1 D2
1e

−2bt, (A5)
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这里 E(t) 是 G(t) 的边集合, 且 {i, j} 和 {j, i} 在求和时不同时出现. 由此对任意 {i, j} ∈ E(t), 都有 ∥qi − qj∥2 6
µ−1
1 D2

1e
−2bt. 因为 G(t) 在任意时刻都是连通的, 所以对任意节点 i, 都有路径 (最多经过 N − 1 个节点) 将 i 连接到节

点 1. 因此, 对任意 1 6 i 6 N 都有 ∥qi − q1∥2 6 (N − 1)2µ−1
1 D2

1e
−2bt, 1 6 i 6 N , 及

∥q − 1N ⊗ q1∥2 6 N(N − 1)2µ−1
1 D2

1e
−2bt. (A6)

根据式 (A2),

q − 1N ⊗ q1 = ṗ− (IN ⊗A) p− (IN ⊗B)µ(t)− 1N ⊗ q1 = ṗ− (IN ⊗A) p− B̄

µ(t)

q1

 , (A7)

其中 B̄ = (IN ⊗ B, 1N ⊗ In). 考虑以 γ 为未知量的线性方程组 B̄γ = ṗ − (IN ⊗ A) p. 由 Moore-Penrose 广义逆性质,

B̄+(ṗ− (IN ⊗A) p) 是这个方程的最小二乘解, 所以由式 (A6) 和 (A7),

∥B̄ B̄+(ṗ− (IN ⊗A) p)− ṗ+ (IN ⊗A) p∥2

6

∥∥∥∥∥∥B̄
µ(t)

q1

− ṗ+ (IN ⊗A) p

∥∥∥∥∥∥
2

= ∥q − 1N ⊗ q1∥2 6 N(N − 1)2µ−1
1 D2

1e
−2bt.

此即

∥(InN − B̄B̄+)(ṗ− (IN ⊗A) p)∥ 6
√

Nµ−1
1 (N − 1)D1e

−bt.

必要性得证.

充分性证明 将 B̄+(ṗ − (IN ⊗ A) p) 表示为 B̄+(ṗ − (IN ⊗ A) p) = (µT, γT)T, 其中 µ ∈ RmN , γ ∈ Rn, 再注意

B̄ = (IN ⊗B, 1N ⊗ In), 得到

(I − B̄B̄+)(ṗ− (IN ⊗A) p) = ṗ− (IN ⊗A) p− (IN ⊗B)µ− 1N ⊗ γ.

于是, 由已知条件 (12), 有

∥(I − B̄B̄+)(ṗ− (IN ⊗A) p)∥ = ∥ṗ− (IN ⊗A) p− (IN ⊗B)µ− 1N ⊗ γ∥ 6 C0e
−ct.

引入式 (A2) 中的记号 q, 将上式重写成 ∥q − 1N ⊗ γ∥ 6 C0e−ct. 再如必要性证明中那样将 q 划分表示为 q =

(qT1 , . . . , qN
T)T. 于是, 对任意 1 6 i, j 6 N 都有 ∥qi − qj∥ 6 ∥qi − γ∥+ ∥qj − γ∥ 6 2C0e−ct.

因为 N 阶无向连通图最多有 1
2
N(N − 1) 个边, 由此

qT (L(t)⊗ In) q =
∑

{i,j}∈E(t)

(qi − qj)
T(qi − qj) 6 2N(N − 1)C2

0e
−2ct. (A8)

以 µ2 表示所有 N 阶无向连通图的拉普拉斯矩阵的最大特征值 (由 Gerschgorin 圆盘定理, µ2 6 2(N − 1)), 则有

µ2L(t) > L2(t), 于是

∥(L(t)⊗ In) q∥2 = qT (L2(t)⊗ In) q 6 µ2 q
T (L(t)⊗ In) q 6 2µ2N(N − 1)C2

0e
−2ct.

将 q = ṗ− (IN ⊗A) p− (IN ⊗B)µ(t) 代入上式, 得到

∥(L(t)⊗B)µ− (L(t)⊗ In) ṗ+ (L(t)⊗A) p∥ 6
√

2µ2N(N − 1)C0e
−ct.

这说明方程组 (11) 有指数渐近解 µ, 所以期望编队 p 是指数渐近相容的.

A.2 引理 6 的证明

下面只对当 t → ∞ 时, q(t) 指数趋于 0 这一情形给出证明.

证明 在区间 [tk, tk+1) 上求解方程 (17) 得到

z(t) = Ξk(t− tk)z(tk) + ηk(t), tk 6 t < tk+1, (A9)

其中

Ξk(t− tk) = eMk(t−tk), ηk(t) =

∫ t

tk

eMk(t−λ)Hkq(λ)dλ.

根据解的连续性, 当 t → tk+1 时可得 z(tk+1) = Ξk(τk)z(tk) + ηk(tk+1), 其中 τk = tk+1 − tk. 利用它递归计算 z(tk) 得

到

z(tk) =Ξk−1(τk−1)Ξk−2(τk−2) · · ·Ξ0(τ0)z0

+ Ξk−1(τk−1) · · ·Ξ1(τ1)η0(t1) + · · ·+ Ξk−1(τk−1)ηk−2(tk−1) + ηk−1(tk), (A10)
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其中 z0 = z(0) 是初值. 根据引理条件 1 得到 ∥Ξk(τk)∥ 6 eατ e−2ατk , 由此推出

∥Ξk−1(τk−1) · · ·Ξi(τi)∥ 6 e(k−i)ατ e−2α(tk−ti). (A11)

根据引理假设, 0 = t0 < t1 < · · · 是 G(t) 的切换时刻且 G(t) 具有平均驻留时间 τ > 0, 故存在 κ > 0 使 Nσ(tk, ti) =

k − i 6 κ+ 1
τ
(tk − ti), 所以 (k − i)τα 6 κτα+ α(tk − ti). 将此不等式代入式 (A11) 便有

∥Ξk−1(τk−1) · · ·Ξi(τi)∥ 6 C1e
−α(tk−ti), (A12)

其中 C1 = eκτα. 因为当 t → ∞ 时, q(t) 指数趋于 0, 所以存在 C2 > 0, β > 0 使得

∥q(t)∥ 6 C2e
−2βt, t > 0. (A13)

经计算可验证, 对 α > 0, β > 0, t > 0, 存在依赖 α, β 的 C(α, β) 和 γ = min{α, β}, 使下式成立:∫ t

0
e−2α(t−λ)e−2βλdλ 6 C (α, β) e−γt, t > tk. (A14)

利用引理条件 1 和 2 及式 (A13) 估计 ∥ηk(t)∥, 由式 (A14) 得出

∥ηk(t)∥ 6
∫ t

tk

∥eMk(t−λ)∥∥Hk∥∥q(λ)∥dλ 6
∫ t

0
eατ e−2α(t−λ)C2e

−2βλdλ 6 C3e
−γt, (A15)

其中 C3 = C2eατC(α, β). 在式 (A10) 两端同时取范数并利用式 (A12) 和 (A15) 可以得到

∥z(tk)∥ 6 C1e
−αtk∥z0∥+ C1e

−α(tk−t1)C3e
−γt1 + · · ·+ C1e

−α(tk−tk−1)C3e
−γtk−1 + C3e

−γtk

6
(
C1∥z0∥+ (k − 1)C1C3 + C3

)
e−γtk .

回到式 (A9) 估计 ∥z(t)∥ 便有

∥z(t)∥ 6 ∥ηk(t)∥+ ∥Ξk(t− tk)∥∥z(tk)∥ 6
[
C3 + eατ

(
C1∥z0∥+ (k − 1)C1C3 + C3

)]
e−γt.

因为 G(t) 具有平均驻留时间 τ , 所以 k + 1 = Nσ(t, 0) 6 κ + t
τ
, 将 k 6 κ + t

τ
− 1 代入上面不等式便可推出, 当 t → ∞

时, ∥z(t)∥ 指数收敛到 0.
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Abstract A fundamental problem in formation control is under what conditions one can design protocols for

a multi-agent system to achieve desired formations. By examining the property of a class of formations that are

exactly achieved in a linear multi-agent system, an interesting fact is observed that there is a connection between

the achievability of desired formations and the consistency of time-varying linear equations. From the asymptotic

consistency of time-varying linear equations, we propose the asymptotic consistency concept for desired formations

and study its properties using the Moore-Penrose generalized inverse. With this concept, a result on achievability

of desired formations is presented for linear multi-agent systems: all asymptotically consistent formations are

achievable as long as the agent dynamics and communication network satisfy the controllability and connectivity

conditions, respectively. We design state feedback protocols for asymptotically consistent formations using the

weighted controllability Gramian and the Moore-Penrose generalized inverse. If further, the agent dynamics

are observable, the observer-based protocols can be designed by the separation principle. Finally, a simulation

example is given to illustrate the obtained results.
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