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摘要 作为一种智能化软件形态, 融合了神经网络和符号规则的神经符号系统正受到越来越多的关

注, 相关研究爆炸性增长. 然而, 现有技术仍然难以有效支持较大规模神经符号系统 “端到端” 的自动

构建. 神经网络训练和符号规则学习过程中对非确定性的不兼容的处理方式是造成神经符号学习效

果欠佳的一个关键因素. 本文旨在以非确定性管理的新视角, 较为系统、一致、严谨地讨论分析 “端到

端”神经符号学习的技术挑战,并以此视角整理讨论相关工作的思路、进展和当前仍然存在的问题.在

此基础上, 展望下一步的发展方向.
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1 引言

作为一种智能化软件形态, “神经符号系统” (neuro-symbolic systems) 融合了神经网络和符号规

则, 重要性日增. 首先, 从经验中学得知识是人类智能的体现. 相应地, 无需显式编程, 直接从数据中

归纳出以符号规则的形式来表达的知识, 长期以来一直是计算机科学的重要挑战问题 [1∼4]. 从认知科

学的角度来看, 神经符号系统与丹尼尔 · 卡尼曼 (Daniel Kahneman) 所提出的 “系统 1 & 系统 2” 人

类思维模式相符 [5]. 在人类智能中, 系统 1 推理是快速、直觉, 却不准确的, 这与神经网络模型的工

作方式非常类似; 而系统 2 推理是慢速、逻辑, 但准确的, 这与基于符号规则的演绎推理行为相似. 因

此,许多著名人工智能学者认为,以神经符号学习构建神经符号系统,是走向下一代人工智能的必经之

路 [6∼9]. 从软件工程的角度来看, 神经符号系统已经在自动驾驶系统 [10]、智能医疗设备 [11]、机器人

语音操控 [12] 等许多领域展现出巨大应用前景;更重要的是,神经符号学习这一框架融合了 “智能化软

件的开发” 和 “软件的智能化开发” 两方面的内容, 其基本原理和算法的研究具有特别重要的方法论

意义.

引用格式: 李泽南, 姚远, 马晓星, 等. 神经符号系统: 非确定性管理的视角. 中国科学: 信息科学, 2025, 55: 1–31, doi: 10.1360/

SSI-2024-0163
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神经符号系统涉及的相关研究相当广泛,但现有技术仍然难以有效支持大规模系统 “端到端”[13]1)

的自动构建 [14∼17]. 已有研究多关注其中一个侧面. 例如, 在人工智能领域, 归纳逻辑编程 [18, 19] 将归

纳学习过程与逻辑程序结合, 基于一系列样例以及预先定义好的逻辑原子, 自动组合出完整的逻辑规

则; 而在软件工程领域, 基于示例的程序合成 [20,21] 和面向演示的程序合成 [22, 23] 的技术也被广泛研

究, 实现了在一些领域特定语言 (domain specific language, DSL) [24] 上编程的某种程度的自动化. 然

而, 这些技术均依赖于规则模板或者 DSL 的定义, 也就是说, 将现实物理世界的现象映射到抽象符号

世界的概念这一关键步骤仍然需要人类专家来完成. 另一方面, DeepProbLog [25], Semantic Loss [26],

DL2 [27] 等方法试图将符号知识引入神经网络训练过程, 以提高网络的预测性能. 然而, 这些符号知识

同样需要人类专家来提供, 而且神经网络模型也难以真正学得这些知识 [28]. 除了人工负担的问题之

外, 这些技术更深层的不足在于未能实现神经网络与符号规则的 “相互促进”, 从而导致整个系统的学

习和推理的效率与效果受限.

“非确定性” (uncertainty) 是理解高效融合神经符号之内在技术挑战的一个关键. 非确定性是神

经符号系统在构建过程中无法回避的因素: 一方面, 系统面对的物理世界问题本身常常是天然不确

定的, 例如天气预报问题; 另一方面, 现代神经网络的学习过程中也会引入随机性, 例如随机梯度下

降、Dropout 技术等 [29, 30]. 神经网络和符号规则两类软件实体对非确定性的处理方式截然不同. 前者

基于学习泛化理论, 把非确定性隐式地包含于期望损失最小化的学习目标之中. 而且主流的神经网络

学习技术常常牺牲对于非确定性的精确管理,并以此来换取更好的预测准确性 [31, 32]. 后者的构建过程

中, 人类开发者负责抽象掉现实世界问题的非确定性, 以换取符号规则推理的可计算性、可解释性和

可组合性. 然而, 在结合神经网络模块与符号规则模块, 实现 “端到端” 神经符号学习时, 这两个相互

割裂的非确定性处理方式带来了很大的问题.一方面,神经网络训练忽略显式化的非确定性管理,直接

追求最小化经验损失, 导致在后续神经符号接地过程中, 极其容易陷入逻辑推理捷径 (见第 4 节), 使

得整个神经符号系统的性能不佳;另一方面,人工排除了非确定性后的符号演绎系统,难以通过梯度下

降的方式和神经网络模块共同训练、相互促进,极大地影响了神经符号学习的效率.因此,可以说, “端

到端” 神经符号学习需要一套新的非确定性管理方案.

本文旨在以非确定性管理的新视角,较为系统、一致、严谨地讨论分析 “端到端”神经符号学习的

技术挑战. 基于作者在前期工作 [33∼35] 中所获得的认识, 我们首先使用标准的数学框架将神经符号学

习建模成一个双层优化问题, 用以讨论 “端到端” 学习的优越性和必要性, 以及当前实现 “端到端” 学

习的两个主要技术瓶颈: “神经符号接地” 以及 “可微符号合成”. 在这一框架下, 我们综述了现有的神

经符号学习工作,以非确定性管理的视角解读它们的贡献和当前仍然存在的问题.在此基础上,我们展

望了下一步的发展方向. 神经符号学习领域的研究文献数量爆炸性增长, 详尽综述已不现实且无必要.

较之神经符号学习方向近期已有的一些综述 [14∼17,36], 我们期待本文通过上述框架, 能够为读者提供

一个足够全面深入、更为系统一致, 同时也更有利于理解掌握的路线指引.

本文的组织结构如下. 第 2 节介绍神经符号系统、“端到端” 神经符号学习, 以及相应的双层优化

建模框架. 第 3 节讨论神经符号接地问题及其主要技术路线: 模型计数方法和模糊逻辑方法. 我们还

将分析已有方法如何引入非确定性,以及利用非确定性加速神经符号接地. 第 4节讨论推理捷径问题,

通过理论分析来解释非确定性管理对推理捷径产生的影响.我们还将讨论在一般监督学习中和在神经

符号接地中的非确定性管理方法之间的联系. 第 5 节详细介绍可微符号合成问题, 对已有工作按符号

约束结构的不同进行归类, 分别解释其非确定性引入方法. 第 6 节讨论当前所需解决的关键挑战, 并

展望未来工作的分析. 最后第 7 节总结全文.

1) 一般而言, 神经符号系统因其应用目的的不同而有不同的构建方式, 未必是端到端的. 例如,在符号求解中引入
深度学习, 使用符号知识改善深度学习系统等 [13]. 但本文围绕端到端的神经符号学习展开讨论, 这不仅是出于理论框
架的纯粹性考虑, 也是因为它在实现上涵盖了非端到端构建时用到的大多数关键技术, 更重要的是它将迫使我们更深
入地理解神经符号融合交互的核心问题.
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图 1 (网络版彩图) 神经符号系统的 3 个实例, 分别完成 (a) 视觉数独求解, (b) 自动驾驶, 以及 (c) 智慧司法

任务.

Figure 1 (Color online) Three examples of neuro-symbolic systems, performing (a) visual Sudoku solving, (b) self-driving,

and (c) smart justice tasks, respectively.

2 神经符号系统与神经符号学习

2.1 神经符号系统

为了聚焦于神经 – 符号交互的基本问题, 本文考虑一种最简单常见的神经符号系统形式 [37,38]2):

系统顺序地包含一个 “神经网络模块” 和一个 “符号规则模块”. 其中, 神经网络模块可以是一个神经

网络或者是多个神经网络的集成, 它通常负责从现实物理世界中获取信息, 并将其映射到某个符号空

间. 换句话说, 神经网络模块的主要功能是完成那些难以精确描述的感知任务, 例如图像分类、语音

识别、自然语言理解等 [39∼41]. 符号规则模块以神经网络在符号空间的感知结果作为输入, 并通过一

系列精确的逻辑推理, 演绎计算出最终的结果. 符号规则模块可有多种实现方式, 例如使用模型推理

系统、SMT 求解器, 或人类专家编制的程序等 [42∼44]. 图 1 给出了几个神经符号系统的例子. 其中

图 1(a) 数独问题常被用作一个神经符号学习的简单示例和性能算法评估的实验对象. 图 1(b) 和 (c)

则分别展示了神经符号系统在自动驾驶和智慧司法领域的应用场景. 此外, 一些神经符号系统的其他

典型应用可以参考文献 [45].

神经符号系统充分发挥了神经网络和符号规则的不同优势,因而在许多混合了感知与推理的任务

中能够表现出更好的性能. 通过这种结合, 系统在处理大规模、高维度的感知任务时, 可利用神经网络

模块进行有效的特征提取和模式识别,例如图像分类和语音识别;同时,在需要执行复杂决策和推理的

任务中, 符号规则模块能够提供明确的逻辑演绎处理能力, 如在自动驾驶任务中进行路径规划. 因此,

相比较于完全的符号推理系统, 神经符号系统节省了人类专家建模现实物理世界的成本, 也具有更好

2) 神经符号系统中神经网络部件和符号规则部件可有多种组合方式. 近期有报告介绍了 6 种神经符号系统结
构 [37]. 但对于本文所考虑的非确定性管理问题而言, 这 6 种结构形式均可以归结为前述简单形式的不同侧重点的变
种. 其中一个特别值得一提的结构形式来自于文献 [38]: 神经网络模块在提供感知预测的同时也提供快速且不精确的
推理结果. 这使得我们能够采用一种投机策略来加速神经符号系统的推理速度. 本在第 6 节对其进行讨论.
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的泛用性; 而相比较于完全的深度学习系统, 神经符号系统可具有更好的鲁棒性和可解释性.

2.2 神经符号学习

神经符号学习的目的就是以数据驱动的方式, 将神经符号系统的构建过程自动化. 形式上, 定义

X ,Y,Z 分别为 (原始) 输入空间, (最终) 输出空间, 以及中间的 (隐) 符号空间. 那么, 神经符号系统

可以表示为从 X 到 Y 的映射, 其中神经网络模块实现一部分映射 fθ : X → Z, 而符号规则模块实现

另一部分 gϕ : Z → Y.

隐符号空间连接了神经网络模块与符号规则模块, 因此它在神经符号系统中至关重要. 可以看到,

除样本 x ∈ X 和最终标签 y ∈ Y 可以被观测以外, 如果中间隐符号空间对应的标签 z ∈ Z 同样可以
获得, 那么神经网络模块和逻辑推理模块可以独立地实现自动构建: 对于神经网络模块 fθ, 隐符号空

间的标注 z 提供了该模块的强监督信号. 结合对应输入空间的样本 x, 通用的监督学习技术就可以训

练出要求的深度学习模型;对于符号规则模块 gϕ,隐符号空间的标注 z 实际上是该模块输入空间的样

本. 结合对应输出空间的标注 y,经典的归纳逻辑编程技术 [19] 以及程序合成技术 [46] 同样可以得到要

求的逻辑推理系统. 换句话说, 在隐符号空间可获得的情形下, 我们可以使用两个独立优化问题来表

示神经网络模块的训练和符号规则模块的学习:

θ = arg minθ∈Θ E(x,z)∼D1
[ℓ1(fθ(x), z)], ϕ = arg minϕ∈Φ E(z,y)∼D2

[ℓ2(gϕ(z),y)],

其中 ℓ1(·, ·) 和 ℓ2(·, ·) 分别表示神经网络模块和符号规则模块的训练损失.

然而, 隐符号空间的标签往往代价昂贵且需要较强的领域知识. 例如, 在图 1(b) 中的自动驾驶任

务中, 粗略标记每一张驾驶图片需要 7 min; 如果精确标记图片 (像素点级别), 每一张图片甚至需要

1.5 h [47]. 对于图 1(c) 中的判罪估算任务, 将相应的法规落地到具体的数值, 需要经验丰富的律师, 并

且结合案例具体分析得到结果, 这也是代价非常昂贵的. 相比较而言, 输出空间的标记通常较为简单.

对于前述的两个例子, 在自动驾驶任务中, 输出空间的标记是驾驶轨迹, 这只需要从人类驾驶员合法

开出的路径中进行采集, 这是非常廉价的. 而在判罪估算任务中, 输出空间的标记是最终的判决结果,

这同样也可以直接从网络上收集得到. “端到端” 的神经符号学习正是一种能够避免昂贵的隐符号空

间标注的关键技术.

“端到端” 的神经符号学习的另外一个重要优势在于, 耦合两个模块的构建过程, 可以相互促进二

者从而提高神经符号整体的学习效果和效率. 一方面, 对隐符号空间的人工标注虽然使得神经网络模

型的训练变得很容易, 但也使得网络训练过程独立于下游任务, 因此并不能够很好地适配后续符号推

理模块; 另一方面, 人工标注的数据往往多样性不足, 这使得符号推理模块难以处理模型由于非确定

性导致的异常输出. 此外, 一系列的现有理论和实验 [35, 48∼50] 表明, 将两个模块的训练结合, 可以实现

二者性能乃至神经符号系统整体性能的提高: 在网络训练过程中引入符号推理的知识, 能够提高神经

网络模块的准确率;而利用神经网络模块的输出,也可以加速符号规则的学习,并且使得学得的符号规

则模块更加鲁棒.

综上, 通过引入隐符号变量 z, 我们将神经符号学习任务建模为这两个模块的联合训练问题:

θ = arg minθ∈Θ E(x,y)∼D[ℓ1(fθ(x), z)], ϕ = arg minϕ∈Φ E(x,y)∼D[ℓ2(gϕ(z),y)],

s.t. gϕ(z) = y, z ∈ Z, s.t. z = fθ(x), z ∈ Z.
(P)

隐符号变量 z 耦合了这两个模块的训练: 在神经网络模块的训练过程中,监督信号 z 由符号规则模块

确定; 而在符号规则模块的训练过程中, 输入样本 z 是神经网络模块的输出.

2.3 神经符号学习的关键挑战

在上述建模下, 神经符号学习问题 (P) 是一个双层优化问题 [51, 52]. 从优化算法的角度来看, 该问

题最直觉的解决方案就是交替最小化 [53, 54] 这两个优化目标. 具体地说, 在每一步迭代过程中, 固定
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一个模块, 最小化另外一个模块, 依次交替执行直至最终收敛. 但该方法的收敛性至今存疑, 例如, 在

最简单的双线性双层优化问题 (minx xTy, s.t. y = arg miny −xTy) 上, 交替最小化都会陷入循环问

题 [55∼57]3). 此外,其每一轮迭代都需要计算两个最小化的子问题,导致算法的整体效率过低. 而且,实

践经验表明,迭代中的最优模型往往造成梯度信息丢失,影响最终的性能.例如,从对抗生成网络 [58,59]

的训练中就可以看出, 如果在训练过程中直接最小化判别器的损失函数, 得到最优判别器反而不能提

供足够的梯度信息, 从而导致生成器的模式坍塌 [60∼62].

在可微的情形下, 求解双层优化问题更有效且高效的方法是交替梯度下降 [63, 64]. 首先, 在合适的

假设下,它和交替最小化具有相同的线性收敛速率 [65∼67]. 而且,交替梯度下降只需要计算损失函数的

梯度, 并不需要求解额外的子优化问题, 因此总体效率更高. 更重要的是, 近期一系列研究以及实验表

明, 该方法及其变种反而具有更好的性能 [68∼70]. 对此, 目前最合理且最有可能的一个解释是: 与交替

最小化相比, 交替梯度下降增强了两个模块之间的交互, 因而能够在训练过程中引入更多的损失函数

和梯度信息, 确保最终收敛到了更好的结果 [71∼73].

但要将交替梯度下降法应用于神经符号学习问题 (P), 有两个困难需要解决: (i) 如何枚举巨大的

可行符号标记空间以监督神经网络训练,以及 (ii)如何将离散的符号约束空间连续化以支持梯度下降.

要理解困难 (i), 考虑神经网络模块的训练问题:

θ = arg minθ∈Θ E(x,y)∼D[ℓ1(fθ(x),z)], s.t. g(z) = y, z ∈ Z. (1)

该问题的核心计算困难在于符号空间 Z 通常是离散的,并且满足 g(z) = y 的符号执行解并不唯一.在

已有文献中, 该问题经常被称为 “神经符号接地问题”(symbol grounding problem) [74, 75]. 直观上看, 我

们可以对每一个训练样本穷举所有的可行符号标记, 再基于每一种可能的标记结果计算损失函数, 以

及整个训练集上的期望损失, 进而计算梯度. 但是, 这样的候选符号接地空间大小约为 kN , 其中 N 表

示训练样本的个数, 而 k 表示可行符号标记的数量. 因此,这在复杂度上是完全不可接受的,且即使穷

举单个样本的可行符号标记的算法复杂度本身就是#P-hard [76∼78].

为了缩小符号接地问题的穷举空间,已有的研究均试图在训练过程中引入网络模型对于符号标记

的非确定性作为权重, 来引导和加速符号标记的搜索. 但是, 最新的一系列研究发现, 过于依赖模型非

确定性又会导致符号接地过程陷入 “推理捷径问题” (reasoning shortcuts) [33,79∼81]. 在后续章节中, 我

们将通过简单的理论分析来说明当前已有的神经符号学习工作难以有效地解决推理捷径问题. 因此,

我们认为: 神经网络模块训练的关键挑战在于如何管理非确定性, 即既需要利用非确定性加速符号接

地的计算, 又必须防止由于过度依赖模型非确定性而陷入推理捷径.

要理解困难 (ii), 考虑符号规则模块的训练问题:

ϕ = arg minϕ∈Φ E(x,y)∼D[ℓ2(gϕ(z),y)], s.t. z = f(x), z ∈ Z, (2)

其中, 每一个参数 ϕ ∈ Φ 实际上表示一条候选逻辑推理规则. 换句话说, 符号规则模块的训练问题本

质上是候选逻辑推理规则的搜索问题. 该问题的核心计算困难在于参数空间 Φ 是离散的, 因此无法直

接计算关于 ϕ 的梯度. 同样地, 已有的工作试图穷举所有的候选逻辑规则, 并且为每一条规则引入相

应的非确定性 (也称为权重或者分数). 在这样的情况下, 关于候选逻辑规则空间的离散搜索问题就被

转化为了关于非确定性系数的连续优化问题, 使得梯度下降法能够被直接实现.

我们将这一可微化 – 梯度优化过程称为 “可微符号约束合成” (differentiable symbolic constraint

synthesis). 但是, 在可微符号约束合成中, 刻画参数空间 Φ 通常非常困难. 如果参数空间太大, 那么将

无法穷举所有的候选逻辑规则, 影响训练效率以及最终的效果. 反之, 如果参数空间过小, 那么符号推

理模块的表达力不够, 同样无法得到良好的结果. 另外, 任意的可微化会导致符号推理的精确性丢失.

3) 一个更形象的比喻: 石头剪刀布游戏中, 玩家若仅根据上一轮信息 “最优化” 决策, 就可能陷入 “剪刀 – 石头 –
布 – 剪刀 –· · · ” 的循环.
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所以,当前的研究针对多种不同的逻辑规则结构,例如,霍尔子句、合取/析取表达式, 以及整数线性约

束等, 设计不同的可微化方案. 综上, 我们认为: 非确定性管理也是符号规则高效合成的关键. 一方面

要针对不同的逻辑规则结构, 以恰当的形式引入非确定性以可微化逻辑规则的搜索问题, 提高其计算

效率; 另一方面又要有办法最终消除非确定性, 以得到精确的符号规则.

3 神经符号接地

我们从神经网络模块的训练问题开始, 在确定符号规则模块 g 的情形下, 我们有

θ = arg minθ∈Θ E(x,y)∼D[ℓ1(fθ(x),z)], s.t. g(z) = y, z ∈ Z. (P1)

给定样本对 (x,y) 时, g(z) = y 的解并不唯一并且解空间是高度结构化且离散的. 因此, 神经网络模

块的训练问题 (P1) 也被称为神经符号接地问题 (symbol grounding problem): 找到映射 fθ : X → Z,

使得对于分布 D 上采样的样本 (x,y), 映射后 z = fθ(x) 能够满足符号约束 Sy = {z | g(z) = y}. 此

外, 我们将符号空间的标记 z 称作伪标签 (pseudo-label) 或者伪符号接地 (pseudo-grounding), 并且将

满足符号约束的伪符号接地 z ∈ Sy 称为可行伪符号接地 (feasible pseudo-grounding).

符号接地问题的解决方案主要分为两种: (1) “模型计数”(model counting) [82, 83]4)和 (2) “模糊逻

辑” (fuzzy logic) [84, 85]. 两种方法的核心思想都是使用一种点 –集合 (即 fθ(x)到 Sy)的距离或散度来

替代原本的点 – 点 (即 fθ(x) 与 z) 损失函数. 更具体地说, 二者均使用模型的预测非确定性 Pθ(z|x)

代替离散的预测结果 fθ(x), 其中前者引入并最大化 Pθ(z|x) 在 Sy 上的后验概率似然; 而后者试图定

义并最小化 Pθ(z|x) 到 Sy 的距离.

3.1 模型计数方法

对于模型计数方法, 我们一般将问题 (P1) 改写为

θ = arg minθ∈Θ E(x,y)∼D
[
ℓ(θ;x,y)

]
, ℓ(θ;x,y) := − log

∑
z∈Sy

Pθ(z|x)

 , (3)

其中 Pθ(z|x) 表示神经网络模型对 z 的条件概率估计, 也称为模型预测非确定性. 不难看出, 修改后

的损失函数是满足条件概率分布 Pθ(z|x) 的伪符号接地 z 能够蕴含符号约束 Sy 的负对数似然. 因

此, 在有些文献 [86] 中, 式 (3) 也被称为蕴含中学习 (learning from entailment). 在该负对数似然损失

的计算中, 需要穷举符号约束 Sy 内所有元素, 这通常被称为模型计数.

在经典神经符号学习框架中 (例如, DeepProbLog [25] 和 Semantic Loss [26]), 实现模型计数的方案

是将符号约束 Sy 预先编译成对应的二分决策图 (binary decision diagram, BDD) [87,88] 或者句式决策

图 (sentential decision diagram, SDD) [89, 90]. 图 2 以逻辑表达式 (A ∧B) ∨ (C ∧D) 为例, 给出了 BDD

和 SDD 的具体表出形式. 编译完成后, 在训练过程中, 对于任意 y, 所有的可行符号接地 z ∈ Sy 都

可以根据决策图快速查询得到. 但是, 在实际情况下, 受限于决策图的规模大小, 决策图的快速查询往

往难以实现. 具体而言, 决策图的规模取决于 (1) 编译算法的有效性. 尽管这方面已有广泛的研究, 提

出了一系列启发式约减决策图的方法 [91], 但它们的规模扩展性仍然非常有限. (2) 约束结构的复杂性.

随着变量增多, 约束的表示形式变复杂, 即使决策图已约减好, 规模仍然过大, 带来不菲的推理代价.

为了提高决策图的查询效率,许多研究工作关注于利用神经网络模型的预测概率加速决策图的推

理. 例如, Scallop [92] 根据模型预测概率选出 top-k 的可行符号接地代替 Sy 的完全穷举; DPLA* [93]

在 top-k选择的基础上, 引入 A*算法启发式的搜索这些高概率符号接地结果; A-NeSI [94] 提出训练一

4) 需要注意的是, 这里的 “模型” 并不是指深度学习模型, 而是指满足符号约束的解.
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图 2 (网络版彩图) 符号约束的决策图及其上的搜索. 逻辑表达式 (A ∧ B) ∨ (C ∧ D) 对应的 (a) 二分决策图和

(b) 句式决策图; (c) 基于 (错误) 模型预测结果 2 + 3× 9 = 29 在四则运算语法树上的后向搜索.

Figure 2 (Color online) Decision diagrams and search of symbolic constraints. (a) The binary decision diagram and

(b) the sentential decision diagram corresponding to the logical expression (A ∧ B) ∨ (C ∧ D); (c) the back-search of the
arithmetic expression grammar tree corresponding to the (incorrect) model prediction 2 + 3 × 9 = 29.

个新的神经网络模型, 用以直接估计后验概率
∑

z∈Sy
Pθ(z|x). 进一步, NGS [95] 基于模型预测概率局

部展开决策图, 再使用后向搜索 (back-search) 找出可行解. 图 2 中也给出了 NGS 方法在手写公式识

别中的一个示例. 其中, 2 + 3 × 4 = 14 被错误地预测成了 2 + 3 × 9 = 29. 此时, NGS 通过局部的展开

语法树, 搜索到了最 “接近” 的修正 9 → 4, 从而得到了正确的符号接地.

另一类实现模型计数的方案是利用布尔可满足性 (satisfiability, SAT) [96,97] 以及可满足性模理论

(satisfiability modulo theories, SMT) [98,99] 求解器. 例如, NeuroASP [100] 和 SLASH [101,102] 使用的回

答集编程工具 Clingo [103,104], 其利用 SAT 求解器以及一系列取否操作来实现模型计数 [105]; 除此以

外, ABL [106] 和 ABL-meta [107] 分别使用无梯度优化工具 RACOS [108], 以及 Prolog 约束逻辑编程工

具 CLP [109], 实现符号约束解的高效搜索. 另外, SMTLayer [110] 将后向搜索和最大可满足性模理论

(MaxSAT) [111,112] 相结合, 基于神经网络模型当前的预测结果, 利用 MaxSAT 求解器搜索可行解.

但以上这两类加速的方案均存在显著缺陷. 一方面, 虽然引入启发式策略能够显著提高效率, 但

也在搜索过程中带来了很大的偏差. 另一方面, 尽管目前的约束求解器已经非常高效, 但随着问题结

构变得更加复杂, 精确地穷举出所有的接地结果仍然是几乎不可能的. 为此, Li 等 [34] 的近期工作中

提出使用投影马尔可夫链蒙特卡洛采样技术 [113,114] (projected Markov Chain Monte Carlo, projected

MCMC), 将 MCMC 采样和 SMT 求解器相结合, 实现近似模型计数. 图 3 给出了投影马尔可夫链

蒙特卡洛采样的一个例子 [34]. 其中, 模型计数的符号约束为 Sy = {z | eval(z) = y}, z ∈ Z 表示任
意 4 个个位数字以及加减乘除组成的四则运算公式, eval(·) 表示四则运算的计算函数. 在该例子中计

算结果 y = 42. 从一个初始可行符号接地开始, 例如 z = [4;×; 9; +; 3; +; 3]. 为了在符号约束中实现

MCMC 采样, 使用投影 Π([z1; · · · ; z7]) = [z2; · · · ;z6], 即丢弃第一个和最后一个数字. 那么, 当前状

态 z = [4;×; 9; +; 3; +; 3] 会被映射到 Π(z) = [×; 9; +; 3; +; ]. 投影使得符号接地空间具有较好的连通

性 [115](connectivity). 接下来, 随机修改投影空间的一个运算或数字, 例如, 将 “9” 更新到 “8”. 最后,

使用 SMT 求解器实现逆投影, 即计算出剩余的部分 (例如 4 × 8 + 3 + 7 = 42), 从而得到一个新的可

行符号接地.

3.2 模糊逻辑方法

不同于模型计数方法将 ℓ(θ;x,y) 定义为所有可行符号接地的负对数似然, 模糊逻辑方法旨在定

义一个从模型预测概率 Pθ(z|x) 到符号约束 Sy 的可微距离. 具体而言, 对于以一阶逻辑形式表达的

 https://www.sciengine.com/doi/10.1360/SSI-2024-0163



李泽南等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 8

图 3 (网络版彩图) 基于投影的马尔可夫链蒙特卡洛采样技术.

Figure 3 (Color online) Projected MCMC sampling technique.

符号约束 Sy, 模糊逻辑方法根据一套编码规则, 将所有的逻辑原子 (logical atom) 转换为可微隶属度

函数 (membership function) [116,117],并把逻辑连接词 (logical connective)和量词 (logical quantifier)转

换为可微运算符. 其中, 逻辑原子的隶属度函数通常直接用神经网络模型的预测概率来计算, 例如, 将

a := (z = [4;×; 9; +; 3; +; 3]) 这样的逻辑原子转化为 ã := Pθ(z = [4;×; 9; +; 3; +; 3] | x).

对于逻辑连接词的翻译, 已有的神经符号学习方法大多使用基于三角范数 (t-norm) 函数 [118,119]

的模糊逻辑. 例如, NeuPSL [120] 和 DiffLogic [121] 基于概率软逻辑 (probabilistic soft logic, PSL) [122],

使用  Lukasiewicz三角范数转换逻辑连结词;但是这类函数存在梯度消失的问题,影响后续神经网络模

型训练的效率, 因此, DL2 [27] 采用了乘积三角范数5), 并将析取连接词转换简化为了简单加法. 但是,

对于包含长合取链的符号约束, 乘积三角范数同样存在梯度消失的问题, 因此 SBR [123] 另外引入了最

大/最小三角范数 (也称为 Gödel 三角范数). 综上所述, 将模糊逻辑转换逻辑连接词的方式总结如下:

 Lukasiewicz 三角范数 a1 ∧̃ a2 := max(0, ã1 + ã2 − 1), a1 ∨̃ a2 := min(1, ã1 + ã2),

乘积三角范数 a1 ∧̃ a2 := ã1 × ã2, a1 ∨̃ a2 := ã1 + ã2,

最大/最小三角范数 a1 ∧̃ a2 := min(ã1, ã2), a1 ∨̃ a2 := max(ã1, ã2).

对于逻辑量词, 模糊逻辑方法通常将其转化为最小化/最大化算子, 即

∀̃u. (u ∈ U → a(u)) := min
u∈U

ã(u), ∃̃v. (v ∈ V → a(v)) := max
v∈V

ã(v).

5) 在原始乘积三角范数中,析取连接词的转化被定义为 a1 ∨̃ a2 := ã1+ ã2− ã1× ã2. DL2将其简化成了 a1 ∨̃ a2 :=
ã1 + ã2. 该简化使得合取与析取的转化不一致,但因后续工作均沿用这一修改,并为简便起见,我们将 DL2修改之后的
版本记作乘积三角范数.
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图 4 数独 (4× 4) 的符号约束 Sy(z). 原子命题 [z,y]mn = v 表示第 m 行第 n 列的元素取值是否为 v; 符号约束

分别表示每一个元素必须在 {1, . . . , 4} 以内, 以及每一行/列/块均必须填满 {1, . . . , 4}.
Figure 4 Symbolic constraint Sy(z) of Sudoku (4 × 4). The atomic proposition [z,y]mn = v indicates whether the

element in the m-th row and n-th column is equal to v. The symbolic constraint ensures that each element must be within
the set {1, . . . , 4}, and each row, column, and block must contain the numbers {1, . . . , 4} exactly once.

在 SBR [123] 中, 全称量词对应的最小化算子被改成均值计算, 以加速神经网络模型的训练:

∀̃u.(u ∈ U → a(u)) :=

(
1

|U |
∑
u∈U

ã(u)

)
.

这使得全称量词后的每一个约束都能够被均匀地优化. 在此基础上, LTN [124,125] 进一步将一般均值

替代为广义均值, 并且对存在量词做出了相应的修改以保持一致:

∀̃u. (u ∈ U → a(u)) :=

(
1

|U |
∑
u∈U

ã(u)p

) 1
p

, ∃̃v. (v ∈ V → a(v)) := 1 −

(
1

|V |
∑
v∈V

(1 − ã(v))p

) 1
p

.

以 4 × 4 数独任务为例, 使用乘积三角范数, 即 a1 ∧̃ a2 = ã1 × ã2, a1 ∨̃ a2 = ã1 + ã2, 解释模糊逻辑

方法如何定义神经网络模型训练的可微损失函数. 如图 4 所示, 数独任务中的符号约束可以写成合取

范式 (conjunctive normal form, CNF) 的形式, 其中原子命题 [z,y]mn = v 表示第 m 行第 n 列的元素

取值是否为 v, 其对应的隶属度函数由神经网络的概率表示 Pθ([z,y]mn = v | x). 然后, 模糊逻辑方法

将该符号规则转化为如下损失函数:

ℓ(θ;x,y) =
∏

m,n=1,...,4

( ∑
v=1,...,4

Pθ([z,y]mn = v | x)

)
︸ ︷︷ ︸

每一格必须在 1∼4 之内

×
∏

m,v=1,...,4

( ∑
n=1,...,4

Pθ([z,y]mn = v | x)

)
︸ ︷︷ ︸

每一行必须填满 1∼4

×
∏

n,v=1,...,4

( ∑
m=1,...,4

Pθ([z,y]mn = v | x)

)
︸ ︷︷ ︸

每一列必须填满 1∼4

×
∏

r,t=1,2,v=1,...,4

 ∑
(m,n)∈Brt

Pθ([z,y]mn = v | x)


︸ ︷︷ ︸

每一块必须填满 1∼4

,

Brt = {(2r + i, 2t + j) | i, j = 1, 2} . (4)

此外, 还有一系列工作研究如何加速模糊逻辑转化后的损失函数计算, 这些工作都尝试引入更多

的并行化计算,以加速模糊逻辑方法的推理. 例如, DeepStochLog [126], ENT [127] 和 SPL [128] 引入概率

AND-OR 环路 (circuits) [129] 来实现模糊逻辑计算的并行化, 并且将整个环路作为计算图直接嵌入神

经网络模块, 以支持统一的前向推理和反向传播. 图 5 给出了一个将逻辑表达式 (A ∧B) → C 编码为

AND-OR 环图的示例. 此外, STE [130] 引入了一个额外的状态矩阵, 将式 (4) 中的连乘计算消解成矩

阵的乘积和点积, 利用 GPU 并行加速计算; 但状态矩阵的大小随问题变量的规模指数级增长, 为解决
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图 5 (网络版彩图) 概率 AND-OR 环图及其对应的信息熵. 逻辑表达式 (A∧B) → C 对应的 (a) 概率 AND-OR

环图, 其中逻辑原子 A,B,C 的隶属度由神经网络预测概率 Pθ(z|x) 决定; 基于概率环图, 我们可以递归地计算该模

糊逻辑表达式的 (b) 信息熵.

Figure 5 (Color online) Probabilistic AND-OR circuit and information entropy. (a) The probabilistic AND-OR circuit
of the logical expression (A ∧B) → C, where the membership degrees of the logical atoms A, B, and C are determined by
the neural network prediction Pθ(z|x); then, (b) the corresponding information entropy is recursively computed based on
the probabilistic circuit.

该问题, LogicMP [131] 将状态矩阵隐式地聚合在 Einsum 操作中, 这既节约了 GPU 存储, 同时能够在

大规模任务中实现快速推理.

3.3 小结

总体上说,模糊逻辑方法与模型计数方法均将网络的预测非确定性建模到了神经符号接地过程中,

以提高神经网络模块训练的效率. 但实际应用上, 模糊逻辑方法与模型计数方法各有优劣. 对于模糊

逻辑方法, 一方面, 模糊逻辑避免了可行符号接地的穷举问题, 因而大幅提高了训练的效率. 但另一方

面, 模糊逻辑并没有完全保证符号约束的精确性, 因而可能影响最终的系统性能. 例如, 当前的模糊逻

辑方法均不能保证逻辑一致性 [132]. 以 (a ∨ a) → a 为例, 理想情况下, 模糊逻辑应该将该重言式转化

为常值 1, 但实际上, 上述 3 种三角范数函数均不能保证该性质. 而模型计数方法并不会丢失符号约

束的精确性, 并且理论上更符合第一性原理 [26]. 但是, 由于训练过程中每一步梯度下降的计算都涉及

可行符号接地的穷举, 因此其训练效率远不如模糊逻辑方法.

除以上权衡以外, 模型计数方法和模糊逻辑方法均存在另一个相同的问题, 即无法有效地避免推

理捷径. 我们在第 4 节中给出详细的分析.

4 推理捷径缺陷

无论是模型计数方法还是模糊逻辑方法,其训练目标都是将模型的预测结果限制在符号约束之内.

这里的一个关键问题是, 给定存在多个可行符号接地的符号约束, 如何保证模型在训练过程中学得那

些符合预期的符号接地结果. 已有理论研究和实验结果均表明, 神经网络模型能够拟合任意的训练标

签. 现实的情况是, 在神经符号接地任务中, 总存在某些推理捷径, 即该符号接地结果是可行的, 并且

很容易被网络学得,但却不是实际所期望的符号接地结果,也不具有良好的泛化性能. Li等 [33] 的研究

工作中首先明确提出并研究了这一问题, 此后一系列相关工作 [79∼81,133] 进行了进一步的讨论.
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图 6 (网络版彩图) 手写识别的半监督学习分类任务. 我们删除训练图像中的 “6” 类标签, 但引入符号推理规则

P := (f(R(x)) = 9) → Q := (f(x) = 6) 来预测 “6”, 其中 R(x) 代表将图像 x 旋转 180◦. 对于 “6” 类来言,

存在两种可行符号接地: (1) P = F , 将旋转图片 R(x) 识别成非 “9” 结果; (2) (P,Q) = (T ,T ), 将旋转后图片

R(x) 识别成 “9”, 并且将原始图片 x 识别成 “6”. 理想的符号接地结果应该是 (P,Q) = (T ,T ); 然而, 已有的模

型计数方法和模糊逻辑方法都会通过 “捷径” (P = F ) 来满足规则, 导致 “6” 类图片几乎都分类错误.

Figure 6 (Color online) Semi-supervised learning classification task for handwritten digit recognition. We remove the
labels of training images in class “6”, but introduce a logical rule P := (f(R(x)) = 9) → Q := (f(x) = 6) to predict “6”,
where R(x) stands for rotating the image x by 180◦. For the “6” class, there are two possible symbol grounding outcomes.

The ideal symbol grounding outcome should be (P,Q) = (T ,T ); however, existing model counting methods and fuzzy logic
methods often take the shortcut P = F to satisfy the rule, resulting in nearly all images of “6” being incorrectly classified.

4.1 示例构造

先构造一个半监督手写数字识别任务解释推理捷径问题 [33]. 在该任务中, 移除训练数据中所有

“6” 类图像的标签, 但引入了一条简单的符号推理规则进行代替: P := (f(R(x)) = 9) → Q := (f(x) =

6), 即 “如果旋转 180◦ 之后的图片被识别为 ‘9’, 那么该图片应该被识别为 ‘6’”. 损失函数以及学习曲

线如图 6 所示. 具体而言, 对于所有图片, 采用神经符号学习的方式, 即利用该符号规则对应的模型计

数损失或模糊逻辑损失进行训练. 而对于非 “6” 类图片, 由于有标签, 可以使用通常监督学习方法的

分类损失.

理想情况下, 虽然缺少 “6” 类的图片标注, 但神经网络模型能够正确分类 “9” 类图片, 因此通过

符号规则 P → Q 理应能够学得 “6” 类图片的分类. 然而, 已有的神经符号学习框架大多不能够得到

该预期结果. 这是因为, 此时有两种可行符号接地: (1) P = F , 将旋转图片 R(x) 识别成非 “9” 结果;

(2) (P,Q) = (T ,T ),将图片 x识别成 “6”. 显而易见,相比较于后者,前者是更容易被满足的符号接地.

因此, 模型更容易利用该 “捷径” 推理: 将 “6” 类图片的旋转识别为非 “9” 结果.

将推理捷径问题定义为: 深度学习模型错误地拟合到不符合预期 (semantically unintended) 的符

号接地结果, 引起神经符号系统的性能下降. 当前, 已经有一些研究分析推理捷径发生的原因及其解

决方案. 比较主流的解释是: 模型计数方法和模糊逻辑方法中的一些近似计算引入了一些不合理的归

纳偏好, 导致训练过程最终收敛到了错误的符号接地结果 [79, 81,133]. 此外, NeSy-RS [80] 从数据、模型

架构, 以及损失函数多个角度出发, 提供了一系列解决方案. 总结为两点: (1) 增加领域知识和数据量,

提高数据覆盖率; (2) 引入自编码器损失与解耦架构, 帮助区分不同概念.

但这些理论解释与解决方法的有效性仍然存疑. 一方面, 在我们构造的半监督学习示例中, 即使

没有近似计算, 神经网络模型仍然会陷入推理捷径之中; 另一方面, 尽管 NeSy-RS 中提出的一系列解

决方案能够有效改善神经符号系统的性能, 但其实验同样表明, 这些策略并不能够从根本上解决推理

捷径问题. 第 4.2 小节从非确定性的视角分析与解释推理捷径发生的原因.
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4.2 模型计数方法的推理捷径

首先, 考虑模型计数方法, 其对应的损失函数 (及其梯度) 可以写为

ℓ(θ;x,y) = − log

∑
z∈Sy

Pθ(z|x)

 , ∇ℓ(θ;x,y) = − 1∑
z∈Sy

Pθ

(
z|x)

∑
z∈Sy

∇Pθ(z|x)

 .

接下来, 引入一个额外的参数分布 Qϑ(z) 将符号接地 “软化”, 用以显示刻画符号接地的非确定性. 并

且, 记 H(Q) := −
∑

z∈Sy
Qϑ(z) logQϑ(z) 为分布 Qϑ 的信息熵 (entropy), supp(Qϑ) 为分布 Qϑ 的支

撑集 (support set). 那么, 有如下定理.

定理1 (模型计数方法的非确定性控制) 给定原始输入 x,以及最终输出 y,对于模型计数的损失

函数 ℓ(θ;x,y), 其最小化问题等价于 (γ = 1)

min
θ,ϑ

ℓ̂(θ,ϑ) :=
∑
z∈Sy

(
−Qϑ(z) logPθ(z|x)

)
+ γQϑ(z) logQϑ(z),

s.t. supp(Qϑ) ⊆ Sy.

也就是说, 这两个最小化问题对于 θ 有相同的最优解, 并且有相同的梯度下降动态.

证明 先考虑梯度 ∇ℓ(θ), 可以将其改写为

∇ℓ(θ) = −
∑
z∈Sy

1∑
z′∈Sy

Pθ(z′|x)
∇Pθ(z|x) = −

∑
z∈Sy

Pθ(z|x)∑
z′∈Sy

Pθ(z′|x)
∇ logPθ(z|x).

对于优化问题 minθ,ϑ ℓ̂(θ,ϑ), 给定 θ 时, 最优解 ϕ∗ 满足

Qϑ∗(z) =
Pθ(z|x)∑

z′∈S(y) Pθ(z′|x)
.

因此 ∇θ ℓ̂(θ,ϑ
∗) 可以被重写为

∇θ ℓ̂(θ,ϑ
∗) = −

∑
z∈Sy

Qϕ∗(z)∇ logPθ(z|x) = −
∑
z∈Sy

Pθ(z|x)∑
z′∈Sy

Pθ(z′|x)
∇ logPθ(z|x).

在此简单补充一下, Qϑ∗ 是 minϑ ℓ(θ,ϑ) 在给定 θ 时最优解的证明. 具体而言, 内问题的拉格朗日

(Lagrange) 函数可以写为

L(ϑ;λ) =
∑
z∈Sy

Qϑ(z) log

(
Qϑ(z)

Pθ(z)

)
− λ

∑
z∈Sy

Qϑ(z) − 1

 .

计算关于 Qϑ(z) 的梯度, 并令其为 0, 那么

logQϕ∗(z) + 1 − logPθ(z) − λ = 0

对任意 z ∈ Sy 成立. 因此, 有

Qϕ∗(z) = eλ−1Pθ(z),
∑
z∈Sy

eλ−1Pθ(z) = 1.

将这两个等式结合, 最终得到

Qϕ∗(z) =
Pθ(z)∑

z′∈Sy
Pθ(z′)

.
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根据该定理,并利用系数 γ = 1,可以转而考察最小化 KL散度问题: minθ,ϑ ℓ̂(θ,ϑ) := KL(Qϑ∥Pθ),

并且有支撑集约束 supp(Qϑ) ⊆ Sy. 其中, Pθ 较为简单, 其最小化的目标是拟合对偶分布 Qϑ; 而对于

Qϑ, 利用 KL 散度分解 KL(Qϑ, Pθ) = H(Qϑ, Pθ) −H(Qϑ), 除支撑集约束 supp(Qϑ) ⊆ Sy 以外, 有以

下两个部分进行非确定性管理:

(1) 交叉熵 H(Qϑ, Pθ) =
∑

z∈Sy
(−Qϑ(z|x) logPθ(z|x)). 鼓励 Qϑ 收敛到独热 (one-hot) 分布;

(2) 负信息熵 −H(Qϑ) =
∑

z∈Sy
Qϑ(z) logQϑ(z). 熵正则化控制 Qϑ 的尖锐度.

基于以上分解, 可以解释推理捷径发生的原因: 首先, 对于推理捷径所对应的符号接地结果, 神经

网络模型的预测概率较大. 例如, 在前面构造的半监督学习任务中, 推理捷径 (即旋转之后不是数字

“9”)的预测概率 Pθ(f(R(x)) ̸= 9|x)远大于正确符号接地 (即旋转后图片是 “9”,并且原始图片是 “6”)

的预测概率 Pθ(f(R(x)) = 9 ∧ f(x) = 6|x). 在这样的情况下, 缺少非确定性管理导致 (1) 交叉熵过度

强化了 Qϑ, 使其快速收敛到了推理捷径对应的符号接地. 然而, (2) 信息熵的惩罚系数 (γ = 1) 太小,

不足以控制 Qϑ 的尖锐度, 因此难以摆脱推理捷径.

实际上, 绕开推理捷径, 以及实现正确的符号接地, 二者是完全一致的. 具体而言, 在未知正确符

号接地的情况下, 为了绕开推理捷径, 必须先将 Qϑ 约束成 Sy 上的均匀分布 (即降低交叉熵, 提高负

信息熵), 以降低不同符号接地概率之间的差异; 而在找到正确符号接地之后, 同样需要将 Qϑ 的分布

密度更多导向正确结果 (即提高交叉熵, 降低负信息熵), 从而确保符号接地过程的最终收敛. 因此, 可

以说, 整个符号接地过程的核心就是管理非确定性, 以确保符号接地的表达力以及最终的效果.

4.3 模糊逻辑方法的推理捷径

类似地, 对于模糊逻辑方法, 同样可以将其与对偶分布 Qϑ 上的非确定性控制问题等价. 具体地

说, 有如下定理成立.

定理2 (模糊逻辑方法的非确定性控制) 给定原始输入 x,以及最终输出 y,对于三角范数模糊逻

辑的损失函数 ℓ(θ;x,y), 其最小化问题等价于

min
θ,ϑ

ℓ̂(θ,ϑ) :=
∑
z∈Sy

(
−Qϑ(z) logPθ(z|x)

)
+ γQϑ(z) logQϑ(z),

s.t. supp(Qϑ) ⊆ Sy.

也就是说, 这两个最小化问题关于 θ 有相同的最优解, 并且有相同的梯度下降动态. 此外, 3 种不同的

三角范数分别对应常系数 γ = 1, 1, 0.

证明 我们可以将符号约束 Sy 重写为析取式 ∨z′∈Sy (z = z′). 那么, 模糊逻辑方法中 3 种三角

范数对应的损失函数分别为

 Lukasiewicz 三角范数 max
θ

ℓ(θ;x,y) := min

1,
∑
z∈Sy

Pθ(z|x)

 =
∑
z∈Sy

Pθ(z|x) (5)

⇒ min
θ

ℓ(θ;x,y) = − log

∑
z∈Sy

Pθ(z|x)

 , (6)

乘积三角范数 max
θ

ℓ(θ;x,y) :=
∑
z∈Sy

Pθ(z|x) (7)

⇒ min
θ

ℓ(θ;x,y) = − log

∑
z∈Sy

Pθ(z|x)

 , (8)

最大/最小三角范数 max
θ

ℓ(θ;x,y) := max
z∈Sy

(Pθ(z|x)) (9)
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⇒ min
θ

ℓ(θ;x,y) = min
z∈Sy

− log(Pθ(z|x)), (10)

其中, 引入负对数变换,将最大化问题转化为最小化问题.不难看出,  Lukasiewicz三角范数与乘积三角

范数的损失函数就是模型计数的损失函数; 而最大/最小三角范数的损失函数等价于 γ = 0, 即没有熵

正则化项, Qϑ 直接收敛到独热分布的情形.

总体而言, 与模型计数方法一致, 模糊逻辑方法同样很容易陷入推理捷径. 发生推理捷径的根本

原因同样是对 Pθ(z|x) 以及 Qϑ(z) 的信息熵控制不够, 限制了符号接地的表达力.

4.4 神经符号学习中的非确定性管理

从上文的讨论中可以看到, 负信息熵的控制在神经符号学习中至关重要. 如果负信息熵的惩罚太

弱, 那么符号接地很容易陷入推理捷径, 因而收敛到不符合预期的结果; 但是, 如果负信息熵的惩罚太

强, 那么符号接地又难以收敛到确定的结果, 因而影响性能. 由于负信息熵是符号接地分布 Pθ 以及

Qϑ 的非确定性度量, 因此也将其称为 “神经符号学习的非确定性管理” (uncertainty management).

深度学习领域中,已经有许多关于非确定性管理的研究,其主要目标是信心校准 [134]: 对于目标符

号接地 z, 基于预测概率 Pθ(z|x), 将信心区间 [0, 1] 划分为 M 个子区间:

Sm = {x | am < Pθ(z|x) 6 am+1}, m = 0, . . . ,M.

信心校准要求, 对于分布 D 上, 并且落在 Sm 内的样本, 其预测概率 Pθ(z|x) 的期望等于准确率:

Ex∼D,x∈Sm
[Pθ(z|x)] = Ex∼D,x∈Sm

[I(fθ(x) = z)],

其中 I(·) 为示性函数, 即当 fθ(x) = z 时取值为 1, 否则为 0. 信心校准的目的是提高深度神经网络的

可靠性,例如,在天气预报的预测结果里,信心校准要求所有预测明天下雨概率等于 80%的场景中,真

正下雨的次数占比约为 80%. 这使得用户能够信赖模型的预测结果.

对于深度神经网络而言, 已有的工作表明, 模型往往预测信心过高 (overconfident). 这是因为, 神

经网络模型在训练过程中往往通过牺牲信心校准性能, 来获取更高的准确率 [31]. 因此, 许多研究工

作试图在训练过程中添加额外正则化项, 以防止模型的 “过拟合”, 主要包括标签光滑化 [135]、间隔标

签光滑 [136]、Mixup 增广 [137]、AugMix 增广 [138]、焦点损失 [32]、Logit 正则化 [139,140]、成对约束损

失 [141], 以及能量模型 [142∼144] 等. 可以说, 这些工作均显式地或隐式地将信息熵正则化引入损失函数

中, 我们以最经典的标签光滑化和焦点损失为例进行说明.

(1)标签光滑化将 K- 分类交叉熵损失中的独热标签 y 软化, 用 ỹ = (1− ε)y + ε/K 代替. 令 LCE

表示交叉熵损失, 那么标签光滑化得到的损失函数为

LLS(ỹ, Pθ(y|x)) = (1 − ε)LCE(y, Pθ(y|x)) + εLCE(u, Pθ(y|x)), u = [1/K, . . . , 1/K].

标签光滑化等价于添加了一个最大熵惩罚项, 鼓励模型预测接近均匀分布, 以防止模型信心偏高.

(2) 焦点损失 Lfocal(y, Pθ(y|x)) = (1 − Pθ(y|x))γLCE(y, Pθ(y|x)) 最初是为了解决目标检测中的

类别不平衡问题而提出的 [145]. 但近期, 有研究者指出, 焦点损失满足以下性质:

Lfocal(y, Pθ(y|x)) > LCE(y, Pθ(y|x)) − γH(Pθ(y|x)).

因此, 焦点损失隐式地在交叉熵损失上添加了最大熵正则化项, 缓解模型输出信心偏高的问题.

已有实验研究还表明, 信心校准与网络性能之间是权衡 (trade-off) 关系, 并且神经网络在一般监

督学习中通常会以牺牲校准性的方式来提高准确率 [31, 32]. 但是, 正如前面所分析的, 在神经符号接地

中, 信心过高会引发推理捷径, 降低模型性能, 因此对于神经符号系统而言, 二者并没有明显的权衡关
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系. 因此, 可以说, 非确定性管理在神经符号学习中更为重要: 它既解决推理捷径问题, 提高神经符号

系统的性能; 也实现模型信心校准, 提高网络模型本身的可靠性.

这些用于信心校准的熵正则化的方法同样可以用在神经符号接地问题中. 例如, ENT [127] 和

SS [146] 在乘积三角范数的基础上, 递归地引入了合取运算符与析取运算符的信息熵正则化以及互信

息增强. 以 ENT 为例, 其中合取表达式 a1 ∧ a2 和析取表达式 a1 ∨ a2 的信息熵分别被计算为

Ent(a1 ∧ a2) = Ent(a1) + Ent(a2),

Ent(a1 ∨ a2) = ã1 log ã1 + ã2 log ã2 + ã1Ent(a1) + ã2Ent(a2).

此外, LwRS [33] 引入对偶变量 τ , 将最大/最小三角范数改进为

a1 ∧̃ a2 := min
τ1,τ2

{
τ1ã1 + τ2ã2 | τ1 + τ2 = 1

}
, a1 ∨̃ a2 := max

τ1,τ2

{
τ1ã1 + τ2ã2 | τ1 + τ2 = 1

}
.

对偶变量 τ 与前面定理中的对偶分布 Qϑ 是一致的. 再通过对偶梯度上升, 利用梯度下降的步长隐式

地控制 Qϑ 的信息熵. 进一步地, Li 等 [34] 的工作直接从原始优化问题出发:

min
θ,ϑ

ℓ̂(θ,ϑ) :=
∑
z∈Sy

(
−Qϑ(z) logPθ(z|x)

)
+ γQϑ(z) logQϑ(z),

s.t. supp(Qϑ) ⊆ Sy.

将模拟退火策略与 projected MCMC 相结合, 在神经网络模型训练过程中缓慢降低 γ 的值. 这确保神

经符号学习能够在训练初期, 探索足够多的可行符号接地, 而随着训练损失函数的下降, 逐渐收敛到

确定的符号接地结果. 值得一提的是, 当前最新的理论研究指出 [81], 符号接地空间的不连通性也是加

剧推理捷径发生的原因. 而 Li 等 [34] 的工作中使用投影技术提高了符号接地空间的连通性, 与该理论

结果一致, 这可能是其能够有效摆脱推理捷径的另一原因.

4.5 小结

本节通过一个简单统一的理论框架解释了 (基于模型计数方法和模糊逻辑方法的) 神经符号接地

过程中推理捷径发生的原因: 缺乏神经网络的有效非确定性管理, 导致训练过程容易收敛到那些信心

过高, 不符合预期的符号接地结果. 紧接着, 分析一般深度学习中的非确定性管理, 并且将其与神经符

号学习中的非确定性管理联系:前者是为了信心校准,即确保预测概率等于真实发生概率;而后者不仅

仅为了信心校准, 也为了避免推理捷径. 并且, 从信息熵正则化的角度, 我们指出两种非确定性管理问

题与方法的一致性, 解释了当前各种缓解神经符号接地中推理捷径问题技术的合理性.

尽管神经符号学习中的推理捷径非常普遍 [80],但单独针对推理捷径的研究仍然非常有限.一方面,

从方法上讲, 已有方法均在探索如何通过信息熵实现更好的非确定性管理, 但其他可行方案 (例如, 通

过引入因果模型 [147,148])缺乏进一步探索; 此外, 信息熵正则化的系数 γ 很难确定. 正如前文所说, 太

小的 γ 正则化效果不够, 难以避免推理捷径; 而太大的 γ 影响训练效率, 甚至导致符号接地难以收敛.

因此, 一个高效的并且动态调整信息熵正则化的方案同样需要研究. 另一方面, 从理论上说, 推理捷径

的产生原因仍然缺乏完整理论分析 [81]. 而且, 尽管在神经网络的监督学习领域, 使用最大熵正则化实

现信心校准的应用非常广泛,但仍然缺少理论支撑 [149]. 因此,最大熵正则化对于神经符号学习中非确

定性管理的有效性同样缺少更深层次的理论结果.

5 可微符号约束合成

本节关注符号演绎模块的学习问题:

ϕ = arg minϕ∈Φ E(x,y)∼D[ℓ2(gϕ(z),y)], s.t. z = f(x), z ∈ Z. (P2)
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该问题中, 参数空间 Φ 通常表示一系列候选逻辑规则, 往往是离散的, 因此不能进行梯度计算, 更无

法执行梯度下降. 实际上, 在早期机器学习文献中 [3], 符号演绎模块的建模与训练可以分为 “归纳

逻辑编程” (inductive logic programming, ILP) [19] 和 “统计关系学习” (statistical relational learning,

SRL) [150] 这两种方法. 其中, 归纳逻辑编程利用一阶霍尔子句 (a1 ∧ · · · ∧ an) → c 组成的集合来表达

符号推理规则; 其训练过程主要是对被合取逻辑原子的搜索 [151]. 统计关系学习通常使用概率图模型,

例如, Bayesian网络, Markov随机场,以及 (隐) Markov模型等, 来建模逻辑原子之间的因果或依赖关

系; 其训练过程通常是 Monte Carlo 采样或者变分推断来近似优化最大似然 [152,153]. 可以看出, 这些

经典机器学习方法的建模以及训练大多都不支持梯度下降法,这不仅阻碍了符号推理模块与神经网络

模块的联合训练, 也极大降低了大量数据下符号演绎模块本身的训练效率.

因此, 近期大量神经符号学习的研究关注于如何将符号推理模块的可微化, 以方便使用梯度下降

法进行训练. 我们将其统一称为 “可微符号约束合成”. 总的来说, 这些方法都可以理解为: 为所有预

先定义好的候选符号约束赋予非确定性系数, 再使用梯度下降法优化该系数. 但符号约束的结构非常

多样, 不同的结构需要不同的非确定性建模方法, 以保证最终的效率和效果. 接下来, 我们将简要总结

常用的符号约束结构及其对应的建模方法.

5.1 霍尔子句结构

首先, 一类典型的工作就是在已有的归纳逻辑编程框架上, 引入非确定性系数来实现候选符号约

束选择. 例如, 考虑到 ILP 学得的目标逻辑规则为 m 条霍尔子句 (ai1 ∧ · · · ∧ ain) → ci, i = 1, . . . ,m 组

成的集合, ∂ILP [154] 给所有的候选霍尔子句分配了相应权重 w1, . . . , wm, 利用梯度下降优化, 选择权

重最高的一个或多个逻辑规则作为最终符号约束. 但为了保证效率, ∂ILP 将霍尔子句中逻辑原子的

个数严格限制为 2, 以减少候选符号约束的规模. 这也降低了整体框架的表达力: 当目标符号约束较

为复杂时, 通常需要引入更高阶的逻辑原子, 以确保目标约束能够被候选符号约束集合所覆盖.

为了解决 ∂ILP 的表达力不足问题, DILP-ST [155] 和 αILP [156] 均放宽了对候选符号约束的限制,

并提出使用束搜索 (beam-search) 来启发式地选择能够提高推理性能的霍尔子句, 以组成候选符号约

束. 另外, DiffLog [157] 提出结合用户提供的先验知识, 使用主动学习中的委员会查询策略 [158], 以交互

式的方式构建候选符号约束. 而 ∂ILP 的另一个问题是大批量数据下的训练效率较低. 这是因为随着

候选符号约束的增多, 训练时符号推理的代价往往非常高. 鉴于此, 一系列研究基于知识图谱推理, 将

一阶逻辑推理 a1 ∧ a2 → c 由稀疏矩阵乘法 A1 ·A2 ≈ C 近似. 例如, NeuralLP [159] 定义了 TensorLog

运算 [160]: 对于独热编码的输入向量 z, 定义 a1(y, u) 和 a2(u, z) 对应的关系矩阵为 A1 和 A2, 那么

s = A1 ·A2 · z 实现了链式结构推理 a1(y, u) ∧ a2(u, z) → c(y, z), 其中 s 表示了满足推理规则的 y 取

值集合. 在此基础上, Neural-Num-LP [161] 以及 NLIL [162] 进一步拓展了框架的表达力, 使得符号约束

能够表达数值关系 (例如, z1 + z2 + y1 > c) 以及非链式结构 (例如, a1(y, u) ∧ a2(z) → c(y)). 图 7 给

出了 TensorLog 运算的一个例子 [163], 其将候选符号约束的推理转化为逻辑原子的概率乘积.

除此以外, NeuralLP还使用带注意力机制的长短时记忆网络 (long short-term memory, LSTM)代

替简单的权重向量, 来计算每一条候选符号约束的分数. 在此基础上, DRUM [164] 将其拓展为了双向

循环网络 (bidirectional recurrent neural network, bidirectional RNN). RLogic [165] 通过表示学习, 引入

了关系嵌入来提升分数预测的性能; NCRL 引入循环注意力元来提高霍尔子句的组合型, 并且根据语

义一致性来给逻辑规则评分; RNNLogic [166] 额外引入了一个 RNN规则生成器, 并提出使用 EM算法

将权重预测和规则生成这两个 RNN 模型同步训练.

不同于 ∂ILP将分数定义给候选霍尔子句, NTP [167]选择直接给每一个逻辑原子分配权重. 具体地

说, NTP同样使用连续的嵌入空间来编码逻辑原子,并且使用 RBF核合一运算 (unification)来定义每

一个逻辑原子赋值或者替换的分数, 再定义 AND 和 OR 运算计算完整霍尔子句的分数. 以图 7 为例,

grandPa(RICK,MORTY)由候选规则 p(x, y)∧p(y, z) → g(x, z)证明的分数将会由 S′ = unifyϕ(H,G, S)
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图 7 (网络版彩图) 霍尔子句符号约束合成方法 TensorLog 和 NTP. (a) TensorLog 基于原子命题的概率, 通

过矩阵乘法提高候选子句的推理效率; (b) NTP 展开所有的逻辑分支, 穷举所有的候选符号约束, 每一个候选子句

的分数由相应逻辑原子的合一运算得到.

Figure 7 (Color online) Symbolic constraint synthesis of Horn clause: TensorLog and NTP. (a) TensorLog is based on the
probabilities of atomic propositions and improves the inference efficiency of candidate clauses through matrix multiplication;
(b) NTP expands all logical branches and exhaustively enumerates all candidate symbolic constraints. The score of each
candidate clause is derived from the unification operation of the corresponding logical atoms.

递归地计算得到 [168]. 其中, S 表示当前状态, 用于存储所有的变量替换, 以及当前状态下合一成功的

可能性; H 和 G 为待合一的逻辑原子 (例如, p(x, y) 和 pa(RICK,BETH)), 其中的非变量符号均对应

于 ϕ 中的嵌入表示 (例如, ϕp:,ϕpa:,ϕRICK:,ϕBETH:).

类似于 ∂ILP, NTP需要预先将所有的逻辑推理分支全部展开. 随着逻辑原子,以及符号约束的增

多, 该展开结构过于复杂, 并且很多分支是多余的, 这严重阻碍了 NTP 的学习与推理效率. 为了缓解

该问题, GNTP [169] 提出贪心选择一个极小的集合作为候选集合; CTP [170] 提出额外再引入一个选择

模块, 即参数化并训练出一个注意力分布, 基于该分布采样出候选集合. 该分布同样由神经网络刻画,

与其嵌入表示一起, 使用梯度下降进行优化. 此外, LRI [171] 仍然使用逻辑原子的嵌入表示, 但利用给

定的模板约束搜索空间; 为了降低模板设计的依赖, HRI [172] 使用层次结构, 允许堆叠多个霍尔子句,

以提高符号约束学习的表达力.

5.2 合取范式结构

SATNet [173] 关注于合取范式 (CNF) 形式的符号约束, 即 ∧m
j=1 ∨n

i=1 aij . 给定逻辑原子组成的集

合 {ai | i = 1, . . . , n}, SATNet 引入辅助变量 sij ∈ {0, 1} 来标记是否将原子命题 ai 放入第 j 个析取

子句, 得到候选符号约束集合 {∧m
j=1 ∨n

i=1 sijai | sij ∈ {0, 1}}. 再使用 MaxSAT转换得到如下形式的优

化问题进行符号约束合成:

max
s̃∈{−1,0,1}m×n

m∑
j=1

n∨
i=1

I(s̃ij ãi > 0),

其中 s̃ij 的取值集合被拓展到 {−1, 0, 1}, 以表示取否运算; 相应地用 ãi ∈ {−1, 1} 代替 ai ∈ {T ,F }.

该优化目标在给定逻辑原子的情形下, 寻找最大可满足的子句结构. 进一步地, SATNet引入半定松弛

(semidefinite relaxation, SDR) [174∼176] 技术,将该问题放松为一个可微优化问题,从而能够使用梯度下

降优化去学习松弛的约束矩阵 S̃ ∈ Rm×n.

在 SATNet 的基础上, Sym-SATNet [177] 提出了一个框架, 自动发掘潜在符号约束的置换对称性,

并把该对称性作为 SATNet 的参数矩阵的条件, 从而使得其学习符号的约束满足该置换对称性. 相比

与原本的 SATNet, 通过强制参数矩阵的对称性, SymSATNet 极大地减少了参数量, 使其能快速地学

习到符号约束. 另一方面, 半定松弛的过程并不可逆, 之后得到的约束矩阵 S̃ 并不能返回计算原先的

{−1, 0, 1} 上的示性矩阵, 因此实际上无法得到其合成的符号约束. 为此, ME-SATNet [178] 提出利用
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图 8 (网络版彩图) 整数线性符号约束合成方法 IntLP 和 PBL. (a) 和 (b) 分别表示外多胞体和内多胞体, IntLP

利用这两个集合所包夹的部分刻画符号约束; (c) 表示整数线性结构可微符号约束合成的退化问题, 即所有的权重向

量均收敛到了相同的结果, 使得学出的逻辑规则退化. (d) 引入了信赖域约束, 给每一个权重向量添加了搜索范围, 这

样不同的权重向量就能收敛到不同的结果, 确保学得逻辑规则的多样性.

Figure 8 (Color online) Integer linear symbolic constraint synthesis methods IntLP and PBL. (a) and (b) represent
the outer and inner polyhedra, respectively. IntLP uses the regions enclosed by these two sets to characterize symbolic
constraints. (c) illustrates the degeneration problem in integer linear structure-differentiable symbolic constraint synthesis,
where all weight vectors converge to the same result. (d) introduces a trust-region penalty, adding a search range for each

initial weight vector. This allows different weight vectors to converge to different results, ensuring the diversity of the
learned logical rules.

Kronecker δ 函数, 并且将 SATNet 约束矩阵 S̃ 的训练目标重新建模成了最大化变量相等 (maximum

equality), 以确保能够将最终学得的约束矩阵 S̃ 舍入到 {−1, 0, 1}m×n. 除此以外, 后续研究发现 [179],

将符号推理模块与神经网络模块联合训练时, SATNet 的性能严重依赖于预训练模型的质量. 为了弥

补这一问题, SATNet∗ [180] 提出先使用无监督学习技术得到高质量预训练模型, 对输入做聚类并利用

聚类结果作为标签数据来预训练神经网络模块.

5.3 整数线性结构

另一类研究较多的符号约束结构是整数线性约束, 即 wTa 6 b, 其中 w ∈ Zn, b ∈ Z. 选择整数

线性约束的原因主要在于: (1) 当前的整数规划求解器的效率较高, 因此无需担心逻辑推理时的效率

问题; (2) 很多符号约束合成问题确实可以用整数线性约束去表示 [181]. 为了获得足够精确的符号约

束, IntLP [182] 学出外多胞体 (outer polytope) 和内多胞体 (inner polytope) 两组约束. 如图 8 所示, 外

多胞体与内多胞体所包夹的部分被作为最终学得的整数线性约束,其中外多胞体和内多胞体需要使用

整数线性规划求解器得到. CombOptNet [183] 同样使用整数线性规划求解器, 但用其来求解 wTa 6 b

(关于 a) 的可行解. 由于整数线性规划问题是分段线性的, 因而通常存在梯度值为 0 的情形, 为此,

CombOptNet 定义了一个替代梯度, 以方便梯度下降法更新参数 w 和 b. 为了避免求解器的调用,

Neural-ILP [184] 基于欧几里得距离定义可满足度来代替具体的求解结果, 进行损失函数计算.

整数线性约束形式的约束合成问题比其他的方法具有更好的可拓展性, 这是由良好的连续性结

构, 以及强大的求解器所保证的. 但另一方面, 整数线性约束的可解释性弱于一般的逻辑程序, 其学

得的约束仍然难以被人类专家所理解. 为此, PBL [35] 提出使用差分凸优化 (difference-of-convex) 技

术 [185,186], 在保证梯度下降可行性的同时, 将权重系数 w 限制在布尔类型 {0, 1}n. 该限制使得学出

的符号约束为伪布尔类型 (pseudo-boolean), 确保了其与合取范式之间的等价转换 [187,188]. 除此以外,

整数线性的候选符号约束空间是无穷大的, 因此符号约束合成过程很容易退化 (degeneracy), 即学出

无意义或者冗余的规则. 例如, 假设目标逻辑约束是 a1 + a2 +a3 > 2 和 a3 = 1, 退化将导致最终只得

到单一约束 a1 + a2 + a3 > 2 或者一个平凡约束 a3 > 0. 为解决该问题, Neural-ILP 提出使用协方差

正则化来保证系数 w1, . . . ,wk 之间的低相关性; 而 PBL 利用信赖域约束. 如图 8 所示, 信赖域约束

将每一条约束的搜索空间分开, 以确保学得的约束互不相同. 值得一提的是, 退化问题与推理捷径问

题存在许多相似之处,二者均需要引入非确定性来实现对可行的符号接地/符号约束的广泛搜索,并成

功收敛到预期结果.
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5.4 逻辑网络结构

最后一类符号约束结构直接使用神经网络结构来近似一阶或高阶的逻辑规则.这一看似不合理的

方式实际上有着严格的理论支撑: 已有理论研究表明,仅使用多层感知机 (multilayer perceptron, MLP)

就可以拟合任意的布尔函数 [189,190]. 基于此, NLM [191] 使用张量表示逻辑原子 ãi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,

并通过置换运算 (permutate) 以及 Sigmoid 激活函数的 MLP 来拟合 And 以及 Or 的逻辑运算, 再对

张量使用扩展 (expansion) 和收缩 (reduction) 的操作使其能够近似符号规则中的存在和任意的量词.

但是,多层感知机拟合任意布尔函数仅仅是理论结果,对于实际训练得到的多层感知机,往往很难计算

出其对应的布尔函数并提取出相应的逻辑规则.

为解决该问题, dNL [192] 放弃使用多层感知机,而是将模糊逻辑的计算方式嵌入到神经网络中. 具

体地说, dNL使用乘积三角范数来表示神经网络 “合取”层 F∧(ã1, . . . , ãn) =
∏n

i=1 wiãi,以及神经网络

“析取” 层 F∨(a1, . . . , an) = 1 −
∏n

i=1(1 − wiãi), 其中权重 wi ∈ [0, 1] 表示原子命题 ãi 是否被放入析

取/合取式. 然而, dNL 仅使用两层网络, 即一层析取层和一层合取层, 来表示合取范式或者析取范式,

这使得所需逻辑原子的数量较多. DLM [193] 将其拓展到多层, 并将权重 wi, i = 1, . . . , n 离散化为分类

分布,以确保能够得到最终的符号约束. 然后, DLM使用 Gumbel-Softmax对权重 w进行重参数化,以

支持梯度下降训练. 另一种常被使用的模糊逻辑是  Lukasiewicz 三角范数, LNN [194,195] 和 LRNN [196]

均使用 F∧(ã1, . . . , ãn) = Sigmoid(b−
∑n

i=1 wi(1 − ãi)) 和 F∨(ã1, . . . , ãn) = Sigmoid(
∑n

i=1 wiãi + 1 − b)

的形式作为 “合取/析取” 层. 注意,  Lukasiewicz 三角范数中的 min/max 运算被 Sigmoid 激活函数结

合一个偏置项 b 所代替, 以防止梯度消失.

另外一类直接基于神经网络的工作选择放弃对逻辑规则的拟合,而是直接使用递归网络进行近似

逻辑推理. RRN [197] 是其中的典型,其提出的递归关系网络利用图结构上的消息传递来学习逻辑规则.

除此以外, DRNet [198] 以及其改进版本 CLR-DRNet [199] 引入一个推理模块来限制隐空间的表示, 再

使用生成式解码器根据包含推理信息的表示进行推断. 但是, RTNet [50] 表明, 这些方法都无法实现神

经网络模块和符号推理模块的共同训练, 而且, 直接使用递归变换器 (recurrent transformer), 即使用

递归结构来鼓励变换器实现多步推理, 能够显著地超过已有方法. 值得注意的是, 这可能是将大语言

模型与神经符号系统结合的一个有效方法.

5.5 小结

本节讨论了多种针对不同约束结构的符号约束合成方法, 特别是其可微化技术. 这些技术所解决

的关键问题在于如何引入和表示一个候选符号约束的非确定性评估. 例如, ∂ILP 将非确定性赋予所

有的候选霍尔子句, 而 NTP 将非确定性计算迁移到了逻辑原子上; ∂ILP 使用一个简单的权重表示非

确定性, 而 NeuralLP 利用网络预测得到非确定性. 但在应对大规模的符号约束合成任务时, 现有方法

往往效率过低, 因而大多并不能直接适配 “端到端” 的神经符号学习任务. 所以, 如何针对不同的符号

约束结构更高效地引入非确定性, 仍然是当前需要解决的问题.

除此以外, 当前已经证明支持 “端到端” 神经符号学习的框架也仍有许多缺陷. 例如, SATNet 已

经能够完成 4 × 4 视觉数独求解任务的 “端到端” 神经符号学习, 但它的候选符号约束的非确定性由

松弛后的系数矩阵表示, 导致逻辑规则无法被提取出来, 因而缺乏可解释性; PBL 相比 SATNet 更为

高效,甚至可以完成简化设置下自动驾驶任务的 “端到端”神经符号学习,但其只能学得伪布尔符号约

束, 逻辑的阶次 (order) 太低, 将这些规则解释成人们可读的形式仍然非常困难. 另外, 随着问题维度

的升高, 太低阶次的符号约束也导致在合成过程中极易产生退化问题. 总之, 如何管理非确定性, 确保

其能够得到精确的逻辑规则, 以及如何实现升阶 (lifting) 来降低搜索空间, 同样是开放研究问题.
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6 未来工作展望

我们从完善理论基础、提升规模扩展性、实现工程化、结合大语言模型以及拓展实际应用场景 5

个方面展望神经符号系统和神经符号学习进一步的工作方向.

6.1 神经符号系统的理论基础

概括而言, 符号逻辑规则, 包括软件程序代码, 以逻辑蕴含意义的正确性, 实现知识驱动的演绎推

理, 其行为可解释、可组合、可信任; 而机器学习, 特别是深度学习, 以概率近似正确的方式, 实现数据

驱动的归纳推理, 在处理涉及高维对象的非确定问题方面展示了强大的能力. 如何建立一个统一的理

论框架融合二者之长,是长期以来的挑战问题.近期 Zhou等 [48,48,200] 提出的反绎学习,把演绎反过来

嵌入到归纳中去, 通过 “机器学习 – 逻辑推理 – 机器学习 – 逻辑推理 –· · · ” 的迭代循环, 实现二者的

共同促进, 成为了一个值得关注的途径.

在神经符号学习的理论研究方面, 相关研究仍然非常匮乏. 首先, 对于神经符号接地问题, 在模型

计数方法中,当前的启发式搜索算法 (例如, top-k 近似)均引入了偏差,无法直接套用已有关于收敛性

以及泛化误差界的理论结果 [201]. 因此,未来研究工作需要对该偏差建模,并且提供相应的理论分析结

果. 模糊逻辑方法与之类似, 但除收敛性和泛化误差界的分析以外, 模糊逻辑方法还缺少不同转换策

略之间的广泛比较, 以及相应的理论分析结果 [132]. 其次, 推理捷径问题的数学定义不够精确, 也缺少

更深层次的理论分析讨论推理捷径发生的条件 [80]. 这也导致当前推理捷径的解决方案缺乏严格的理

论证明作为支撑. 最后, 在可微符号约束合成问题中, 尽管目标约束结构非常清晰, 但学习算法本身真

正的表达力 (例如, 能否学得任意满足条件的目标约束) 大多欠缺精确的理论刻画.

对于 “端到端” 的神经符号学习而言, 尽管交替梯度下降的收敛性分析已经有较多研究成果 [67],

然而, 对于神经符号学习这一具体问题,仍需进行更多研究, 以提供更准确的算法前提描述、更紧的收

敛速率结果以及更细致的收敛解性质分析. 此外, 相比较于模块独立的训练方式, “端到端” 神经符号

学习的优越性和鲁棒性需要新的理论框架和结果来支撑. 相对应地, 非确定性管理在 “端到端” 神经

符号学习中的必要性, 以及如何引入非确定性管理以最大化性能提升, 也是当前值得研究的理论问题.

6.2 神经符号学习的规模扩展性

在神经符号学习中, 神经符号接地和可微符号约束合成都会受到维数灾难 [202] 的影响. 在神经符

号接地问题中, 随着变量数的升高和符号空间的增大, 符号求解工具效率会大幅降低; 而与之相对的,

可行符号接地的分布将变得更加稀疏, 因此已有的约束外搜索方法的效率同样受到很大影响. 即便使

用 MCMC 这样的采样技术实现近似计数, 更高的问题维度同样影响到其随机游走的效率. 类似的问

题同样发生在可微符号约束合成任务中. 具体而言, 随着变量数的增多, 候选符号约束的数量呈指数

级上升, 这也增加了最优符号约束搜索和优化的难度. 因此, 如何在神经符号学习中应用和适配更高

效的高维搜索或者采样算法 (例如, HMC采样 [203], GFlowNet [204] 等)是当前需要进一步研究的问题.

此外, 高维复杂任务中, 推理效率问题是限制神经符号系统应用的主要瓶颈. 其最主要的原因在

于符号规则模块的计算效率过低. 因此, 关于提高符号规则模块效率的研究至关重要. 例如, 一个较为

可靠的, 缓解该问题的策略是拓展神经符号系统的结构 [38], 使得神经网络模块在提供感知预测的同

时也提供快速且不精确的推理结果.这使得我们能够采用一种投机策略在加速神经符号系统的推理速

度: 符号规则模块一般只需要验证神经网络模块的不精确推理是否正确, 这是快速且高效的; 而只有

在判定出预测结果不正确时, 符号规则模块才会执行完全的逻辑推理, 得到纠正后的答案. 以图 1(a)

中的水果图片数独问题为例, 神经网络模块不仅仅分类预测图片对应的数字, 也会预测所需填空数字;

符号规则模块将快速判定所预测的结果是否符合数独规则, 并仅修改错误的部分.
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6.3 神经符号系统的工程化实现

当前, 神经符号系统的工程化实现仍然面临许多挑战: (1) 从需求角度看, 考虑到神经符号学习

和推理的高代价, 需要谨慎识别真正需要神经与符号系统协同工作的情况, 按需部署神经符号系统.

(2) 从开发角度看, 神经网络模型与符号推理系统的开发方式天然不同, 因此需要构建新型软件支撑

环境, 更好地支持神经网络的训练、神经符号交互等关键环节. (3) 从质量角度看, 受限于神经网络模

型非确定性的存在, 神经符号系统可能面临着更复杂的鲁棒性、安全性等方面的挑战. (4) 从效率角度

看, 实际工程实现时需要考虑符号系统与神经系统的适配性, 例如, 双方的计算资源配置、推理速度是

否匹配等.

特别地, 针对神经符号系统, 设计特定的网络结构以及构建符号推理工具是系统工程化实现的关

键基础. 首先, 通用的网络结构往往不适配于后续的符号推理任务, 引起性能上的损失. 当前许多研究

使用图神经网络模型 [198,199], 原因是该结构理论上能够更好地利用符号推理帮助神经网络训练, 在推

理时神经网络也能更方便地与符号规则模块协同工作, 从而提高系统整体性能. 然而, 近期有研究表

明, 这种结构其实际效果提升有限, 推理效率也不高, 不足以应用到复杂任务上 [50]. 因此, 仍然需要进

一步研究和探索更适合神经符号系统的网络结构.

其次, 符号规则模块也需要相应的改进, 以确保能够在符号推理过程中充分利用神经网络模型的

预测信息. 当前, 大多符号推理模块都基于已有的, 较为成熟的符号推理引擎, 例如 Z3, ASP, CLP 等.

由于这些系统内部实现十分复杂精巧,贸然修改其代码实现引入额外的预测信息常常反而会导致推理

性能的下降. 因此, 已有的研究工作仅限于把符号推理引擎当作黑盒, 基于预测结果修改输入, 或者

修改推理工具的配置参数, 来达到提高神经符号系统推理效率的目的 [38]. 相较而言, 灵活性、适配性

较高的定理证明器, 例如 Isabelle, Lean, Coq 等, 更适合用于神经符号系统中的符号推理引擎. 特别

地, Isabelle 本身就包含机器学习模块, 用以辅助定理证明搜索, 加速符号规则的证明. 已有工作, 例如

Thor 和 Baldur [205,206], 已经成功将神经网络模型嵌入定理证明器之中以加速符号推理.

6.4 神经符号系统与大语言模型结合

大语言模型在语言理解、代码生成, 以及数学问题求解等许多场景下已经被证明有极好的表

现 [207∼209]. 但是, 人们普遍认为, 逻辑推理能力是大语言模型的一个重要缺陷 [210∼212]. 将大语言

模型嵌入神经符号范式也许是解决该问题的一个有效方案. 这方面已有研究进行了初步探索. 例如,

Logic-LM [213] 提出利用大语言模型将推理问题形式化,再使用符号求解工具 (例如, SMT求解器)去进

行逻辑推理; DTV [214] 利用自动形式化技术 [215], 将大语言模型的数学推理过程映射到 Isabelle/HOL

语言, 再使用自动定理证明器去验证其正确性 [216]. 最值得一提的是 AlphaGeometry [217], 它利用大语

言模型进行几何问题的辅助点生成, 再使用符号演绎引擎来实现 IMO 级别几何问题的定理证明. 这

些进展提示我们, 把大语言模型嵌入神经符号系统, 提高大语言模型自身性能乃至进一步提高神经符

号系统性能, 是当前最具有潜力的研究方向之一.

另一方面,利用大语言模型提高原先神经符号学习任务的效果和效率同样值得研究.换句话说,神

经符号系统的两个模块, 神经网络模块和符号规则模块, 均可以使用大语言模型来替代或者帮助构建.

对于神经网络模块, 将大语言模型用于替代传统的机器学习/深度学习模型不仅仅可以提高模块的性

能, 也能够帮助整个符号接地的建立 [218,219]. 例如, 在神经符号接地中, 已有工作通过提示大语言模

型来提供可行符号接地, 以及加速符号接地的搜索过程 [218,219]. 在可微符号约束合成中, 大语言模型

可以从收集到的数据中提出候选符号约束, 并且利用输出的对数概率来引导符号约束合成 [220,221]. 另

外, 上述一系列自动形式化的工作表明 [213∼215], 大语言模型能够很好地完成自动形式化的任务, 这极

大地扩展了神经符号系统的应用场景. 另一方面, 对于符号规则模块, 虽然大语言模型的逻辑推理能

力仍需要进一步探索, 但将其与符号推理工具结合, 在保证精确度的同时提高推理速度已经被证明是
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可行的 [38,218]. 而且大语言模型还能够生成符号规则的自然语言解释, 甚至去形式化, 将符号约束翻

译回自然语言 [222,223], 提高规则的可读性以及可理解性.

6.5 神经符号系统的实际应用场景

迄今为止, 神经符号学习主要在一些简单, 或者较为纯粹的实验性任务上取得较好的效果. 将神

经符号学习技术应用到实际场景, 在生产环节中部署神经符号系统仍有许多挑战. 一个特别典型, 并

且值得探索的场景是自动驾驶. 从理论上说, 我们可以利用神经符号学习技术, 不仅自动地从人类的

驾驶行为中学会驾驶, 而且自动地合成符号化的驾驶规则, 并确保其符合交通法规和安全驾驶的要求,

从而提高自动驾驶系统的性能与鲁棒性 [224∼226]. 但实际上, 对于学习驾驶场景对应的时序逻辑规则,

以及将这些复杂的时序逻辑规则引入神经符号接地过程支持模型训练,当前的神经符号学习技术大多

无能为力.

此外, 在许多程序代码生成场景下, 神经符号系统也有着良好的理论可行性和应用潜力. 以视觉

编程 (visual programming) [227∼229] 为例, 该任务要求神经符号系统按照一系列的代码模版, 合成出

符合要求的视频剪辑程序, 并执行得到最终的剪辑结果. 但是该任务非常依赖于专家设计模版, 如何

自动地生成代码模版, 以及拓展到别的代码生成的生产任务中, 当前仍需进一步研究. 神经符号系统

在数学定理证明任务中也有较大潜力. 例如, Leandojo [230] 结合神经网络模型和符号搜索与推理引擎

Aesop [231], 大幅提高了当前自动定理证明工具的能力. Tao [232] 预期到 2026 年, 集成了形式证明验证

器、网络搜索、符号数学库的人工智能将成为数学研究中可信赖的共同作者.

7 结论

非常抽象地说, 学习本身就是依据经验在非确定性中寻找确定性的过程, 而在此过程中坚持 “知

之为知之, 不知为不知”, 亦即对非确定性进行显式地建模和管理, 是实现有效的神经符号学习, 融合

神经计算和逻辑推理的一个关键. 基于这样的认识, 本文以非确定性管理的视角, 为 “端到端” 神经符

号学习建立了一个双层优化框架, 进而在此框架下, 对神经符号接地以及可微符号合成两个步骤, 以

及其间必须克服的捷径满足问题,进行了分析和讨论,讨论了已有相关工作的进展和局限,并从理论基

础、规模扩展性、工程化实现、与大语言模型结合以及应用场景等方面展望了未来的工作方向.

结合知识驱动与数据驱动的途径构建功能强大的智能化软件系统正在走向主流. 神经符号系统作

为其微观基础,其理论、方法和技术的研究远未充分. 对其中最具挑战性的 “端到端”神经符号学习的

基本理论和算法的研究有望带来重要的启示. 希望本文能为这方面的探索提供有益的指引.
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84 Hájek P. Metamathematics of Fuzzy Logic. Berlin: Springer Science & Business Media, 2013

85 van Krieken E, Acar E, van Harmelen F. Analyzing differentiable fuzzy logic operators. Artif Intell, 2022, 302: 103602

86 Raedt L D, Kersting K, Natarajan S, et al. Statistical relational artificial intelligence: logic, probability, and

computation. In: Synthesis Lectures on Artificial Intelligence and Machine Learning. Cham: Springer, 2016. 10:

1–189

87 Akers. Binary decision diagrams. IEEE Trans Comput, 1978, 100: 509–516

88 Bryant R E. Graph-based algorithms for Boolean function manipulation. IEEE Trans Comput, 1986, 100: 677–691

89 Darwiche A. SDD: a new canonical representation of propositional knowledge bases. In: Proceedings of the 22nd

International Joint Conference on Artificial Intelligence, 2011

90 Choi A, Darwiche A. Dynamic minimization of sentential decision diagrams. In: Proceedings of the AAAI Conference

on Artificial Intelligence, 2013. 187–194

 https://www.sciengine.com/doi/10.1360/SSI-2024-0163



李泽南等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 26

91 Darwiche A, Marquis P. A knowledge compilation map. J Artif Intell Res, 2002, 17: 229–264

92 Huang J, Li Z, Chen B, et al. Scallop: from probabilistic deductive databases to scalable differentiable reasoning. In:

Proceedings of Advances in Neural Information Processing Systems, 2021, 34: 25134–25145

93 Manhaeve R, Marra G, de Raedt L. Approximate inference for neural probabilistic logic programming. In:

Proceedings of the 18th International Conference on Principles of Knowledge Representation and Reasoning, 2021.

475–486

94 van Krieken E, Thanapalasingam T, Tomczak J, et al. A-NeSI: a scalable approximate method for probabilistic

neurosymbolic inference. In: Proceedings of Advances in Neural Information Processing Systems, 2024

95 Li Q, Huang S, Hong Y, et al. Closed loop neural-symbolic learning via integrating neural perception, grammar

parsing, and symbolic reasoning. In: Proceedings of International Conference on Machine Learning, 2020. 5884–5894

96 Gu J, Purdom P W, Franco J V, et al. Algorithms for the satisfiability (SAT) problem: a survey. In: Handbook of

Combinatorial Optimization. Oxford: Oxford University Press, 1996. 35: 19–152

97 Gong W, Zhou X. A survey of SAT solver. In: Proceedings of AIP Conference Proceedings, 2017

98 de Moura L, Dutertre B, Shankar N. A tutorial on satisfiability modulo theories: (invited tutorial). In: Proceedings

of International Conference on Computer Aided Verification, 2007. 20–36

99 Monniaux D. A survey of satisfiability modulo theory. In: Proceedings of the 18th International Workshop on

Computer Algebra in Scientific Computing, 2016. 401–425

100 Yang Z, Ishay A, Lee J. NeurASP: embracing neural networks into answer set programming. 2023. ArXiv:2307.07700

101 Skryagin A, Stammer W, Ochs D, et al. SLASH: embracing probabilistic circuits into neural answer set programming.

2021. ArXiv:2110.03395

102 Skryagin A, Stammer W, Ochs D, et al. Neural-probabilistic answer set programming. In: Proceedings of the

International Conference on Principles of Knowledge Representation and Reasoning, 2022. 463–473

103 Gebser M, Kaminski R, Kaufmann B, et al. Theory solving made easy with Clingo 5. In: Proceedings of Technical

Communications of the 32nd International Conference on Logic Programming, 2016

104 Lifschitz V. Answer Set Programming. Cham: Springer, 2019

105 Gebser M, Kaufmann B, Neumann A, et al. Conflict-driven answer set enumeration. In: Proceedings of the 9th

International Conference on Logic Programming and Nonmonotonic Reasoning, 2007. 136–148

106 Dai W Z, Xu Q, Yu Y, et al. Bridging machine learning and logical reasoning by abductive learning. In: Proceedings

of Advances in Neural Information Processing Systems, 2019

107 Dai W Z, Muggleton S H. Abductive knowledge induction from raw data. 2020. ArXiv:2010.03514

108 Yu Y, Qian H, Hu Y Q. Derivative-free optimization via classification. In: Proceedings of the AAAI Conference on

Artificial Intelligence, 2016

109 Triska M. The Boolean constraint solver of SWI-prolog (system description). In: Proceedings of International

Symposium on Functional and Logic Programming, 2016. 45–61

110 Wang Z, Vijayakumar S, Lu K, et al. Grounding neural inference with satisfiability modulo theories. In: Proceedings

of Advances in Neural Information Processing Systems, 2024

111 Hassan M, Urban C, Eilers M, et al. MaxSMT-based type inference for Python 3. In: Proceedings of the 30th

International Conference on Computer Aided Verification, 2018. 12–19

112 Li C M, Manya F. MaxSAT, hard and soft constraints. In: Handbook of Satisfiability. Amsterdam: IOS Press, 2021.

903–927

113 Feng W, He K, Yin Y. Sampling constraint satisfaction solutions in the local lemma regime. In: Proceedings of the

53rd Annual ACM SIGACT Symposium on Theory of Computing, 2021. 1565–1578

114 Feng W, Guo H, Yin Y, et al. Fast sampling and counting k-SAT solutions in the local lemma regime. J ACM, 2021,

68: 1–42

115 Wigderson A. Mathematics and Computation: A Theory Revolutionizing Technology and Science. Princeton:

Princeton University Press, 2019

116 Dombi J. Membership function as an evaluation. Fuzzy Sets Syst, 1990, 35: 1–21

117 Jain A, Sharma A. Membership function formulation methods for fuzzy logic systems: a comprehensive review. J

Crit Rev, 2020, 7: 8717–8733

 https://www.sciengine.com/doi/10.1360/SSI-2024-0163



李泽南等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 27

118 Gupta M M, Qi J. Theory of T-norms and fuzzy inference methods. Fuzzy Sets Syst, 1991, 40: 431–450

119 Klement E P, Mesiar R, Pap E. Triangular Norms. Berlin: Springer Science & Business Media, 2013

120 Pryor C, Dickens C, Augustine E, et al. NeuPSL: neural probabilistic soft logic. 2022. ArXiv:2205.14268

121 Shengyuan C, Cai Y, Fang H, et al. Differentiable neuro-symbolic reasoning on large-scale knowledge graphs. In:

Proceedings of Advances in Neural Information Processing Systems, 2024

122 Kimmig A, Bach S, Broecheler M, et al. A short introduction to probabilistic soft logic. In: Proceedings of the NIPS

Workshop on Probabilistic Programming: Foundations and Applications, 2012. 1–4

123 Diligenti M, Gori M, Sacca C. Semantic-based regularization for learning and inference. Artif Intell, 2017, 244:

143–165

124 Serafini L, d’Avila Garcez A S. Learning and reasoning with logic tensor networks. In: Proceedings of Conference of

the Italian Association for Artificial Intelligence, 2016. 334–348

125 Badreddine S, d’Avila Garcez A, Serafini L, et al. Logic tensor networks. Artif Intell, 2022, 303: 103649

126 Winters T, Marra G, Manhaeve R, et al. DeepStochLog: neural stochastic logic programming. In: Proceedings of

the AAAI Conference on Artificial Intelligence, 2022. 10090–10100

127 Ahmed K, Wang E, Chang K W, et al. Neuro-symbolic entropy regularization. In: Proceedings of Uncertainty in

Artificial Intelligence, 2022. 43–53

128 Ahmed K, Teso S, Chang K W, et al. Semantic probabilistic layers for neuro-symbolic learning. In: Proceedings of

Advances in Neural Information Processing Systems, 2022. 29944–29959

129 Vergari A, Choi Y, Peharz R, et al. Probabilistic circuits: representations, inference, learning and applications. In:

Proceedings of Tutorial at the 34th AAAI Conference on Artificial Intelligence, 2020

130 Yang Z, Lee J, Park C. Injecting logical constraints into neural networks via straight-through estimators. In:

Proceedings of International Conference on Machine Learning, 2022. 25096–25122

131 Xu W, Wang J, Xie L, et al. LogicMP: a neuro-symbolic approach for encoding first-order logic constraints. 2023.

ArXiv:2309.15458

132 Grespan M M, Gupta A, Srikumar V. Evaluating relaxations of logic for neural networks: a comprehensive study.

2021. ArXiv:2107.13646

133 Marconato E, Teso S, Passerini A. Neuro-symbolic reasoning shortcuts: mitigation strategies and their limitations.

2023. ArXiv:2303.12578

134 Flach P A. Classifier calibration. In: Proceedings of Encyclopedia of Machine Learning and Data Mining, 2016

135 Müller R, Kornblith S, Hinton G E. When does label smoothing help? In: Proceedings of Advances in Neural

Information Processing Systems, 2019

136 Liu B, Ayed I B, Galdran A, et al. The devil is in the margin: margin-based label smoothing for network calibration.

In: Proceedings of the IEEE/CVF Conference on Computer Vision and Pattern Recognition, 2022. 80–88

137 Zhang H, Cisse M, Dauphin Y N, et al. Mixup: beyond empirical risk minimization. 2017. ArXiv:1710.09412

138 Hendrycks D, Mu N, Cubuk E D, et al. AugMix: a simple data processing method to improve robustness and

uncertainty. 2019. ArXiv:1912.02781

139 Joo T, Chung U. Revisiting explicit regularization in neural networks for well-calibrated predictive uncertainty. 2020.

ArXiv:2006.06399

140 Wei H, Xie R, Cheng H, et al. Mitigating neural network overconfidence with logit normalization. In: Proceedings

of International Conference on Machine Learning, 2022. 23631–23644

141 Cheng J, Vasconcelos N. Calibrating deep neural networks by pairwise constraints. In: Proceedings of the IEEE/CVF

Conference on Computer Vision and Pattern Recognition, 2022. 13709–13718

142 Wang Y, Li B, Che T, et al. Energy-based open-world uncertainty modeling for confidence calibration. In:

Proceedings of the IEEE/CVF International Conference on Computer Vision, 2021. 9302–9311

143 Grathwohl W, Wang K C, Jacobsen J H, et al. Your classifier is secretly an energy based model and you should treat

it like one. 2019. ArXiv:1912.03263

144 Liu W, Wang X, Owens J, et al. Energy-based out-of-distribution detection. In: Proceedings of Advances in Neural

Information Processing Systems, 2020. 33: 21464–21475

145 Lin T Y, Goyal P, Girshick R, et al. Focal loss for dense object detection. In: Proceedings of the IEEE International

 https://www.sciengine.com/doi/10.1360/SSI-2024-0163



李泽南等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 28

Conference on Computer Vision, 2017. 2980–2988

146 Ahmed K, Chang K W, van den Broeck G. Semantic strengthening of neuro-symbolic learning. In: Proceedings of

International Conference on Artificial Intelligence and Statistics, 2023. 10252–10261

147 Bengio Y, Deleu T, Rahaman N, et al. A meta-transfer objective for learning to disentangle causal mechanisms.

2019. ArXiv:1901.10912

148 Yao L, Chu Z, Li S, et al. A survey on causal inference. ACM Trans Knowl Discov Data, 2021, 15: 1–46

149 Filho T S, Song H, Perello-Nieto M, et al. Classifier calibration: a survey on how to assess and improve predicted

class probabilities. Mach Learn, 2023, 112: 3211–3260

150 Getoor L, Taskar B. Introduction to Statistical Relational Learning. Cambridge: MIT Press, 2007

151 Kearns M, Li M, Valiant L. Learning Boolean formulas. J ACM, 1994, 41: 1298–1328

152 Blei D M, Kucukelbir A, McAuliffe J D. Variational inference: a review for statisticians. J Am Statistical Assoc,

2017, 112: 859–877

153 Luengo D, Martino L, Bugallo M, et al. A survey of Monte Carlo methods for parameter estimation. EURASIP J

Adv Signal Process, 2020, 2020: 25

154 Evans R, Grefenstette E. Learning explanatory rules from noisy data. J Artif Intell Res, 2018, 61: 1–64

155 Shindo H, Nishino M, Yamamoto A. Differentiable inductive logic programming for structured examples. In:

Proceedings of the AAAI Conference on Artificial Intelligence, 2021. 5034–5041

156 Shindo H, Pfanschilling V, Dhami D S, et al. αILP: thinking visual scenes as differentiable logic programs. Mach

Learn, 2023, 112: 1465–1497

157 Si X, Raghothaman M, Heo K, et al. Synthesizing datalog programs using numerical relaxation. 2019.

ArXiv:1906.00163

158 Seung H S, Opper M, Sompolinsky H. Query by committee. In: Proceedings of the 5th Annual Workshop on

Computational Learning Theory, 1992. 287–294

159 Yang F, Yang Z, Cohen W W. Differentiable learning of logical rules for knowledge base reasoning. In: Proceedings

of Advances in Neural Information Processing Systems, 2017

160 Cohen W W. TensorLog: a differentiable deductive database. 2016. ArXiv:1605.06523

161 Wang P W, Stepanova D, Domokos C, et al. Differentiable learning of numerical rules in knowledge graphs. In:

International Conference on Learning Representations, 2019

162 Yang Y, Song L. Learn to explain efficiently via neural logic inductive learning. 2019. ArXiv:1910.02481

163 Wang W Y, Cohen W. Scalable statistical relational learning for NLP. In: Proceedings of the Conference of the North

American Chapter of the Association for Computational Linguistics: Tutorial Abstracts, 2016. 14–16

164 Sadeghian A, Armandpour M, Ding P, et al. DRUM: end-to-end differentiable rule mining on knowledge graphs. In:

Proceedings of Advances in Neural Information Processing Systems, 2019

165 Cheng K, Liu J, Wang W, et al. RLogic: recursive logical rule learning from knowledge graphs. In: Proceedings of

the 28th ACM SIGKDD Conference on Knowledge Discovery and Data Mining, 2022. 179–189

166 Qu M, Chen J, Xhonneux L P, et al. RNNLogic: learning logic rules for reasoning on knowledge graphs. 2020.

ArXiv:2010.04029

167 Rocktäschel T, Riedel S. End-to-end differentiable proving. In: Proceedings of Advances in Neural Information

Processing Systems, 2017
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Abstract As an intelligent software paradigm, neuro-symbolic systems – integrating neural networks and

symbolic rules – have garnered increasing attention, with explosive growth in related research. However, existing

approaches still struggle with the effective and efficient construction of large-scale neuro-symbolic systems.

One key factor contributing to the unsatisfactory performance of neuro-symbolic learning is the incompatible

management of uncertainty during both neural network training and symbolic rule learning processes. This paper

aims to provide a systematic, consistent, and rigorous perspective to facilitate the discussion and analysis of the

technical challenges in “end-to-end” neuro-symbolic learning. Based on this perspective, the paper organizes and

reviews the ideas, progress, and current issues in related work, while also looking ahead to future directions in

the development of this field.
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