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摘要 本文通过设计非凸控制约束条件下的迭代学习控制策略, 解决多智能体系统的一致性和包含

控制问题.此类问题的难点在于缺乏一种有效工具来处理分布式控制中的非凸约束. 为此,本文综合非

凸约束算子方法提出了一类新颖的迭代学习策略, 并将其用于非凸约束下的多智能体一致性分析中.

进一步,通过设计非凸约束下的终端迭代学习策略,探讨了相关的包含控制问题,即使各节点在终端时

刻的状态收敛到领导者状态生成的凸包内. 本文在迭代学习的框架下, 结合压缩映射和 Lyapunov 稳

定性理论,分别给出了非凸约束下实现一致性或包含的充分性条件.最后,通过两个数值模拟来说明本

文理论结果的有效性.
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1 引言

随着信息技术的发展, 多智能体系统 (multi-agent systems, MAS) 得到了显著的进步和广泛的应

用. 该系统是由多个智能体构成具有网络结构的动态系统. 在多个智能体的协同作用下, 该网络系统

能够有效处理和应对单个智能体或单一系统无法解决的问题, 例如, 由计算机组成的多智能体系统可

有效地处理天气预报、挖掘数据等现实问题. 因此, 多智能体系统吸引着越来越多的人对其进行理论

和应用研究. 其中, 一致性和包含控制问题是该领域研究的两个热点问题. Amirkhani 等 [1] 对多智能

体系统一致性问题研究进行综述, 分析并比较了所有与一致性相关的问题, 为后续研究厘清了思路.

Thummalapeta 和 Liu [2] 则对多智能体包含控制问题进行概述, 从包含概念到控制器设计, 详述了该

领域研究方向和挑战以及现实世界中的应用. 无论是多智能体一致性还是包含控制, 其最终目标都是

实现智能体状态的某种协调性. 要实现一致性或包含控制目标离不开合适的调控算法, 两者在控制算
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法设计上都需要考虑智能体间的通信方式等因素.那么,如何利用智能体间的信息协调,设计出简单有

效的控制策略是问题研究的关键.

众所周知, 迭代学习控制 (iterative learning control, ILC) 是智能控制的重要分支之一. 作为一种

学习型控制策略, 该方法具有严格数学描述、适应性强、鲁棒性好且易于实现等优势和特点. 该控制

方法以 “训练” 的方式提高控制精度, 从而最终实现理想的系统控制目标. 在过去几十年中, ILC 方法

因其简单有效、模型依赖度低等优势而备受关注, 得到了工业生产等领域的广泛应用, 例如快速热处

理 [3]、智能机械臂 [4, 5]、非线性系统 [6∼8] 以及化工聚合反应 [9∼11] 等. 在理论研究方面, Chien 等 [4]

综合 PD 调节方法和切换补偿技术提出了一种迭代学习策略, 以处理不确定机器人的重复控制问题.

Xiong等 [6] 则充分考虑注入攻击情况,应用两种带有部分信息的迭代学习算法分析了离散非线性系统

的安全问题, 并给出了达成系统安全的充分性判据. 结合 ILC 理论, 人们还设计不同类型的控制策略

分析网络系统动态行为, 以及对相关问题加以解决 [12∼16]. 例如, Yang 等 [14] 和 Wang 等 [12] 分别针对

固定和切换通信拓扑, 设计迭代学习控制策略实现多智能体系统的一致性跟踪. Shen 和 Xu [13] 将参

数化不确定性和整块不确定性设为不同参数, 借助新颖的壁垒 Lyapunov 函数来驱动控制更新和参数

学习, 进而解决异源高阶非线性多代理系统一致性问题. Song 等 [15] 从一致性视角出发, 设计迭代学

习策略,有效解决了分布式协同优化问题.以上研究结果表明,迭代学习控制理论为剖析多智能体一致

性及其相关问题提供了一种有效方法.

另一方面, 在某些实际系统 (如护航舰队编队和多机器人合作) 中, 各个节点 (智能体) 状态可能

并不需要达成一致, 而只需要运动到某个凸区域内, 这便产生了包含控制问题. 该问题在无人机编队

飞行等方面得到了普遍关注,其关键是设计合理有效的调控算法迫使所有智能体进入由某些动态或静

态领导者形成的凸包之中. 为提高适应性和鲁棒性, 人们结合迭代学习方法, 提出相应的控制策略并

分析多智能体系统包含控制问题 [17∼19]. 特别地, 文献 [17] 提出了一种基于事件触发的迭代学习算法,

用于分析具有固定拓扑的无模型系统分布式包含控制问题. 结果表明, 研究所提出的控制策略不仅能

够实现包含控制, 而且它不依赖系统模型, 同时还减少了控制器更新次数. 目前, 运用迭代学习控制方

法探讨包含控制问题的结果相对较少, 尚有一些难题需要进一步探究, 比如约束限制下, 尤其是非凸

约束下的包含控制问题等.

实际系统往往受各种约束条件限制, 这些约束条件对控制器设计和系统运行具有重要影响. 特别

是控制约束, 它是确保系统稳定运行, 保障安全以及实现预期目标的关键因素和重要手段. 然而, 现有

多智能体系统一致性和包含控制研究的结果都假设每个节点的控制输入没有任何约束 [20, 21] 或者为

凸约束 [22∼25]. 事实上, 非凸约束比凸约束在现实中更具一般性. 在航空航天领域, 飞行器的轨迹优化

问题常常涉及非凸约 [26]; 在电力系统经济调度 [27] 等问题中, 非凸约束限制也普遍存在. 相较于凸约

束,非凸约束问题在求解过程中面临更为复杂的困难和挑战.例如,非凸问题的复杂性使得算法设计变

得更加困难,需要采用更复杂的求解策略,这给理论分析带来了不小的挑战.为克服非凸约束的不利影

响, 文献 [28∼31] 利用非凸约束算子方法对相应的包含控制等问题进行分析, 但其研究结果中的充分

性判据较为复杂, 在具体应用中不易检验. 因此, 这启发我们结合 ILC 方法设计结构相对简易且可行

的控制策略. 另外, 当运用已有的非凸约束处理方法时, 系统动态行为仍然难以预测. 这给设计满足约

束条件, 且能实现既定目标的实时控制策略带来困难, 也会让系统收敛性分析变得复杂. 这些困难和

挑战值得人们进行深入探索和研究, 但研究成果依然较少.

基于以上讨论, 本文聚焦于设计满足非凸约束条件的迭代学习控制策略, 进而分析和研究多智能

体系统的一致性和包含控制问题. 为达成研究目标, 本文面临着 3 个主要挑战: (1) 由于非凸控制约束

的限制, 难以设计既满足约束条件, 又能实现预定目标的实时控制策略. 那么, 如何设计满足非凸控制

约束且有效的迭代学习控制策略, 进而使一致性和包含控制问题能得以解决? (2) 在讨论和分析一致

性和包含控制问题时, 基于迭代学习理论提出的满足非凸约束的控制算法存在怎样的差异? (3) 在理

论分析上,是否能获得简洁且易于验证的充分条件,从而使多智能体系统达到或实现所需的动态行为?
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为应对非凸控制约束带来的困难和挑战, 所设计的控制策略需要降低计算复杂度和先验知识要求, 避

免实时数据更新带来的计算和分析负担. 受文献 [32∼34] 研究方法启发, 本文将结合终端迭代学习方

法设计相应的调控策略, 并对主要研究问题展开理论分析.

综上所述, 本文将结合非凸约束特点, 设计终端迭代学习控制策略以解决多智能体系统一致性和

包含控制问题. 本文研究主要贡献如下: (1) 设计了一类新型终端迭代学习控制算法, 克服了传统迭代

学习方法在应对非凸约束时, 难以完全达到预定目标的缺陷. (2) 设计的控制策略形式较为简洁, 在理

论分析中, 运用适当的数学技巧得到易于在应用中检验的收敛性条件. (3) 与已有研究成果相比, 仿真

结果表明本文提出的策略能更有效地实现智能体的一致性和包含控制.

符号表示: x = [x1, . . . , xn]
† ∈ Rn 代表一个实向量,符号 †表示转置, ∥x∥表示向量 x的欧氏范数.

M = (mij)n×p ∈ Rn×p 为一实矩阵, 矩阵范数可表示为 ∥M∥. 对于方阵 M , 其谱半径用 ρ(M) 表示.

特别地, O 表示零矩阵, IN 表示 N 维单位矩阵. 集合 T = {1, 2, . . . , T}表示时间区间,其中 T 代表固

定的终端时刻. 另外, PH(·) 表示闭凸集 H 的投影算子, PH(x) = argminx̄∈H ∥x − x̄∥, 其中 argmin(·)
表示函数 min(·) 的反函数.

2 预备知识与问题描述

2.1 预备知识

SN = {1, 2, . . . , N} 表示智能体集合, 智能体之间的通信网络由图 G 来描述. 对图 G 而言, V =

{νi : i ∈ SN}代表节点的集合, E ⊆ V ×V 代表边的集合.有序对 (i, j) ∈ E 表示信息从节点 νi 到节点

νj . Ni = {νj ∈ V |(j, i) ∈ E} 表示节点 νi 邻居节点结合. 进一步, 矩阵 A = (αij)N×N 代表图 G 的邻接
矩阵, A 中的对角元素用符号 αii (αii = 0) 表示. 若 (j, i) /∈ E, 则非对角元素 αij = 0; 反之, αij > 0.

Laplace 矩阵表示为 L = (lij)N×N , 且矩阵 L 的元素规定如下: i ̸= j, lij = −αij ; lii =
∑

i ̸=j αij . 另外,

有向路径表示为 (i, j), (j, k), . . . , (l, N), i, j, l ∈ SN . 如果一个有向图中只含有一个根节点, 其余节点都

是根节点的子节点, 那么该图被称为有向生成树.

2.2 问题描述

考虑以下带有非凸约束迭代控制策略的离散时间多智能体系统:xk,i(t+ 1) = xk,i(t) + uk,i, t ∈ T ,

uk,i = SCi [vk,i],
(1)

其中 k 代表第 k 次迭代过程, t 表示 t 时刻, i 表示第 i 个智能体. xk,i(0) 则表示第 k 次迭代第 i 个智

能体的初始状态, xk,i(t) ∈ Rn 则是 t 时刻的状态, vk,i ∈ Rn 是输入向量, uk,i ∈ Rn 是控制向量. SCi [·]
表示约束算子, 其详细定义将在下文中给出. 需要说明的是, 式 (1) 中的控制策略 uk,i 和 vk,i 在每一

次迭代过程中是不随时间改的, 只在迭代过程的终端时刻加以调控, 并被应用于下一次迭代过程. 采

用该调控方式的意义在于降低计算复杂度和先验知识要求等,避免了实时数据更新带来的计算和分析

负担.

考虑到现实因素限制, 本文假设输入向量 vk,i 可能受到某个非凸集合 Ci 的约束, 也即 vk,i ∈ Ci,

i ∈ SN . 为描述非凸约束限制, 本文采用文献 [29, 30] 所定义的约束算子 SCi
[·] 来刻画约束作用, 其定

义如下:

SCi
[x] =


x

∥x∥
max

06ρ6∥x∥

{
ρ

∣∣∣∣ργx∥x∥
∈ Ci,∀ 0 6 γ 6 1

}
, x ̸= 0,

0, x = 0,

(2)
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其中 x 表示某一向量, uk,i = SCi [vk,i] 表示控制 uk,i 与输入 vk,i 之间的关系. 非凸算子 SCi [x] 的作用

是在约束集内搜寻一个模最大的向量,使 ∥SCi [x]∥ 6 ∥x∥, γSCi [x] ∈ Ci, ∀ γ ∈ [0, 1],同时 SCi [x]与向量

x 具有相同的方向. 注意到, 若约束算子 SCi [·] 具有强非线性, 会给理论分析带来一些困难. 为分析方

便, 采用文献 [29,30] 中的非凸约束系数 σk,i 来刻画控制约束作用, 该系数定义为 σk,i = SCi [vk,i]/vk,i.

另外, 根据式 (2), 若 vk,i = 0 规定 σk,i = 1, 那么, uk,i = σk,ivk,i, σk,i ∈ [0, 1].

综上, 本文目的是实现系统 (1) 在终端 T 时刻的一致性和包含控制. 同时, 希望每个智能体的控

制输入在每次迭代时维持在相应的非凸约束集 Ci 之中. 具体而言, (i) 一致性控制的目标为

lim
k→∞

∥xk,i(T )− xd(T )∥ = 0, ∀ i ∈ SN , (3)

其中 xd(T ) 代表 T 时的一致性期望状态. (ii) 包含控制的目标是

lim
k→∞

∥xk,i(T )− xd,i(T )∥ = 0, ∀ i ∈ SN , xd,i(T ) ∈ H, (4)

其中 H 是由属于 Y = {yN+1(T ), . . . , yN+m(T )}的 m个领导者生成的凸包,即 H = {
∑m

j=1 ωjyN+j(T )|∑m
j=1 ωj = 1, ωj > 0}, yN+1(T ), yN+2(T ), . . . , yN+m(T ) ∈ Rn 则代表这些领导者在终端 T 时刻的状态.

此处, 假设 H 是有界的, 也即 ∥y∥ 6 BH , ∀y ∈ H, BH 为一个正常数. xd,i(T ) 则表示终端时刻凸包中

需要跟踪的理想状态. 值得指出的是,若 xd,i(T ) = xd(T ),则包含控制目标 (4)就退化为一致性控制目

标 (3), 故可将一致性目标视为包含控制目标的一个特殊情形.

3 基于迭代学习策略的一致性控制

本节主要通过迭代学习方法分析多智能体系统 (1)的终端一致性问题.由于约束算子是非线性的,

本文首先提出一类具有非凸约束条件的迭代学习策略, 如下:

uk+1,i = σk+1,i

uk,i + γi
∑
j∈Ni

αij [xk,j(T )− xk,i(T )]− qi[xk,i(T )− xd(T )]

 , (5)

其中 γi > 0 为学习增益参数, qi 满足如下要求: qi > 0, 节点 i 能接收到理想状态信息 xd(T ),

qi = 0, 节点 i 不能接收到理想状态信息 xd(T ).
(6)

另外, 定义各节点终端时刻跟踪误差 ek,i(T ) = xk,i(T )− xd(T ), i ∈ SN . 为实现一致性, 我们还需要以

下的假设和引理.

假设1 每一次迭代时, 各节点初始状态都不发生改变, 即 xk,i(0) = xk+1,i(0).

假设2 增广图 G̃ = (V
∪
{ν0}, Ẽ) 有一棵生成树, 该生成树以 ν0 为根节点, 且该节点的期望状态

记为 xd(T ).

假设3 输入 vk,i 在每一次迭代过程中是有界的, 即 ∥vk,i∥ 6 Bvi , Bvi > 0; 同时 σk,i > σmin > 0,

∀i ∈ SN , k > 0.

引理1 ([35]) 设 {dk} 是一个实数序列, 且 limk→∞ dk = d∞. 若实数序列 {ak} 满足不等式 pak+

qak−1 6 dk, 其中 p > −q > 0. 那么, 有以下不等式成立 lim supk→∞ ak 6 d∞
p+q .

定理1 若假设 1 ∼ 3 成立, 将迭代学习控制策略 (5) 应用于多智能体系统 (1). 那么,

lim supk→∞ ∥ek(T )∥
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是有界的, 当以下不等式成立时: ∥∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)
∥∥ 6 ϱ1 < 1, (7)

∀ k > 0, Λk+1 = diag{σk+1,1, . . . , σk+1,N}, Γ = diag{γ1, . . . , γN} 和 Q = diag{q1, . . . , qN}.

证明 根据 ek,i(T ) = xk,i(T )− xd(T ), 不难得到

ek+1,i(T ) = ek,i(T ) + [xk+1,i(T )− xk,i(T )]. (8)

根据式 (1) 可知 xk+1,i(T )− xk,i(T ) = [xk+1,i(0)− xk,i(0)] + T [uk+1,i − uk,i], 结合假设 1 可知

ek+1,i(T ) = ek,i(T ) + [xk+1,i(T )− xk,i(T )] = ek,i(T ) + T [uk+1,i − uk,i]. (9)

由迭代学习策略 (5), 可知

uk+1,i − uk,i = [σk+1,i − 1]uk,i + σk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [ek,j(T )− ek,i(T )]− qiek,i(T )

 . (10)

因此, 式 (8) 可变为

ek+1,i(T )− ek,i(T )

= Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [ek,j(T )− ek,i(T )]− qiek,i(T )

+ T [σk+1,i − 1]uk,i. (11)

从而可得 
ek+1,1(T )

ek+1,2(T )

...

ek+1,N (T )


︸ ︷︷ ︸

ek+1(T )

= Φk+1


ek,1(T )

ek,2(T )

...

ek,N (T )


︸ ︷︷ ︸

ek(T )

+Ψk+1


uk,1

uk,2

...

uk,N


︸ ︷︷ ︸

uk

, (12)

其中 Φk+1 = [(IN − TΛk+1(ΓL+Q))⊗ In], Ψk+1 = T [(Λk+1 − IN )⊗ In]. 对式 (12) 取范数, 有

∥ek+1(T )∥ 6 ∥Φk+1∥ · ∥ek(T )∥+ ∥Ψk+1∥ · ∥uk∥. (13)

再结合式 (7), 可得 ∥Φk+1∥ < 1, k > 0. 另外, 若令 ϱ1 = maxk>0{∥Φk∥} < 1, τ1 = maxk>0{∥Ψk∥}, 并
注意到 uk,i = σk,ivk,i, 由假设 3 可得 ∥uk,i∥ 6 ∥vk,i∥ 6 Bvi . 因而, ∥uk∥ 6 B1 =

√
N maxi∈SN

{Bvi},
∥ek+1(T )∥ 6 ϱ1∥ek(T )∥+τ1B1. 由引理 1知 lim supk→∞ ∥ek(T )∥ 6 τ1B1

1−ϱ1
. 这意味着 lim supk→∞ ∥ek(T )∥

有界.

注释1 对于迭代学习控制策略 (5), 非凸约束迭代控制器的设计类似于文献 [32, 33] 中的控制策

略. 然而, 由于非凸约束的非线性特性, 定理 1 只能确保一致性误差的有界性, 而无法实现跟踪误差收

敛于零. 为克服上述这一困难, 下面将对迭代学习策略 (5) 加以改善, 以提升一致性跟踪效率.

第二类基于迭代学习的控制策略, 具有以下形式:

uk+1,i = σk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [xk,j(T )− xk,i(T )]− qi[xk,i(T )− xd(T )]

 . (14)

需要说明的是, 控制策略 (14) 不同于式 (5) 之处在于它直接利用每一次相邻节点终端状态偏差和跟

踪误差构造下一次的控制输入, 而非对上一次迭代控制策略进行校正.



罗子健等 中国科学 :信息科学 2025年 第 55卷 第 1期 145

假设4 在每次迭代过程中, 第 i 个智能体的初始状态满足 xk+1,i(0) = xk,i(T ), ∀ i ∈ SN .

定理2 若假设 2 ∼ 4 成立, 将迭代学习控制策略 (14) 应用于多智能体系统 (1). 那么, limk→∞

ek(T ) = 0 当以下条件成立时: ∥∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)
∥∥ < 1, (15)

∀k > 0, Λk+1, 矩阵 Γ 与 Q 形式与定理 1 中一致.

证明 根据假设 2, 假设 4 以及 ek,i(T ) = xk,i(T )− xd(T ), 可得

ek+1,i(T ) = xk,i(T )− xd(T ) + Tuk+1,i

= ek,i(T ) + Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [xk,j(T )− xk,i(T )]− qi[xk,i(T )− xd(T )]


= ek,i(T ) + Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [ek,j(T )− ek,i(T )]− qiek,i(T )

 . (16)

结合式 (16), 进一步有

ek+1(T ) = Φk+1ek(T ), (17)

其中 Φk+1 = [IN − TΛk+1(ΓL+Q)]⊗ In.
通过计算, 可得 ∥Φk+1∥ = ∥IN − TΛk+1(ΓL + Q)∥ · ∥In∥. 注意到 ∥In∥ = 1, ∥Φk+1∥ = ∥IN −

TΛk+1(ΓL+Q)∥. 此外,还有 ∥ek+1(T )∥ 6 ∥Φk+1∥ · ∥ek(T )∥, ∥ek+1(T )∥ 6 (
∏k+1

j=1 ∥Φj∥)∥e0(T )∥. 再根据
假设 3, 可知 Λk+1 ̸= 0, 这意味着 ∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)∥ < 1, k > 0. 从而可知 limk→∞ ek(T ) = 0, 也

即式 (3) 得以实现.

注释2 与已有文献 [22∼24]相比较,本文提出的调控策略具有以下两个优点: (1)在文献 [22∼24]

中,所考虑的约束条件都是凸约束. 本文研究中主要考虑的是迭代控制策略的非凸约束,这在实际应用

中更为普遍. (2)假设 4只要求下一次初始状态等于上一次迭代过程的终端状态,即 xk+1,i(0) = xk,i(T ),

并不要求每次迭代初态完全一样, 从而在一定程度上降低了传统迭代学习控制中初态条件的保守性.

值得注意的是, 每一次迭代过程均满足条件 (15) 并不容易, 因为该条件中矩阵 Λk+1 与迭代步长

k + 1 有关. 为解决这一难题, 下面提出以下一致性误差收敛性结果.

推论1 若假设 2 ∼ 4 成立, 将迭代学习控制策略 (14) 应用于多智能体系统 (1). 那么, limk→∞

ek(T ) = 0 当存在一个无限迭代序列 k0, k1, . . . (k0 = 0, 0 < ks+1 − ks 6 b, s, b ∈ Z+) 满足下述不等式

时: ∥∥∥∥∥
ks+1∏
j=ks

[IN − TΛj+1(ΓL+Q)]

∥∥∥∥∥ 6 β < 1, (18)

其中 β > 0, Λj+1 = diag{σj+1,1, . . . , σj+1,N}, 矩阵 Γ 与 Q 形式与定理 1 中的一样.

证明 与定理 1 的证明类似, 结合式 (18), 可得 ∥
∏ks+1

j=ks
[IN − TΛj+1(ΓL + Q)] ⊗ In∥ < 1. 因为

Φk+1 = [IN − TΛk+1(ΓL+Q)]⊗ In, 有 ∥∥∥∥∥
ks+1∏
j=ks

Φj+1

∥∥∥∥∥ < 1, (19)

其中
∏ks+1

j=ks
Φj+1 = Φks+1 · · ·Φks+1. 进一步, 令 Φ̃

ks+1

ks
=

∏ks+1

j=ks
Φj+1, 对于一些 s ∈ Z+, ∥Φ̃ks+1

ks
∥ = β <

1. 因此,根据式 (19),可知 limk→∞ ∥ek+1(T )∥ 6 limk→∞ β
k−k1

b ∥Φ̃k1

k0
∥∥e0(T )∥. 这意味着 limk→∞ ek(T ) =

0, 也即调控目标 (3) 得以实现.
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4 基于迭代学习策略的包含控制

第 3 节研究工作主要聚焦于由单个领导者构成的多智能体系统的一致性. 而在实践中, 引入多个

领导者可以保证所有个体的动态都进入规定的区域,从而扩大理论的应用范围.因此,本节将在非凸约

束条件下探讨包含控制问题. 具体而言, 本文将结合迭代学习控制策略迫使所有智能体都进入由多个

领导者在终端时间生成的凸包中.

假设5 对每个跟随者 i ∈ SN , 至少存在一个 xd,i(T ) (xd,i(T ) ∈ H), 从它到该追随者有一条有向

路径.

定理3 若假设 3 ∼ 5 成立, 将迭代学习控制策略 (14) 应用于多智能体系统 (1) 中. 那么, 多智能

体系统 (1) 在满足以下条件时, 能实现包含控制:

∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)∥ 6 ϱ1 < 1, (20)

和

τ2
√
NBH

1− ϱ1
6 min

i∈SN

{
dist(xd,i(T ),H)

}
, (21)

其中 τ2 = maxk>0 ∥T (Λk+1ΓL)∥, Λk+1 与 Γ 与定理 1 中一样. dist(xd,i(T ),H) 则表示 xd,i(T ) 与凸集

H 之间的距离.

证明 定义 ẽk,i(T ) = xk,i(T )− xd,i(T ). 与式 (16) 相仿, 根据假设 4 和 5, 可得

ẽk+1,i(T ) = xk,i(T )− xd,i(T ) + Tuk+1,i

= ẽk,i(T ) + Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [xk,j(T )− xk,i(T )]− qi[xk,i(T )− xd,i(T )]


= ẽk,i(T ) + Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [ẽk,j(T )− ẽk,i(T )]− qiẽk,i(T )


+Tσk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [xd,j(T )− xd,i(T )]

 . (22)

由式 (22) 可得 
ẽk+1,1(T )

ẽk+1,2(T )

...

ẽk+1,N (T )


︸ ︷︷ ︸

ẽk+1(T )

= Φk+1


ẽk,1(T )

ẽk,2(T )

...

ẽk,N (T )


︸ ︷︷ ︸

ẽk(T )

−Υk+1


xd,1(T )

xd,2(T )

...

xd,N (T )


︸ ︷︷ ︸

xd(T )

, (23)

其中 Φk+1 = [[IN − TΛk+1(ΓL+Q)]⊗ In], Υk+1 = [T (Λk+1ΓL)⊗ In].
进一步, 对式 (23) 取范数有

∥ẽk+1(T )∥ 6 ∥Φk+1∥ · ∥ẽk(T )∥+ ∥Υk+1∥ · ∥xd(T )∥.

根据假设 3, 可知 Λk+1 ̸= O. 另外, ∥Φk+1∥ = ∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)∥ < 1, xd,i(T ) ∈ H. 注意到集合 H

有界, 从而可得 ∥xd(T )∥ 6
√
NBH . 此外, 令 ϱ1 = maxk>0 ∥Φk+1∥ 和 τ2 = maxk>0 ∥Υk+1∥, 结合引理 1

不难知道 lim supk→∞ ∥ẽk(T )∥ 6 τ2
√
NBH

1−ϱ1
. 因此,当 τ2

√
NBH

1−ϱ1
6 mini∈SN

{dist(xd,i(T ),H)}时,系统包含

控制目标 (4) 得以实现.
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注释3 与文献 [17]相比,本文在探讨包含控制问题时考虑了非凸约束条件,因而结论更具一般性.

在非凸约束条件下,定理得出的充分性条件 (20)和 (21)易于验证. 此外,当 xd,i(T ) = xd,j(T ) = xd(T ),

∀i, j ∈ SN 时, 定理 3 可转化为定理 2. 这表明一致性目标 (3) 可视为包含控制目标 (4) 的一个特殊

情形.

在应用定理 3 时, 需要知道精确值 xd,i(T ), τ2 和 mini∈SN
{dist(xd,i(T ), H)}, 从而实现包含控制.

然而, 在实际中获取这些变量的精确值并非易事. 为降低定理 3 中条件的复杂性, 重构迭代学习策略

(14) 如下:

uk+1,i = σk+1,i

γi
∑
j∈Ni

αij [xk,j(T )− xk,i(T )]− qi[xk,i(T )− PHi(xk,i(T ))]

 . (24)

由于此时在假设 1 条件下不能实现包含控制目标, 为克服这一困难, 我们将在假设 4 的条件下进

行分析研究, 即 xk+1,i(0) = xk,i(T ). 同时, 令 ũk+1,i = xk,i(T ) + ciuk,i, ci > 0. 由式 (24), 系统 (1) 可

变换为如下形式:
xk+1,i(T ) =

(
1− T

ci

)
xk,i(T ) +

T

ci
ũk+1,i, t ∈ T ,

ũk+1,i = (1− ciσk+1,iwi)xk,i(T ) + ciσk+1,iγi
∑
j∈Ni

αijxk,j(T ) + ciσk+1,iqiPHi

(
xk,i(T )

)
,

(25)

其中 wi = γi
∑

j∈Ni
αij + qi, i ∈ SN . 另外, 定义 Lyapunov 函数如下:

Vk(T ) = max
i∈SN

{
∥xk,i(T )− PH(xk,i(T ))∥

}
. (26)

类似于文献 [28], 后文将采用 Lyapunov 函数方法来研究包含控制问题. 在给出结论之前, 我们还需要

以下假设和引理.

假设6 对每个追随者 i ∈ SN , 至少存在一个 PHi(xk,i(T )), 从它到该追随者存在一条有向路径.

引理2 ( [31]) Q ⊆ Rm 是一个非空闭凸集. 如果等式
∑q

i=1 βi = 1 成立, 则有 ∥
∑q

i=1 βixi −
PQ(

∑q
i=1 βixi)

∥∥∥ 6
∑q

i=1 βi

∥∥xi − PQ(xi)∥, ∀i ∈ SN , xi ∈ Rm, βi > 0.

定理4 若假设 3, 4 和 6 成立, 将迭代学习策略 (24) 应用于多智能体系统 (1). 在终端时刻有

Vk+1(T ) 6 Vk(T ), 当下述不等式成立时:

ciwi < 1, (27)

其中 ci > T , wi = γi
∑

j∈Ni
αij + qi, i ∈ SN .

证明 根据假设 4, 假设 6 以及式 (24), 可得∥∥xk+1,i(T )− PH(xk+1,i(T ))
∥∥

=

∥∥∥∥[1− T

ci

]
xk,i(T ) +

T

ci
ũk+1,i − PH

([
1− T

ci

]
xk,i(T ) +

T

ci
ũk+1,i

)∥∥∥∥. (28)

注意到 ci > T , β1 = 1− T
ci

> 0, β2 = T
ci

> 0, 且 β1 + β2 = 1, 结合引理 2, 式 (8) 可化为∥∥xk+1,i(T )− PH(xk+1,i(T ))
∥∥

=

∥∥∥∥β1xk,i(T ) + β2ũk+1,i − PH

(
β1xk,i(T ) + β2ũk+1,i

)∥∥∥∥
6

[
1− T

ci

]∥∥xk,i(T )− PH(xk,i(T ))
∥∥+

T

ci

∥∥ũk+1,i − PH(ũk+1,i)
∥∥. (29)
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令 wi = γi
∑

j∈Ni
αij + qi, 由假设 3 和式 (27), 可知∥∥ũk+1,i − PH(ũk+1,i)

∥∥
6

(
1− ciσk+1,iwi

)∥∥xk,i(T )− PH(xk,i(T ))
∥∥+ ciσk+1,i

(
wi − qi

)∥∥xk,j(T )− PH(xk,j(T ))
∥∥

+ciσk+1,iqi
∥∥PHi(xk,i(T ))− PH(PHi(xk,i(T )))

∥∥. (30)

由 Hi ⊆ H, 可得 PH(PHi(xk,i(T ))) = PHi(xk,i(T )), ∥PHi(xk,i(T )) − PH(PHi(xk,i(T )))∥ = 0. 结合

式 (26), (29) 以及 (30), 有∥∥xk+1,i(T )− PH(xk+1,i(T ))
∥∥

6
(
1− Tσk+1,iwi

)∥∥xk,i(T )− PH(xk,i(T ))
∥∥+ Tσk+1,i(wi − qi)

∥∥xk,j(T )− PH(xk,j(T ))
∥∥

6
(
1− Tσk+1,iwi

)
Vk(T ) + Tσk+1,i

(
wi − qi

)
Vk(T )

6 Vk(T ). (31)

由式 (30) 及 (31), 可知 Vk+1(T ) 6 Vk(T ), k > 0.

下文将证明 Lyapunov 函数 Vk(T ) 随着迭代步骤的增加而趋于零. 为此, 需要以下两个引理.

引理3 设定理 4 中的条件均成立. 如果存在一个智能体 i1 ∈ SN 和某个迭代步长 k̄ > k0 > 0 满

足不等式 ∥xk̄,i1(T )− PH(xk̄,i1(T ))∥ 6 ρ1Vk0(T ), 0 6 ρ1 < 1. 那么, 以下不等式成立:

∥xk̄+1,i1(T )− PH(xk̄+1,i1(T ))∥ 6 ρ2Vk0(T ), (32)

其中 0 < ρ2 < 1.

证明 由于 Vk(T ) 不增, 结合式 (28) 与 (30), 可得∥∥xk̄+1,i1(T )− PH(xk̄+1,i1(T ))
∥∥

6
[
1− T

ci1

]
∥xk̄,i1(T )− PH(xk̄,i1(T ))

∥∥+
T

ci1

∥∥ũk̄+1,i1 − PH(ũk̄+1,i1)
∥∥

6
[
1− T

ci1

]
ρ1Vk0(T ) +

T

ci1
Vk̄(T )

6
[(

1− T

ci1

)
ρ1 +

T

ci1

]
Vk0(T )

6
[
1−

(
1− T

ci1

)
(1− ρ1)

]
Vk0(T ). (33)

令 ρ2 = 1−
(
1− T

ci1

)(
1− ρ1

)
, 不难验证 0 < ρ2 < 1.

引理4 设定理 4 中的条件均成立, 那么有以下结论.

(a) 若存在某个节点 i1 满足 qi1 > q0 > 0, 并且迭代参数 k̄ 满足 k̄ > k0 > 0, 则有∥∥xk̄+1,i1(T )− PH(xk̄+1,i1(T ))
∥∥ 6 ρ1Vk0(T ), (34)

其中常数 ρ1 满足 0 < ρ1 < 1.

(b) 若节点 i1 ∈ SN 和迭代参数 k̄ (k̄ > k0 > 0) 满足 ∥xk̄,i1(T ) − PH(xk̄,i1(T ))∥ 6 ρ1Vk0(T ), 其中

ρ1 为常数且 0 6 ρ1 < 1. 同时, 若还存在另一节点 i2 满足 αi2i1 > 0, 则有∥∥xk̄+1,i2(T )− PH(xk̄+1,i2(T ))
∥∥ 6 ρ2Vk0(T ), (35)

ρ2 为常数且满足 0 < ρ2 < 1.
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证明 对于结论 (a), 根据式 (30), 则有∥∥ũk̄+1,i1 − PH(ũk̄+1,i1)
∥∥

6
(
1− ci1σk̄+1,i1wi1

)∥∥xk̄,i1(T )− PH(xk̄,i1(T ))
∥∥

+ci1σk̄+1,i1(wi1 − qi1)
∥∥xk̄,j(T )− PH(xk̄,j(T ))

∥∥
6

(
1− ci1σk̄+1,i1qi1

)
Vk0(T ). (36)

结合式 (36) 和 (28), 可知∥∥xk̄+1,i1(T )− PH(xk̄+1,i1)
∥∥

6
[
1− T

ci1

]∥∥xk̄,i1(T )− PH(xk̄,i1(T ))
∥∥+

T

ci1

∥∥ũk̄+1,i1 − PH(ũk̄+1,i1)
∥∥

6
[
1− T

ci1

]∥∥xk̄,i1(T )− PH(xk̄,i1(T ))
∥∥+

T

ci1
(1− ci1σk̄+1,i1qi1)Vk0(T )

6
[
1− Tσk̄+1,i1q0

]
Vk0

(T ). (37)

令 ρ1 = 1− Tσk̄+1,i1qi0 , 由定理 4, 不难验证 0 < ρ1 < 1.

对于结论 (b), 由式 (25), 可得∥∥ũk̄+1,i2 − PH(ũk̄+1,i2)
∥∥

6
(
1− ci2σk̄+1,i2wi2

)∥∥xk̄,i2(T )− PH(xk̄,i2(T ))
∥∥+ ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1

∥∥xk̄,i1 − PH(xk̄,i1)
∥∥

+ci2σk̄+1,i2γi2
∑

j∈Ni2 ,j ̸=i1

αi2j

∥∥xk̄,j(T )− PH(xk̄,j(T ))
∥∥

6
(
1− ci2σk̄+1,i2wi2

)
Vk0(T ) + ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1ρ1Vk0(T )

+ci2σk̄+1,i2γi2
∑

j∈Ni2 ,j ̸=i1

αi2jVk0(T )

6
[
1− ci2σk̄+1,i2(γi2αi2i1 + qi2) + ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1ρ1

]
Vk0(T )

6
[
1− ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1(1− ρ1)

]
Vk0(T ). (38)

由 ciwi < 1, σmin 6 σk,i 6 1, 可知 1− ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1(1− ρ1) ∈ (0, 1). 根据式 (28) 和 (38), 得∥∥xk̄+1,i2(T )− PH(xk̄+1,i2(T ))
∥∥

6
[
1− T

ci2

]∥∥xk̄,i2(T )− PH(xk̄,i2(T ))
∥∥+

T

ci2

∥∥ũk̄+1,i2 − PH(ũk̄+1,i2)
∥∥

6
[
1− T

ci2

]
Vk0(T ) +

T

ci2

[
1− ci2σk̄+1,i2γi2αi2i1(1− ρ1)

]
Vk0(T )

6
[
1− Tσk̄+1,i2γi2αi2i1(1− ρ1)

]
Vk0(T ). (39)

类似于结论 (a) 的证明, 可得 ρ2 := 1− Tσk̄+1,i2γi2αi2i1(1− ρ1) ∈ (0, 1).

综合定理 4, 引理 3 和引理 4, 可得下面的结论.

定理5 若假设 3, 假设 4 以及假设 6 成立, 将迭代学习控制策略 (24) 应用于多智能体系统 (1).

如果下述不等式成立:

ciwi < 1, (40)

其中 ci > T , wi = γi
∑

j∈Ni
αij + qi, i ∈ SN , 那么当 k → ∞ 时, 所有的智能体在终端时刻收敛于凸包

H, 也即 limk→∞ Vk(T ) = 0.
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图 1 (网络版彩图) 智能体之间的通信图.

Figure 1 (Color online) Communication graph between
the agents.

图 2 (网络版彩图) 非凸约束下一致性控制策略.

Figure 2 (Color online) Consensus control strategy under
nonconvex constraints.

表 1 各智能体的非凸控制约束系数 σk,i.

Table 1 Nonconvex control constraint coefficients σk,i for each agent.

Iteration Agent 1 Agent 2 Agent 3 Agent 4

k = 1 0.0324 0.3200 0.5060 0.2879

k = 3 0.0346 0.4067 1.0000 0.4639

k = 5 0.0372 0.5811 1.0000 0.6779

k = 7 0.0403 1.0000 1.0000 1.0000

k = 9 0.0441 1.0000 1.0000 1.0000

证明 该定理证明类似于文献 [28] 中定理 1 的证明, 故这里省略了详细的证明过程.

注释4 与已有研究 [28, 30, 31] 相比, 本文定理 4 和 5 为实现系统 (1) 的包含控制提供了另一种

有效的方法和途径. 具体而言, 与文献 [28] 中的定理 1 相比, 本文定理 4 与 5 无需计算凸包 H 中任

意两个领导者之间的最大距离. 这意味着本文结果在一定程度上能削弱收敛条件的保守性.

5 算例仿真

本节将通过两个数值示例来说明本文理论结果的有效性.

例1 本例主要探讨一致性控制问题 (3). 针对多智能体系统 (1), 规定 xk,i(t), vk,i 和 uk,i ∈ R2,

t ∈ T = [0, T ], 终端时刻 T = 5. 智能体之间的通信如图 1 所示, 其边权重设置为 α21 = α32 = α43 =

α14 = 0.5, 以及 q1 = q3 = 0.2, q2 = q4 = 0, 从而假设 2 得以满足. 令假设 3 中的参数为 σmin = 0.02,

且设各智能体初始控制输入为 u0,i = 0, ∀ i ∈ SN ,学习参数为 γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 0.1. 结合假设 4,应

用迭代学习策略 (14) 于系统 (1). 各智能体初始状态分别设为 x0,1(0) = [2, 1.5]†, x0,2(0) = [0.5,−0.5]†,

x0,3(0) = [0.8,−1.2]† 和 x0,4(0) = [1.5, 0]†. 终端时刻的理想状态设为 xd(T ) = [1,−1]†. 参照文献 [30],

控制约束集设为 Ci = {(ui1, ui2)|[(u2
i1 + u2

i2 6 r2i )
∩
(ui1 6 0)]

∪
[(u2

i1 + u2
i2 6 r̄2i )

∩
(ui1 > 0)]}, 其中

ri = 0.04, r̄i = 0.08, ∀ i ∈ SN .

通过 MatLab 程序计算, 得到各智能体的非凸约束系数 (如表 1 所示) 以及定理 1, 定理 2 和推

论 1 的条件验证 (如表 2 所示). 从表 1 可知, 各智能体非凸约束系数随着迭代次数增加而变化, 且逐

渐趋于 1. 这表明控制策略是满足非凸约束要求的. 同时, 由于非凸约束系数随着迭代次数变化而变

化, 这使得本文中定理 1和 2的条件难以在每次迭代过程中都成立. 表 2中罗列了部分迭代次数时的
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表 2 定理 1、定理 2 和推论 1 中条件验证.

Table 2 Conditional verification in Theorem 1, Theorem 2 and Corollary 1.

Iteration ∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)∥ Iteration ∥
∏ks+1

j=ks
[IN − TΛj+1(ΓL+Q)]∥

k = 1 0.9882 < 1 ks = 1, ks+1 = 5 0.9476 < 1

k = 5 1.0023 > 1 ks = 2, ks+1 = 6 0.9602 < 1

k = 10 1.0179 > 1 ks = 3, ks+1 = 10 0.9498 < 1

k = 15 1.0004 > 1 ks = 12, ks+1 = 15 0.9849 < 1

k = 16 0.9952 < 1 ks = 14, ks+1 = 16 0.9791 < 1

图 3 (网络版彩图) 一致性控制下的智能体状态轨迹.

Figure 3 (Color online) Agent state trajectories with the
consensus control strategy.

图 4 (网络版彩图) 不同 ILC 策略的一致性综合跟踪

误差.

Figure 4 (Color online) Consensus aggregate tracking
error with different ILC strategies.

定理条件值, 从中可看出定理 1 或定理 2 的充分性条件 ∥IN − TΛk+1(ΓL+Q)∥ < 1 并不能在每一次

迭代都成立, 而在选择合适的迭代序列 ks, . . . , ks+1 后, 推论 1的条件总能得以满足. 这表明推论 1的

结果更具适用性和优势.

通过模拟仿真, 非凸控制约束集与各智能体控制策略如图 2 所示, 各智能体随迭代变化的状态轨

迹和跟踪误差分别如图 3 和 4 所示. 图 3 代表各智能体从第 1 次迭代到第 100 次迭代的状态轨迹.

图 4描述了智能体从第 1次迭代到第 100次迭代的跟踪误差. 从图 3可知, 本文带有非凸约束的控制

策略可在终端时刻实现智能体的状态一致. 定义综合跟踪误差 ek(T ) =
√∑N

i=1 ∥ek,i(T )∥2, 图 4 则展

现了本文迭代学习策略 (14) 与文献 [33] 迭代学习策略 (22) 的跟踪误差轨迹. 从图 4 中可知, 本文提

出的策略 (14) 比文献 [33] 中的策略更加有效.

例2 本例主要考虑包含控制问题 (4). 该例子中有 4 个领导者, 而智能体与领导者之间的通

信图如图 5 所示. 各领导者终端时刻状态记为 y5(T ), y6(T ), y7(T ) 和 y8(T ), 其中 y5(T ) = [0, 1]†,

y6(T ) = [0, 0]†, y7(T ) = [0.5, 0]†, y8(T ) = [0.5, 1]†. 凸包 H 则由 4 个领导者生成, 即 H = {
∑4

j=1 ωj ·
y4+j(T )|

∑4
j=1 ωj = 1, ωj > 0}. 另外, 智能体 1 和 3 能够获取子凸包 Hi ⊆ H 的信息, 其中子凸包

Hi = {ω2y6(T ) + ω4y8(T )|ω2 + ω4 = 1, ω2, ω4 > 0}, i = 1, 3. 这意味着智能体 1 和 3 能接收领导者 6

和 8 的信息.

与例 1 类似, xk,i(t), vk,i 和 uk,i ∈ R2, T = 5. 通信拓扑图权重为 α21 = α43 = 0.5, q1 = q3 = 0.1,

q2 = q4 = 0. 根据图 5 可知, 本文假设条件 6 得以满足, 且智能体间的通信图并不要求连通. 设每个智

能体的初始状态为 x0,1(0) = [1, 0.5]†, x0,2(0) = [0.3, 2]†, x0,3(0) = [−1, 0.8]† 和 x0,4(0) = [0.2,−0.5]†. 每
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图 5 (网络版彩图) 智能体与领导者之间的通信拓扑.

Figure 5 (Color online) Communication topology
between agents and leaders.

图 6 (网络版彩图) 非凸约束下包含控制策略.

Figure 6 (Color online) Containment control strategy
under nonconvex constraints.

图 7 (网络版彩图) 包含控制策略下的智能体状态轨迹.

Figure 7 (Color online) Agent state trajectories with the

containment control strategy.

图 8 (网络版彩图) 不同 ILC 策略的包含控制综合跟

踪误差.

Figure 8 (Color online) Aggregate tracking error of

containment control with different ILC strategies.

个智能体初始控制输入为 u0,i = 0, 参数 ci = 6, ∀i ∈ SN , 学习参数 γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 0.1. 结合假

设 4, 应用迭代学习策略 (24) 于系统 (1) 之中. 控制约束集合与例 1 相同, 均参照文献 [30]. 通过计算

可知, 定理 4, 定理 5, 引理 3 以及引理 4 的条件均成立.

通过仿真, 包含控制中非凸约束下的控制策略如图 6 所示. 从图 6 中可知, 在迭代过程中控制策

略始终满足约束限制. 图 7 则刻画了随迭代变化的每一时刻智能体状态, 随着迭代次数增加, 各智能

体状态逐渐进入目标区域内. 规定 Vk(T ) =
√∑N

i=1 ∥Vk,i(T )∥2, 图 8 则展现了本文迭代学习策略 (24)

与文献 [17] 中的学习策略 (7) 的综合误差曲线. 不难发现, 本文的调控方法能够较好地使综合误差收

敛于零, 而已有文献结果确不能. 这表明本文策略 (24) 比文献 [17] 中的迭代学习算法更为有效.

6 结论

本文研究了在非凸约束条件下多智能体系统的一致性和包含控制问题.本文首先对控制约束加以

描述和分析,结合约束算子方法,提出了新颖的迭代学习控制策略,进而研究非凸约束下的多智能体系
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统一致性问题.随后,以跟随者和领导者的终端状态构成的凸集投影作为每个智能体的跟踪目标,本文

进而提出了不同的迭代学习策略实现了非凸控制约束下多智能体系统的包含控制. 最后, 通过两个例

子来说明研究结果的正确性和有效性. 相较于已有的研究成果, 本文提出的控制策略能在满足约束条

件下, 更好地实现系统目标.
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Abstract This paper aims to address the consensus and containment control problems of multi-agent systems

by designing iterative learning controllers in the presence of nonconvex constraints. A difficulty in solving such

problems is the lack of an efficient tool for dealing with the nonconvex constraints in distributed control. To

tackle the issue, this paper proposes a novel class of iterative learning strategies in line with the nonconvex

constraint operator approach. Then, we apply them in consensus analysis of multi-agent systems under the

constraints. Furthermore, the containment control problem of multi-agent systems is investigated by designing

terminal iterative learning strategies in the presence of nonconvex constraints where the coordination objective

is to make the states of agents at the terminal time converge into the convex hull generated by those of the

leaders. Under the framework of iterative learning control, combined with the contractive mapping technique

and Lyapunov stability theory, some sufficient conditions are established for consensus and containment problems

with terminal iterative learning strategies under nonconvex constraints. Finally, two numerical simulations are

presented for illustration.

Keywords nonconvex constraint, terminal iterative learning control, consensus, containment control,

convergence analysis


