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摘要 对散射振幅中运动学奇异性的研究长期以来一直是人们关注的课题,其中三角奇点的研究近年来更成为

强子谱学领域的一个热点问题.一方面,人们一直期望获得三角奇点存在的实验证据;另一方面,三角奇异性机制

的贡献可能影响对某些强子态信号的解释,因而对强子谱学研究具有特殊意义.以往的研究主要聚焦于三角奇异

性机制对不变质量谱的影响,而本文则重点探讨在某些过程中,该机制会导致末态粒子的自旋取向呈现出特定的

模式,并表现出强烈的能量依赖性. 这种自旋取向的能量依赖性反映了末态粒子处于不同自旋态的相对概率随能

量的变化,它不仅与三角奇点出现的能量条件相关,还依赖于内线粒子动量平行的条件以及相关粒子的量子数.

因此,这种依赖性不同于不变质量谱中谱线所体现的能量行为,并携带了关于反应机制更为丰富的信息.对三角

奇异性机制自旋效应的研究,对于更全面地理解其物理效应以及在实验上验证其贡献具有重要意义.同时,鉴于

自旋观测量对运动学条件具有独特的敏感性,可以预期其在探索更广泛类型的运动学奇异性方面也具有相当大

的潜力,值得进一步研究.
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1 引言

强相互作用作为自然界四种基本相互作用之一,

其研究对于揭示物质基本结构和自然界的基本规律具

有重要意义.通过深入探索强子谱(涵盖强子的结构与

性质)以及涉及强相互作用的散射和衰变过程,能够更

全面地理解强相互作用的本质. 近年来, 得益于实验

与理论研究的飞速发展,人们对强子谱、强子结构以

及强相互作用在非微扰区域的性质有了更为深刻的认

识. 在实验领域,一系列新强子候选粒子的发现尤为引

人注目 [1–4]. 其中,部分强子态 [5–9]无法用传统的夸克

模型来解释. 这些奇特强子态的出现, 不仅对传统重

子(由三个夸克组成)与介子(由正反夸克对构成)模型

构成了挑战,同时也为探索强相互作用提供了新的视

角和平台. 在不同的理论框架下, 这些奇特态被解释

为紧致多夸克态、强子分子态、混杂态等多种可能结

构 [10–15]. 此外,一些新发现的强子态其质量接近于两

强子的质量阈值,这暗示着阈值效应(包括CUSP效应、
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三角奇异性机制等)可能在这些系统中扮演着重要角

色, 进而为实验结果提供了非共振态的潜在解释 [16].

由于不同理论模型对这些奇特强子态的描述存在显著

差异,如何通过实验手段有效区分这些模型,成为当前

强子谱研究的重要问题.

20世纪50–60年代,物理学家们已经意识到, 在散

射或衰变过程中,当系统满足特定运动学条件时,散射

振幅中会出现运动学奇异性,并可能引发可观测的物

理效应 [17–19]. 探究这些运动学奇异性,尤其是阈值支

点和三角奇点(TS),一直是粒子物理研究的重要课题.

近年来,得益于实验技术的长足发展——包括反应能

量范围的拓展、探测器性能的显著提升,以及对相关

散射和衰变过程的深入分析,关于三角奇点(其产生机

制称为三角奇异性机制) 1)及其物理效应的研究受到

了前所未有的关注. 虽然早期研究已表明三角奇点的

出现会产生可观测的物理效应,但由于这些效应的特

征与共振态所产生的效应颇为相似,这给实验中区分

三角奇异性机制和传统共振态模型带来了挑战.进一

步的研究表明,三角奇异性机制在某些过程中能引发

反常的同位旋破坏效应 [20],其贡献还可能对理解一些

强子态本质产生重要影响 [21–24]. 尽管关于三角奇点

的研究已取得显著进展,理论研究也提出了许多可能

存在三角奇点的新过程 [16],但对其贡献的确认仍需更

多的理论与实验证据. 三角奇点的产生依赖于特定的

运动学条件,以往的研究主要集中在探讨三角奇点产

生所需的能量条件以及它们在不变质量谱中所产生

的效应, 而对其他潜在的可观测效应关注不足. 本团

队 [25, 26]近期的研究表明,三角奇异性机制对应的特殊

运动学条件在部分过程中还会引发显著的自旋效应,

使末态粒子处于特定的自旋状态或取向.与传统的不

变质量谱分析相比,这种自旋效应不仅受能量条件约

束,还与内线粒子的动量方向和量子数紧密相关,进而

提供了更多关于反应机制的信息.值得注意的是,相对

于共振态极点对应的能量依赖是自旋无关的,由三角

奇异性机制导致的自旋效应对不变质量存在强烈的依

赖关系,这一差异为区分三角奇异性机制与普通共振

态模型提供了一种新的判据. 因此,对三角奇异性机制

的自旋效应的研究,不仅为探索三角奇异性机制提供

了新的视角,也为实验中甄别不同模型提供了新的途

径.

CUSP效应是另一种由运动学奇异性引起的阈值

现象,它源于散射振幅中的阈值支点. 近年来,实验上

发现部分XYZ态的质量接近重介子对的阈值,有研究

者提出,这些态的信号可由CUSP效应来解释 [27–32]. 虽

然这一观点受到了质疑 [33],但如何通过实验直接验证

这一观点正确与否, 仍是当前值得探讨的问题. 此外,

CUSP效应的强度可能会因阈值附近存在的极点而得

到增强,因此CUSP效应与浅束缚强子分子态的研究也

紧密相关.强子分子态模型预言某些强子分子态的不

变质量谱的线型会出现非平庸的结构,对这些能量依

赖关系的深入研究,将为揭示强子态的内部结构提供

重要信息 [16]. 在关于三角奇异性机制的研究中 [25, 26],

本团队发现在中间态两体阈值处,末态粒子的自旋状

态也表现出明显的能量依赖. 这种自旋效应不仅受到

阈值对应的能量条件的影响,还与内线粒子的量子数

密切相关.进一步探究这种自旋效应及其能量依赖关

系,有可能为验证强子分子态模型提供一种新途径,并

有助于人们更全面地理解阈值现象.

本文旨在探讨三角奇点与两体阈值CUSP效应的

产生条件与特征,分析二者可能导致的自旋效应及其

物理起源,并考察其作为区分不同反应机制的探针潜

力,以期为深入揭示运动学奇异性的物理效应并在实

验中加以验证提供新视角,从而推动相关研究的进一

步发展.

2 运动学奇异性产生的条件

运动学奇异性的产生需要满足特殊的运动学条

件,这些条件不仅决定了运动学奇异性能否产生,而且

决定了其可能带来的物理效应,因此有必要首先回顾

一下相关内容.文献中对相关问题已经有了非常充分

的讨论,这里主要参考文献[16]给出单圈图的结果,对

更一般的结果及详细的推导可以参考文献[16]. 对一

个包含n个内线的单圈费曼图中可能出现的运动学奇

异性,可以考虑以下的圈图积分:

I(p1, . . . , pm) =
∫

d4q
(2π)4i

1
k2

1 − m2
1 + iϵ

· . . .

1)此处我们对“三角奇点” (Triangle Singularity)与“三角奇异性机制” (Triangle Singularity Mechanism)中Singularity的中文译法进行了区分: 前者

主要用于讨论三角奇点的位置及其产生条件;后者则涵盖三角图过程中所有的运动学奇异性,包括三角奇点及两体阈值处的运动学奇异性.
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· 1
k2

n − m2
n + iϵ

, (1)

其中p1, . . . , pm是m个外线粒子的动量, k1, . . . , kn是n个

内线粒子的动量, q是圈图积分的动量. 这里需要说明

的是,对于一般的圈图过程,被积函数的分子部分原则

上也是动量的函数,但是由于积分结果中的奇异性只

能来自于被积函数中分母为0的贡献,所以这样的简化

并不影响对运动学奇异性产生条件的讨论.另一方面,

振幅分子部分对动量的依赖当然会影响最终可观测的

物理效应.由参考文献[16]可知,式(1)的圈图积分中出

现奇异性的条件是满足以下朗道方程:
n∑
i
±αik

µ
i = 0,

αi = 0 或 k2
i − m2

i = 0,

其中
∑
i
αi = 1. 对于式(1)中n = 2的情况,也就是两粒子

圈图,可以得到两体阈值奇点在物理区域的解是

α1 =
m1

m1 + m2
, α2 =

m2

m1 + m2
, p2 = (m1 + m2)2.

其中p2 = (m1 + m2)2意味着在质心能量等于中间两粒

子阈值处存在奇异性. 对于式(1)中n = 3的情况,三角

奇点处于物理区域的解为:

y12 = y13y23 −
√

1 − y2
13

√
1 − y2

23, (2)

其中

yi j =
ki · k j

mim j
=

m2
i + m2

j − p2
k

2mim j
(i , j , k).

利用上式可以确定满足三角奇点产生条件的不

变质量的位置或范围. 同时, 根据Coleman-Norton理

论 [18]可知, 三角奇点的出现对应的物理图像非常特

殊:在如图1所示的衰变过程中的母粒子A的静止系中,

A衰变为粒子1和2, 1粒子进一步衰变为B和3粒子, 如

果3粒子沿1粒子的反方向运动,并有足够大的速度追

上2粒子并合并产生C粒子,同时三个内线粒子都在壳,

则三角奇点就会产生,这个过程对应的是一种经典过

程的图像.由于中间的1粒子能够衰变到在壳的B和3粒

子,这意味着1粒子具有有限的衰变宽度,所以实际过

程的三角奇点处于靠近物理区域的复平面上,物理振

幅在靠近奇点的区域由于奇点的存在而得到增强,从

而产生可观测的物理效应 [16]. 在以往文献中讨论的主

要是三角奇点在不变质量谱中可导致的可观测效应,

本文将着重讨论三角奇点可产生的自旋效应.

3 两体散射过程中中间共振态的自旋状态

为了更好地理解运动学奇异性可能引发的自旋效

应,可以先以质心系中πN弹性散射的s-道过程为例,考

察∆(1232)和N(1440)两个共振态的产生, 并探讨散射

过程中特殊运动学条件与共振态自旋状态之间的关

联.

∆(1232)和N(1440)的自旋-宇称量子数JP分别为

图图图 1 产生三角奇点的运动学机制

Figure 1 Kinematical mechanism of the production of a triangle singularity.
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3
2
+
和 1

2
+. 由于该反应过程中角动量和宇称守恒, 分析

表明它们只能与轨道角动量L = 1 (即p波)的πN 态耦

合.在πN质心系中,若取π介子束流的动量方向为z轴,

并假设初态核子自旋未极化,分别考察这两个共振态

产生过程对应的末态粒子角分布, 则结果如图2所示.

如图所示,尽管两个过程均涉及p波共振态、初态核子

无极化,且初态粒子动量具有相同的方向, ∆(1232)衰

变的角分布呈现碗状结构, 而N(1440) 的角分布却是

各向同性的. 这自然引出一个问题:为何自旋不同的中

间共振态会导致如此显著的角分布差异？如果这一差

别确实源于中间态自旋的不同,那么其背后的物理机

制是什么？是否存在某种规律？

对于这个问题,可以作如下分析.由于将初态粒子

的运动方向设为z轴, 因此初态粒子满足px = py = 0.

另一方面, 轨道角动量算符沿z方向的分量定义

为Lz = XPy − YPx,这意味着Lz作用在入射的πN态上满

足Lz|πN⟩in = 0. 因此, 无论初态πN的轨道角动量量子

数L为何,其沿z轴的磁量子数m恒为0.

若进一步将初态核子与中间共振态的自旋投影方

向也取为z轴,则由于初态轨道角动量在z方向的投影

为零,根据角动量守恒,初态核子沿z方向的自旋磁量

子数与中间共振态沿z方向的自旋磁量子数必须相等.

在前述例子中,初态核子自旋为 1
2且未极化,因此中间

共振态沿z轴的自旋投影只能是± 1
2 , 且处于+ 1

2和−
1
2态

的概率相同,这一结论与中间共振态本身的自旋大小

无关.

图图图 2 πN弹性散射中中间态∆(1232)和N(1440)衰变的角分布
Figure 2 Angular distributions from the decays of the intermediate
states ∆(1232) and N(1440) in πN elastic scattering.

若中间共振态为N(1440),其自旋为 1
2 ,且两种自旋

投影态的占据概率相等,因此其自旋无极化(即无特定

取向),导致其衰变末态的角分布呈各向同性.

然而对于∆(1232)(自旋为 3
2 ),角动量守恒要求其自

旋投影不能取± 3
2 (因为初态最大自旋投影仅为± 1

2 ),因

此它只能处于m = ± 1
2的自旋态. 这种自旋态的选择性

意味着∆(1232)的自旋具有特定的取向(或称排列),而

这种取向会反映在其衰变末态粒子的角分布上.

自旋取向与特定角分布之间的关联进一步表明:

在一些情况下,通过分析衰变末态的角分布,可以反推

母粒子的自旋状态. 综上所述,当初态粒子动量相互平

行时,若以该动量方向作为自旋极化轴,则初态粒子与

中间共振态的自旋态之间存在特殊关联. 具体而言,对

于过程A + B → R,若满足S A + S B < S R,则共振态R的

自旋磁量子数将受到初态运动学条件的限制,只能取

某些特定的值.反过来,通过分析R衰变末态粒子的角

分布,可以提取中间共振态所处自旋态的信息,进而反

推初态粒子的入射方向的特征.

4 运动学奇异性导致的自旋效应

上节的讨论表明,在一些情况下,通过研究中间共

振态的自旋状态,可以判断共振态产生过程中初态是

否处于特定的运动方向.由于运动学奇异性的产生依

赖于特定的运动学条件,这提示我们:原则上,可通过

分析中间共振态的自旋状态来判断其产生过程是否满

足这些条件.

以图1所示物理过程中三角奇点的产生为例,

在A的静止系中, 内线粒子1, 2和3的动量方向需共线;

同时,动量守恒要求内线粒子的动量方向与末态粒子

的动量方向也共线. 因此, 当三角奇点的贡献占主导

时,内线粒子的运动方向是确定的. 若此时选取末态粒

子的动量方向作为其自旋极化轴(对应的自旋态即为

螺旋度态),且在粒子2与3的自旋之和小于粒子C自旋

的情况下, 可预期末态粒子C的螺旋度只能取某些特

定的值.

需要说明的是,上节关于共振态自旋态的讨论是

在共振态静止系中进行的,而图1中动量方向共线的条

件是在A的静止系中得出的, 二者相差一个沿末态粒

子动量方向的洛伦兹平移变换.由于该变换方向与末

态动量一致,在三角奇点产生条件满足时,它既不会破
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坏内线粒子动量方向共线的构型,也不会改变螺旋度

的取值,因此本研究的结论不受此参考系变换的影响.

在实际观测中,可通过朗道方程确定三角奇点产

生条件所对应的末态粒子不变质量的位置. 若三角

奇异性机制贡献显著,则不变质量谱在该位置附近应

出现类似共振峰的结构. 相应地, 由于三角奇异性机

制对自旋态具有选择性, 我们预期在图1所示过程中,

当S 2 + S 3 < S C时,粒子C的螺旋度在三角奇点对应的

不变质量处仅能取特定值;而当偏离该不变质量时,内

线粒子动量方向共线的条件不再满足,这种自旋态的

选择性将逐渐消失,从而导致不同自旋态产额对不变

质量表现出显著的依赖性.

在实验分析中,通常利用自旋密度矩阵描述粒子

的自旋信息.三角奇点附近粒子的自旋态的这种选择

性意味着,末态粒子C 的自旋密度矩阵在对应不变质

量区域将呈现明显的能量依赖性. 通过对这种依赖性

的测量,实验上可提供一种研究三角奇异性机制的新

途径.

更重要的是,这种自旋状态对不变质量的依赖提

供了一种区分三角奇异性机制与共振态产生过程的方

法. 对共振态模型来说,一般认为在共振态极点附近振

幅对不变质量的依赖主要来自于共振态传播子的分母

部分,由于这种能量依赖是自旋无关的,而自旋密度矩

阵对角元反映了粒子处于不同自旋态的相对概率,因

此可以预期在共振态模型中自旋密度矩阵对角元对不

变质量的依赖是比较平缓的,相对于三角奇异性机制

对应的在三角奇点附近强烈的能量依赖,这种差异提

供了区分三角奇异性机制与共振态模型的新方法.

5 例子

本节结合两个具体例子来讨论运动学奇异性可能

导致的自旋效应.

5.1 J/ψ→ ϕηπ

在文献[34]中,作者认为如果考虑一组K∗KK̄ 三角

图(图3(a))的贡献,则在J/ψ → ηπϕ反应中, π0ϕ不变质

量分布会在1.4 GeV附近产生一个峰,这与BESIII合作

组最近对该反应的测量结果 [35]吻合得很好.当然, 实

验观察到的峰也可以通过考虑共振态的产生(图3(c))

图图图 3 J/ψ→ ηπϕ反应的费曼图: (a)通过K∗KK̄三角图; (b)产
生h1并通过K∗KK̄三角图衰变; (c)通过共振态X的树图过程;
(d)接触项.取自文献[25]
Figure 3 Feynman diagrams for the J/ψ → ηπϕ reaction: (a) via the
K∗KK̄ triangle loop; (b) via production of h1 followed by decay through
the K∗KK̄ triangle loop; (c) tree-level process involving a resonance X;
(d) contact term. Taken from ref. [25].

来解释. 在文献[34]中, 作者建议通过检查1.4 GeV 附

近的结构在偏离ϕ质量区域的K+K−不变质量中是否依

然存在来区分这两种模型. 随后,文献[36]的作者认为,

该衰变也可以通过先产生h1(1415), 然后h1(1415)通过

相同的三角图衰变为πϕ (图3(b))发生. 文献[34, 36]中

的模型都涉及三角奇异性机制, 我们称其为TS模型,

以区别于共振态模型(图3(c)), 后者产生共振态并衰

变, 而没有显著的末态重散射效应. 这里将根据文

献[25]中的工作来讨论通过测量末态ϕ的自旋密度矩

阵元可以区分这两种模型. 末态ϕ的自旋密度矩阵元

定义如下:

ρ
ϕ
00(mπ0ϕ) =

∫
dΩηdΩπ0

∑
m
Mm,λ=0M∗m,λ′=0∫

dΩηdΩπ0
∑

m,λ′′
|Mm,λ′′ |2

, (3)

其中m(= ±1)代表J/ψ总角动量的z分量,而λ, λ′和λ
′′
是

在πϕ静止系中末态ϕ的螺旋度. ρϕ00可以通过ϕ → KK̄过

程中K或K̄的角分布提取 [37–39]:

W(cosθ) ∼ 3
2

[
ρ
ϕ
00cos2θ +

1
2

(1 − ρϕ00)sin2θ

]
, (4)

其中θ是在螺旋度系中定义的.

对于共振态模型, 本文考虑了两种可能的中间

共振态: 分别是C(1480)(I = 1, JPC = 1−−, 模型I) [40, 41]

和h1(1415)(I = 0, JPC = 1+−, 模型II) [42]; 对于三角奇

点(TS)机制,本文考虑了图3(a)(模型III) [34]和图3(b)(模
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型IV) [36]两种模型. 针对共振态模型, ρϕ00 的计算结

果如图 4所示,其中模型IIA和IIB对应于模型II中h1ϕπ

顶点拉格朗日量中混合角θπ的两种不同取值(参见

文献[25]). 可以看出, 无论采用哪种共振态模型,

ρ
ϕ
00对ϕπ不变质量的依赖均非常微弱, 这与我们此前

的预期一致——因为在计算式 (3)所定义的比值时,共

振态传播子分母中对能量的依赖实际上被抵消了.

对于TS模型,中间的K∗KK̄ 三角图可由两种不同

的电荷组态构成. 由于不同电荷组态的质量差异, 带

电与电中性K∗KK̄ 三角图对应的三角奇点位置(由朗

道方程确定)分别为mπϕ = 1.3857 GeV和mπϕ = 1.3952

GeV.图5展示了ρϕ00在三角奇点附近的行为:若忽略K∗

的宽度,则ρϕ00 ∼ 1;当计入K∗ 宽度时,三角奇点偏离物

理区域,其在圈图中的贡献占比下降,导致ρϕ00 < 1,但

仍保持较大数值. 此外, 在图 5的嵌入图中, 可观察到

在电中性K∗0K̄0 两体阈值处(mπϕ = 1.3931 GeV), ρϕ00 呈

现出微弱的尖峰结构. 该结构源于在K∗K̄ 阈值处K̄ 动

量为零,此时K 与ϕ动量平行,此前讨论的自旋态选择

性依然成立. 当中间粒子在壳时, 振幅贡献得到增强,

因此ρϕ00 在两体阈值处亦出现轻微增强,表明即使效应

较弱,自旋效应在两体阈值处仍然存在.

图图图 4 共振态模型得到的ρϕ00. 点线(黑色)、点划线(品红
色)和短虚线(绿色)分别表示C(1480)产生(模型I)、取θπ =
π/4的h1(1415)产生(模型IIA)以及取θπ = 3π/4的h1(1415)产
生(模型IIB)过程的结果.取自文献[25].
Figure 4 The obtained ρ

ϕ
00 for the resonance models. The dotted

(black), short-dash-dotted (magenta) and short-dashed (green) lines rep-
resent the results of the C(1480) production (Model I), h1(1415) pro-
duction with taking θπ = π/4 (Model IIA) and θπ = 3π/4 (Model IIB),
respectively. Taken from ref. [25].

图 6展示了两个TS模型下ρϕ00 在mπϕ 较大范围内

的分布.从图中可见,在三角奇点位置, ρϕ00 确实呈现明

显的峰结构,表明不同自旋态的相对产额在三角奇点

附近对mπϕ 具有强烈依赖. 此外,相较于三角奇异性机

制预言的不变质量谱, ρϕ00随mπϕ的分布对圈图内线粒

子K∗ 宽度的依赖较弱, 这源于ρϕ00 反映的是不同自旋

态的相对产生概率:由于K∗ 宽度的变化对ϕ各自旋态

的影响大致相同,其相对概率对宽度变化并不敏感. 其

次,相比不变质量谱,模型III与IV给出的ρϕ00 非常接近,

主要原因是二者的主要差异在于是否包含h1(1415)中

图图图 5 考虑与不考虑K∗宽度时,模型III和模型IV在三角奇点
附近所得到的ρϕ00. 取自文献[25]
Figure 5 The obtained ρ

ϕ
00 for Model III and Model IV near the TS

with and without considering the width of K∗. Taken from ref. [25].

图图图 6 在更大的mπϕ范围内,模型III和模型IV所得到的ρϕ00. 取
自文献[25]
Figure 6 The obtained ρϕ00 for Model III and Model IV in a wider range
of mπϕ. Taken from ref. [25].
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间态贡献——其传播子会显著影响不变质量谱的形

状,但对ρϕ00 而言,因其考察的是不同自旋态产额的比

值, 根据式 (3), h1(1415) 传播子的影响在计算中被抵

消. ρϕ00 在三角奇点附近的这些区别于不变质量谱的特

征,反映出自旋观测量可提供关于三角奇异性机制的

独特信息.

5.2 J/ψ→ γ p̄∆(1232)

三角奇点的位置依赖于初末态粒子的质量,如果

图1中末态C粒子是共振态且具有较大的宽度,在实验

中可以在其共振质量附近选择不同的质量区间进行

测量, 三角奇点位置会相应发生改变, 即移动的三角

奇点 [43, 44],其对应的不变质量谱中峰的位置也会相应

的改变.由于自旋态的选择性也依赖于三角奇点的位

置,所以我们预期自旋密度矩阵也会出现对奇点位置

变化的依赖性. 本节将根据文献[26]讨论三角奇异性

机制在J/ψ → γ p̄∆(1232)过程中可能导致的自旋效应.

在该过程中可以产生三角奇点的费曼图如图7所示. 在

此过程中, J/ψ首先衰变为pp̄ω,随后ω衰变为一个光

子和一个π介子. 若π介子在γ∆质心系中沿质子动量

方向运动,且其速度大于质子,使π介子可以追上质子,

最终二者融合形成末态的∆(1232)(后文中简称为∆)重

子, 将产生三角奇点. 根据朗道方程可以确定三角奇

点的位置,例如在图7所示过程中,若所有粒子的质量

均采用粒子数据组(PDG) [42]给出的中心质量值,则TS

应出现在Mγ∆ = 1.731 GeV处. 以下对三角奇点自旋效

应的讨论将围绕∆的自旋密度矩阵元展开, 这些矩阵

元是在准三体衰变过程中进行计算的, 也就是将∆的

质量M∆取为若干特定取值,并忽略其衰变.这里将考

虑∆在γ∆质心系中的螺旋度态,并考察∆的自旋密度矩

阵元ρλλ′对γ∆不变质量的依赖, ρλλ′的定义为:

ρλλ′(mγ∆) =

∫
dΩ p̄ dΩ∗γ

∑′

spin

MλM∗λ′∫
dΩ p̄ dΩ∗γ

∑
spin

|M|2
, (5)

其中M为衰变振幅,
∑
表示对所有粒子的自旋求和,∑′ 表示对除∆ 以外所有粒子自旋的求和, λ 与λ′ 为∆

的螺旋度.

图图图 7 涉及三角奇点的J/ψ → γ p̄∆过程的费曼图. 取自文
献[26]
Figure 7 The Feynman diagram for the radiative decay process J/ψ→
γ p̄∆ involving a TS. Taken from ref. [26].

利用ρλλ′ 可以定义可观测量P∆,

P∆ =
ρ11 − ρ33

ρ11 + ρ33
, (6)

其中ρ11 和ρ33 分别为∆ 重子的自旋密度矩阵对角元,

相应于∆螺旋度为 1
2 和

3
2的概率. 因此, P∆ 描述了∆ 具

有螺旋度 1
2 与

3
2 的概率之间的不对称性. 根据定义,

P∆ 的取值范围为−1到1. 若三角奇异性机制主导该反

应,我们预期在三角奇点附近P∆ 应趋近于1. ρ33 可通

过∆衰变产物(即π介子或核子)在∆静止系中的角分布

提取,具体关系为 [45]

W(cos θ) =
1
4

[
(1 + 4ρ33) + (3 − 12ρ33) cos2 θ

]
, (7)

而ρ11 可由关系式ρ11 + ρ33 =
1
2 导出.

图 8展示了在∆质量分别取1.182, 1.232和1.282

GeV 时, P∆随Mγ∆的变化关系. 从图中可以看出, P∆
的峰值出现在与不同∆ 质量相对应的三角奇点位置

处,这与理论预期相符.需要指出的是,这种对Mγ∆ 的

依赖关系明显不同于简单共振态模型的预期:在共振

态模型中, Mγ∆的依赖主要来源于共振态传播子的分

母, 而在计算式 (5)中的比值时, 这种依赖抵消了. 因

此,自旋观测量P∆ 可用于检验不变质量谱中的结构究

竟是源于三角奇点还是共振态.

此外值得注意的是, 在M∆ = 1.182 GeV 的情形

中(图 8中的红色虚线), P∆ 在Mγ∆ ≈ 1.72 GeV 处出现

了一个小的隆起,对应于pω阈值.正如上文所解释的

那样, 在pω 阈值处, 由于运动学条件的影响, 螺旋度

为± 1
2 的∆产生过程会被增强. 对于∆取其他质量的情
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图图图 8 在J/ψ→ γ p̄∆过程中P∆随Mγ∆的分布.取自文献[26]
Figure 8 The SDME asymmetry P∆ with regards to Mγ∆ in the J/ψ→
γ p̄∆ decay. Taken from ref. [26].

形,由于pω阈值与三角奇点对应的位置过于接近,因

此未观察到此类结构. 当考虑∆的衰变时,我们预期P∆
的峰结构仍将存在,但其宽度会有所展宽. 然而,通过

在实验中选取∆共振质量附近不同的MπN 区间内的事

例, P∆峰的位置随M∆变化的现象应能被观测到.

6 总结和展望

对散射振幅中运动学奇异性的研究一直备受关

注,其中三角奇点的相关研究近年来已成为强子谱学

领域的一个热点. 本文重点讨论了若干过程中,三角奇

异性机制导致末态粒子自旋取向呈现特定模式并表现

出显著能量依赖性的现象.本文的分析表明,在这些过

程中,三角奇点的存在不仅可以在三角奇点对应的不

变质量处增强粒子的产额,而且增强的是具有特定自

旋态的粒子的产额. 这种自旋取向的能量依赖性反映

了末态粒子处于不同自旋态的相对概率随能量的变化

规律,它不仅与三角奇点产生的能量条件相关,还依赖

于内线粒子动量平行的条件及相关粒子的量子数. 因

此,该依赖性不同于不变质量谱线所体现的能量行为,

并携带了关于反应机制更为丰富的信息.对三角奇异

性机制自旋效应的研究,对于全面理解其物理内涵以

及在实验上验证其贡献具有重要意义.同时,鉴于自旋

观测量对运动学条件具有独特的敏感性,可以预期其

在探索更广泛类型的运动学奇异性方面也具有相当潜

力,值得在后续工作中进行深入研究.
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Spin effects induced by kinematic singularity
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The study of kinematic singularities in scattering amplitudes has long been a topic of interest, with research on triangle
singularities becoming a hot issue in hadron spectroscopy in recent years. On one hand, this is because there has been
a long-standing expectation to find experimental evidence for the existence of triangle singularities. On the other hand,
the contribution of the triangle singularity mechanism may affect the interpretation of certain hadronic state signals, thus
holding particular significance for hadron spectroscopy research. Unlike previous studies that primarily focused on the
impact of the triangle singularity mechanism on invariant mass spectra, this paper emphasizes how, in certain processes,
the triangle singularity mechanism leads to specific patterns and strong energy dependence in the spin orientation of final-
state particles. In fact, this energy dependence of spin orientation reflects the variation in the relative probabilities of
final-state particles appearing in different spin states as a function of energy. It is not only related to the energy conditions
for triangle singularity production but also to the collinear momentum condition of internal particles and their quantum
numbers. Therefore, it differs from the energy dependence corresponding to the invariant mass spectra and carries richer
information about the reaction mechanism. The study of the spin effects of the triangle singularity mechanism plays an
important role in gaining a more comprehensive understanding of its physical effects and in experimentally verifying its
contributions. At the same time, due to the unique dependence of spin observables on kinematic conditions, it can be
expected that spin observables hold certain potential for studying more general kinematic singularities, warranting further
investigation.

kinematic singularity, spin effect, invariant mass spectrum
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