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摘要 本文系统性回顾了我们课题组在“构型空间统计几何”这一相变研究新范式上的一系列工作.该方法通过

分析蒙特卡罗采样的微观构型间的距离分布,从原始数据中无监督地识别相变并提取普适临界行为.我们展示了

该范式如何从一个针对复杂模型的数值探索,发展为一个普适的经验性标度律,并最终建立起连接构型空间几何

量与实空间关联函数的解析理论框架. 该工作揭示了宏观临界性在微观构型几何中的编码方式,为研究序参量未

知的复杂相变问题提供了一个全新的、“白箱”式的可解析数据驱动视角.
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1 引言

相变作为统计物理与凝聚态物理学的核心概念,

深刻揭示了构成物质的微观粒子在宏观尺度上集

体行为的普适规律 [1]. 朗道-金兹堡-威尔逊(Landau-

Ginzburg-Wilson, LGW)理论框架 [2–4]为理解连续相变

提供了坚实的理论基础,其关键在于通过分析定义系

统对称性破缺所对应的局域序参量,来描述临界现象

中的普适行为. 然而, 随着相关研究的深入与各类新

奇物态的发现,物理学逐渐遇到越来越多难以完全纳

入传统LGW范式的复杂系统.在几何阻挫磁体 [5]、拓

扑物态 [6, 7]以及非平衡物态如多体局域化(Many-body

Localization, MBL) [8, 9]等前沿领域中,寻找一个简单的

局域序参量往往异常困难甚至不可行. 这一挑战促使

人们迫切需要发展超越传统序参量的新研究范式.

一条重要的研究路径源于对系统微观自由度进行

直接统计分析.例如,在MBL等非平衡量子问题中,利

用波函数本身刻画相与(可能发生的)相变是一种常见

的分析方法. 进一步,定义在希尔伯特空间中的汉明距

离(rH)已成为一个核心可观测量, 它能有效刻画量子

态的延展性或局域性,并在量子模拟实验中发挥关键

作用 [10–14]. 在这一类非平衡问题中,希尔伯特空间中

的构型分布,以及构型之间的距离分布蕴含了相与相

变的全部信息,这自然引出一个更深层次的问题:我们
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能否从希尔伯特空间出发、用一种较为普适的方法去

描述更一般的平衡态相与相变?这正是本系列研究最

初的动机.

在数据科学迅速发展的背景下,利用无监督机器

学习方法从海量无标签数据中自动识别相变,已成为

一个新兴且活跃的研究方向 [15]. 其中一类工作从服

从系统物理规则的抽样微观构型出发,通过分析这些

微观构型组成的高维数据结构得到系统的相变信息.

值得注意的是, 诸多先进流形学习算法, 如主成分分

析 [16–18]、扩散图嵌入 [19, 20]、内禀维度分析 [21–23]等,

其底层输入信息亦为采样构型间的两两距离矩阵——

这些方法成功的物理内涵应来源于我们所关注的希尔

伯特空间构型距离的分布(P(rH)). 然而,这类机器学习

方法通常依赖复杂且物理意义不明确的“黑箱”算法流

程,并引入如核函数选择、超参数调节等人为因素,这

在一定程度上削弱了其“无监督”的纯粹性, 也为深入

理解相关物理机制带来困难.

面对这一现状,我们提出了一条算法更直接、内

涵更物理的研究路径: 与其将希尔伯特空间中的距离

分布作为复杂机器学习算法的输入,不如直接利用统

计物理的工具来分析P(rH)这一信息源头的统计几何

性质. 这一思路旨在建立一个“白箱”式的、可解析的

无监督数据驱动方法. 它既继承了传统物理学的严谨

性——其核心观测量最终可以被解析地与基础物理

量(如关联函数)联系起来; 又具备了现代数据科学的

强大能力——能够在没有先验知识的情况下,从原始

数据中提取出普适的临界行为.

本文通过系统回顾我们课题组在此方向上的一

系列工作,揭示希尔伯特空间距离的统计几何分析与

传统物理量的解析联系及其深刻物理内涵. 我们将

展示,这一研究范式如何从针对复杂阻挫模型的初步

数值探索,逐步发展为一条经广泛验证的普适经验标

度律,并最终在为应对数值挑战所构建的理论框架中

获得完整而统一的解析诠释. 我们将阐明, 宏观临界

普适性如何被深刻编码于微观构型空间的全局统计

几何特征中,从而为理解相变与临界现象提供新的理

论视角. 文章的结构安排如下: 第2节以笼目自旋冰

模型为例, 介绍了利用构型距离分布探测Berezinskii-

Kosterlitz-Thouless(BKT)相变的初步唯象探索; 第3节

将该方法推广至一般模型,并总结出关于距离方差的

经验性标度律;第4节建立了连接构型空间几何量与实

空间关联函数的解析理论框架,并解释了量子相变中

的基矢依赖性问题;第5节进一步探讨了如费雪信息和

宇称指数等全局或非局域探针在拓扑相变中的应用;

最后, 第6节对全文进行总结并展望了未来的研究方

向.

2 方法的初步探索:构型距离分布与BKT相
变

如引言所述,我们工作的核心思想是,相变的普适

信息蕴含在系统所有可能构型构成的希尔伯特空间

的几何结构中. 本节将回顾我们最初的探索, 即如何

通过直接分析这一空间的几何特征来探测相变.这项

初步研究选择了一个具有高度挑战性的模型作为试

金石——笼目晶格上的自旋冰模型,它不仅具有几何

阻挫,还经历两次连续的、由拓扑缺陷主导的BKT相

变 [24].

2.1 核心思想与距离的定义

在探索超越传统序参量的方法时,我们首先注意

到, 对于BKT相变这类特殊的临界现象, 一些传统的

热力学量在探测相变时会遇到困难. 例如, 比热Cv峰

值位置往往偏离真实的临界点,且峰高不随系统尺寸

表现出显著的标度行为,使得精确确定相变点变得棘

手 [25–28]. 这一挑战促使我们去寻找一个对临界行为更

敏感、更普适的新探针.

我们的出发点是这样一个假设: 系统的热力学状

态,无论是通过其配分函数还是波函数描述,其全部信

息都编码在构型s的概率分布中. 因此,构型与构型之

间的“差异”或“相似度”理应是一个核心的描述量. 对

于由离散自由度(如伊辛自旋)构成的系统, 最直接的

差异度量是汉明距离rH(本文采用下标H标记定义在

希尔伯特空间中的距离,用以区别实空间距离r). 其物

理定义是两个构型中自旋指向不同的格点数目. 对于

一个拥有N个格点的伊辛自旋系统, 其归一化的数学

形式可以巧妙地写为

rH(s, s′) =
1

2N

N∑
i=1

(1 − sis′i), (1)

其中si, s′i = ±1. 该距离的取值范围为[0, 1], 0代表构型

完全相同, 1代表完全相反.值得强调的是,汉明距离并
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非一个纯粹的数学工具,它在MBL等领域已被广泛用

作一个核心的物理可观测量,用以探测量子态在希尔

伯特空间中的结构 [10–12]. 这为我们将其应用于平衡态

相变研究提供了坚实的物理基础.

2.2 可行性验证: 笼目自旋冰模型

为了在一个严苛的环境下验证上述思想,

即P(rH)包含了描述相与相变的完整信息, 我们考察

了笼目晶格上的伊辛模型, 其哈密顿量包含最近邻

的反铁磁相互作用(J1 > 0)和次近邻的铁磁相互作

用(J2 < 0) [29, 30]:

H = J1

∑
⟨i, j⟩

sis j + J2

∑
⟨⟨i, j⟩⟩

sis j, (2)

这里si = ±1表示晶格i上的经典自旋. 在J2/J1 =

−1/3的参数下, 该模型因其基态的六重简并(形成所

谓的“六态时钟自旋冰”)以及从低温有序相到高温无

序相过程中经历一个中间临界相(准长程有序), 而成

为一个理想的测试平台 [24].

我们通过大规模经典蒙特卡罗模拟,系统地研究

了该模型中P(rH)随温度变化的演化规律 [31], 其结果

如图1所示. 在三个不同的物相中, P(rH)呈现出截然不

同的、信息量丰富的形态特征.

(1) 低温有序相(T < Tc1): P(rH)呈现出位于0、

1/3、2/3、1等处的多个尖锐峰,这直接反映了系统在

六个简并基态附近涨落的Z6离散对称性. 一个重要的

细节是,随着温度升高,代表单个基态内部涨落的0峰

和1峰会向中心0.5移动; 而代表不同基态间相对距离

的1/3峰和2/3峰的位置则几乎保持不变,这体现了低温

有序态Z6对称性结构的鲁棒性.

(2)中间临界相(Tc1 < T < Tc2): 进入BKT相后,离

散的峰结构消失.此时的分布呈现出一种复杂的、非

单峰的宽阔形态,在数值上可以被很好地拟合为两个

宽缓高斯分布的叠加. 这种形态是系统从Z6离散对称

性破缺“融化”为具有幂律关联的U(1)连续对称性临界

相的直接体现.

(3)高温无序相(T > Tc2): 在高温极限下, 所有构

型等权出现, P(rH)最终演变为一个以0.5为中心的高斯

分布,表现出无关联的统计特征.

图图图 1 笼目自旋冰模型的晶格示意图(a)及构型距离分
布P(rH)随温度T的演化(b). (b)中热图的颜色代表概率密
度,其清晰地展示了低温有序相的多峰结构、中间临界相的
宽缓分布以及高温无序相的单一高斯峰结构. 图片改编自文
献[31]
Figure 1 Schematic diagram of the lattice (a) and the evolution of the
configuration distance distribution P(rH) with temperature T (b) for the
kagome spin ice model. In (b), the colors of the heat map represent the
probability density, which clearly shows the multi-peak structure of the
low-temperature ordered phase, the broad distribution of the intermedi-
ate critical phase, and the single Gaussian peak structure of the high-
temperature disordered phase. The figure is adapted from ref. [31].

这种P(rH)分布形态的突变,不仅清晰地区分了不

同的物相,更促使我们对其开展定量分析.通过观察数

据, 可尝试对不同温度T下的P(rH)多峰结构进行正态

分布拟合,并进一步将首个峰的有效高度1/∆
√

2π作为

序参量的候选量,进行有限尺寸标度分析.假设该量满

足BKT相变所特有的尺度行为:

1

∆
√

2π
Lb = FBKT

(
L

e
c√

t

)
, (3)

其中b和c为待定的临界指数, t = |T − Tc|/Tc表示归一

化的温度偏离. 采用这一具有BKT特征的标度形式,对

上述量进行有限尺寸缩放分析,如图2所示,我们成功

地以较高精度确定了两个相变点Tc1和Tc2
[31].

此外, 为了验证该方法的优越性, 我们还将其与

当时流行的另一种无监督机器学习方法——内禀维

度(Id) [21–23]——进行了对比. 结果表明,虽然Id也能感

知到相变的存在,但其难以较为准确地确定相变点. 更
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图图图 2 基于构型空间测量、服从式(3)的笼目自旋冰模型的
有限尺寸标度分析. (a) Tc1; (b) Tc2. 两图共享图例. 图片改编
自文献[31]
Figure 2 Finite-size scaling analysis of the kagome spin ice model
based on configuration space measurements and obeying eq. (3). (a)
Tc1; (b) Tc2. Two panels share the same legend. The figure is adapted
from ref. [31].

重要的是,计算内禀维度Id时需引入人为调节的参数,

这减弱了其无监督属性和数据的准确性,同时加大了

数据处理的计算量(详见文献[31]第IV节的论述). 这初

步证明了我们基于P(rH)的分析方法不仅可行,而且相

对于一般的机器学习算法更加稳健和精确.

2.3 初步结论与待解决的问题

这项在笼目自旋冰模型上的初步研究取得了成

功. 它首次证明,通过直接分析蒙特卡罗采样构型的距

离分布P(rH),我们可以在无需预先知道系统序参量的

情况下,有效地区分物相并精确定位复杂的BKT相变

点. 这表明, P(rH)作为一个新颖的数值分析工具具有

巨大的潜力.

然而,这一探索本质上是唯象的,并留下了一系列

亟待解决的根本性问题,这些问题是我们后续研究的

核心驱动力:

(1) 方法的普适性, 首要任务是验证该方法是否

仅适用于笼目晶格的BKT相变,还是对其他类型的相

变(如连续相变、一级相变)和更广泛的模型(如具有连

续自由度的XY模型)也同样有效;

(2) 核心观测量, 需要探究是否存在一个比“峰

高”更基础、更普适的统计矩,以统一地描述各类临界

现象;

(3)物理内涵,必须阐明构型空间的几何统计量探

测相变的微观物理机制,并建立其与实空间物理量(如

关联函数和临界指数)的解析联系.

解答这些问题,将是把这一新颖的数值观测推广

至一个自洽的物理理论框架的关键.

3 方法的广泛适用性与一个经验性标度律

的发现

上一节的论述验证了利用构型距离分布P(rH)探

测复杂相变的可行性,但该方法仍具有较强的唯象特

征. 本节将系统阐述如何将这一原本针对特定模型的

数值方法,推广为一个具有广泛适用性的通用分析框

架,并在此过程中揭示一个深刻的经验性标度律 [32].

3.1 从特例到普适: 框架的推广

要回答该方法是否具有普适性,我们必须首先克

服其在方法论上的局限. 文献[31]所讨论的汉明距离

仅适用于伊辛自旋等二能级系统.因此,构建一种更为

广义的距离度量,并从中提炼出更具普遍性的统计观

测量,是实现该方法普适化的重要前提之一.

3.1.1 从汉明距离到广义度量: 方法的拓展

为了将分析框架推广至具有更丰富局域自由度的

系统,我们以q-态时钟模型作为一个典型范例. 该模型

的哈密顿量通常写为

H = −J
∑
⟨i, j⟩

cos(θi − θ j), (4)

其 中, 格 点i上 的 自 旋 自 由 度 由 角 度 变 量θi描

述, 其 取 值 被 限 制 在q个 离 散 方 向 上, 即θi ∈
{2πk/q | k = 0, 1, . . . , q − 1}. 显然, 定义在二能级格点

中的汉明距离仅能区分“相同”与“不同”两种状态, 已

不足以刻画这类多值角度变量之间更为精细的“差异

程度”.

为此, 可以引入一个更为广义的距离定义——基

于角度变量的1-范数距离. 对于两个构型sα和sβ,设它

们在格点i上的局域角度分别为θαi和θ
β
i ,则二者之间的

归一化局域距离定义为这两个角度在圆周上的最短弧

长:

di(θαi , θ
β
i ) =

1
π

min
{
|θαi − θ

β
i |, 2π − |θ

α
i − θ

β
i |
}
. (5)

该距离将圆环上的角差映射到区间[0, 1],表示两

点间相对位置的最小归一化距离. 整个构型空间中的
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归一化距离rH定义为所有格点上局域距离的平均值:

rH =
1
N

N∑
i=1

di. (6)

这一距离度量具有两个重要优势: 首先, 在物理

意义上直观明确——它刻画了构型在连续状态空间中

的几何差异,可视为传统汉明距离中“差异度”概念在

连续角度模型中的自然推广. 其次, 在数学上具备良

好的兼容性: 当系统退化为伊辛模型(即q = 2,角度仅

取0或π)时, 上述距离取值非0即1, 恰好还原为归一化

的汉明距离. 因此,该定义不仅适用于更广泛的序参量

结构,还保持了与离散情形的一致性.

3.1.2 核心观测量的提炼: 从“峰高”到统计矩

文献[31]采用“峰高”作为特征量, 依赖于对分布

曲线的拟合过程, 不可避免引入了一定的唯象性与

主观选择偏差. 因此, 文献[32]构建了一个更为基础、

普适且无偏的分析框架, 转向直接考察构型距离分

布P(rH)本身的无偏统计性质,具体重点关注以下两个

核心观测量.

(1) 距 离 标 准 差: 定 义 为
√

Var(rH) =√
⟨r2

H⟩ − ⟨rH⟩2, 它直接刻画了构型距离分布的整体展

宽程度.从物理图像上看,该量反映了在热力学或量子

涨落作用下,系统在希尔伯特空间中采样到的构型集

合的“弥散”范围.我们预计在相变临界区域,随着长程

关联的形成和系统对称性的演化,构型空间的几何结

构将发生显著重构,这种变化将在分布的宽度上清晰

体现,表现为标准差在临界点附近出现异常增强或标

度行为.

(2) 参与熵: 定义为香农熵S rH = −
∑

rH
P(rH)

× ln P(rH), 用于量化距离分布的信息含量. 该熵值

表征了构型距离取值的多样性与不确定性. 通常情况

下, 在临界点附近系统涨落最为复杂, 多尺度结构共

存,导致构型采样更加均匀或呈现特定的非均匀模式,

从而使参与熵表现出极值、拐点或奇异的标度特性,

成为识别相变点的敏感探针.

通过将分析视角从模型依赖的“峰高”提升至更

具普适性的统计矩——即距离标准差
√

Var(rH)与参与

熵S rH , 并结合广义构型距离的定义,我们建立起一套

不依赖具体模型细节、适用于多种量子或多体系统的

通用分析框架. 这一框架不仅增强了方法的客观性与

可迁移性,也为探索未知相变和复杂序提供了新的工

具. 接下来的关键步骤是对该框架的普适性与有效性

进行系统性的数值验证,涵盖不同维度、对称性和相

互作用类型的模型,以检验其在实际应用中的鲁棒性

与分辨能力.

3.2 系统性验证与一个经验性标度律的发现

在构建了包含广义距离定义与普适统计观测量

的分析框架后,需对其有效性与普适性进行系统的数

值验证. 为全面评估该框架在不同物理情境下的适用

性, 文献[32]选取了一系列凝聚态物理中具有代表性

的二维经典晶格模型,涵盖多种相变类型、对称性结

构以及局域自由度形式. 具体包括: 具有Z2对称性的

伊辛模型(经历连续相变)、具有Zq对称性的q-态时钟

模型(当q > 5时呈现两次BKT相变), 以及具有U(1)连

续对称性的XY模型(经历BKT相变). 通过在这些典型

体系中的测试,系统地检验了新框架在识别相变和刻

画临界行为方面的鲁棒性与广泛适用性.

3.2.1 框架的广泛有效性

一系列经典自旋模型的数值模拟结果表明,
√

Var(rH)与S rH这两个核心观测量在所有研究的模型

中均能有效捕捉相变信号. 以距离标准差
√

Var(rH)为

例,其在各类模型的相变点附近均展现出显著的临界

标度行为.如图3(a)所示,二维经典Ising模型的构型距

离分布P(rH)同样清晰表征了两个相. 进一步, 假设距

离标准差
√

Var(rH)满足连续相变的有限尺寸标度行

为:

L
b
ν

√
Var(rH) = Fcon

(
tL

1
ν

)
, (7)

这里ν是关联长度指数, b是未知的拟合指数. 如

图3(c)所示, 不同尺寸的数据塌缩至一条光滑的曲

线,所得临界温度Tc和临界指数ν和理论值一致.

类似地,对于六态clock模型中的两个BKT相变,假

设其标度率满足

Lb
√

Var(rH) = FBKT

(
L

e
c√

t

)
, (8)

这里b和c均为未知的拟合指数. 图4所示,相应的数据

塌缩得到了与文献中一致的相变温度.尤为值得注意
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图图图 3 (a) 二维经典伊辛模型构型空间距离分布P(rH)随温
度T的变化; (b)构型距离分布标准差

√
Var(rH); (c)其有限尺

寸数据塌缩结果.图片数据来自文献[32]
Figure 3 (a) Evolution of the configuration-space distance distribution
P(rH) with temperature T for the 2D classical Ising model; (b) the stan-
dard deviation of the configuration distance distribution

√
Var(rH); (c)

its finite-size data collapse result. The data is adapted from ref. [32].

图图图 4 (a)二维6-state clock模型构型空间距离分布P(rH)随温
度T的变化; (b)构型距离分布标准差

√
Var(rH); (c)其有限尺

寸数据塌缩结果. (a)对应系统边长为L = 80; (b)和(c)数据点
对应尺寸为L = 12–174,间隔为18. 图片数据来自文献[32]
Figure 4 (a) Evolution of the configuration-space distance distribution
P(rH) with temperature T for the 2D 6-state clock model; (b) the stan-
dard deviation of the configuration distance distribution

√
Var(rH); (c)

its finite-size data collapse result. (a) corresponds to a system size of
L = 80; data points in (b) and (c) correspond to sizes from L = 12 to 174
with a step of 18. The data is adapted from ref. [32].

的是, 通过数值拟合对比不同相变类别下的数据塌

缩函数形式, 距离标准差
√

Var(rH)还可用于判别相变

的类型,这为研究未知系统的相变特性提供了有力工

具 [32].

此外, 图4中6态时钟模型的P(rH)与图1中笼目自

旋冰模型的结果极为相似——尽管这两个模型的局域

自由度不同,但其相变属于同样的相变普适类. 该结果

预示了构型距离分布可能包含了相变的普适类信息.

与此同时,参与熵S rH为临界点的确定提供了有力

的交叉验证. 如图5所示,二维伊辛模型的归一化参与

熵S rH/S max在相变点表现出锐利的尖峰; 通过对峰的

位置做有限尺寸外推,所得的相变点在误差范围内和

对距离标准差
√

Var(rH)数据塌缩的结果是吻合的. 文

献[32]展示了一系统经典自旋模型的结果, 面对各类

模型的不同的局域自由度和相变类型,参与熵均能较

为准确地确定相变点.

3.2.2 普适经验性标度律的发现

在系统性数值实验取得成功的基础上,进一步的

分析揭示出一条更为深刻的数值规律. 值得注意的

是, 从
√

Var(rH)的有限尺寸标度行为中直接提取的标

度指数——即b/ν(适用于连续相变)或b(适用于BKT相

变)——在文献[32]研究的所有经典自旋模型中, 均与

相应相变普适类的反常维度η高度一致. 这一结果表

明,可能存在一个跨越多种相变类型的普适性经验标

图图图 5 (a)二维经典伊辛模型中,由S rH /S max峰值位置定义的

有限尺寸临界点T ∗c (L); (b) 其有限尺寸外推外插. 图片改编
自文献[32]
Figure 5 (a) The critical points T ∗c (L) defined by the peak positions of
S rH /S max for the Ising model; (b) its finite-size extrapolation. The figure
is adapted from ref. [32].
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度律:

b
ν
= η (对于连续相变), (9)

b = η (对于BKT相变), (10)

其中, 反常维度η是临界现象理论中的核心临界指数

之一, 它刻画了系统在临界点处实空间两点关联函

数C(r)的幂律衰减行为: C(r) ∼ r2−d−η. 该经验关系将

构型涨落统计的标度特性与关联函数的代数衰减直接

联系起来,暗示其背后可能存在更深层次的理论结构,

值得在未来工作中深入探究.

至此,文献[32]在两个层面上取得了重要进展:首

先,成功将构型距离分析法从针对特定模型的方法推

广为一个普适性理论框架,并确立了
√

Var(rH)与S rH作

为其中稳健的核心观测量. 其次,更为重要的是,我们

发现了一个深刻且普适的经验性标度律.然而,这一经

验性标度律的出现本身构成了一大理论谜题:为何一

个定义在抽象高维构型空间中的几何统计量——即距

离分布的宽度——其标度行为竟会精确对应于描述实

空间物理现象的核心临界指数—— 反常维度η, 即关

联函数的长程衰减特性? 这两个分别属于物理描述不

同层次的量之间,似乎存在着某种尚未被揭示的、深

刻的理论联系.建立连接二者之间的理论桥梁,并从第

一性原理出发为这一数值规律提供根本性解释,已成

为我们下一阶段研究的核心目标与主要驱动力.

4 理论的统一:从量子相变的挑战到解析框
架的建立

前两节的工作成功地建立并验证了一套通过构型

距离分布分析经典相变的普适框架,并最终凝练出一

个深刻的经验性标度律. 然而, 一个自然且关键的问

题随之而来: 这套在热涨落驱动的经典相变中被证明

行之有效的框架,是否同样适用于由量子涨落驱动的

量子相变, 是一个亟待验证的关键问题. 本节将以文

献[33]的内容为基础回答这一问题. 在将研究拓展至

量子领域时所遭遇的一个关键“反常”现象,反过来激

发了对方法本身的深刻反思,并最终催生了一个能够

统一解释整个系列工作的解析理论框架.

4.1 量子相变与关键反常现象:横场伊辛模型

为了探究我们方法在量子相变中的有效性,

我们选择横场伊辛模型(Transverse-field Ising Model,

TFIM)作为研究范例. 该模型是理论与实验上研究量

子相变最具代表性的“范例系统”之一,其哈密顿量为

HTFIM = −J
∑
⟨i, j⟩
σ̂z

i σ̂
z
j − h

∑
i

σ̂x
i , (11)

其中, J > 0表示铁磁相互作用强度, h为横向磁场的强

度.在一维情况下,该模型在临界磁场hc处经历一个从

铁磁相(当h < hc)到顺磁相(当h > hc)的二阶量子相变,

其普适类与二维经典伊辛模型相同.

我们首先在对应于传统序参量⟨σ̂z⟩的σ̂z表象基

矢下, 采用随机级数展开(Stochastic Series Expansion,

SSE)量子蒙特卡罗方法 [34]对系统基态进行采样,并计

算不同构型之间的汉明距离分布P(rH). 数值结果表明,

该方法在量子体系中初步取得了预期效果. 如图6所

示,汉明距离的标准差
√

Var(rH)在临界点hc = 1附近展

现出清晰的临界标度行为,并呈现出良好的数据塌缩

特性. 这一结果初步验证了构型空间几何分析方法在

研究量子相变问题中的可行性.

为进一步检验该方法的鲁棒性,我们设计并开展

了一项关键的控制实验: 在与序参量正交的σ̂x基底下

重复相同的测量与分析流程. 令人意外的是,出现了一

个显著的“反常现象(Anomaly)”: 如图7所示,
√

Var(rH)

图图图 6 一维横场伊辛模型在σ̂z基矢下
√

Var(rH)的有限尺寸
行为. (a)

√
Var(rH)在临界点附近随系统尺寸L的幂律衰减行

为; (b)采用二维伊辛普适类临界指数的数据塌缩. 图片改编
自文献[33]
Figure 6 Finite-size behavior of

√
Var(rH) on the σ̂z basis for the 1D

TFIM. (a) The power-law decay behavior of
√

Var(rH) with the system
size L near the critical point; (b) data collapse using the critical expo-
nents of the 2D Ising universality class. The figure is adapted from ref.
[33].
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图图图 7 一维横场伊辛模型在σ̂x基矢下
√

Var(rH)的有限尺寸
行为. (a)

√
Var(rH)在临界点附近随系统尺寸L的快速幂律衰

减行为; (b)
√

Var(rH)经过非临界的L−d/2重标度后的数据塌

缩图,子图为重标度前原始数据. 图片改编自文献[33]
Figure 7 Finite-size behavior of

√
Var(rH) in the σ̂z basis for the 1D

TFIM. (a) The rapid power-law decay behavior of
√

Var(rH) with the sys-
tem size L near the critical point; (b) the data collapse plot of

√
Var(rH)

after non-critical rescaling by L−d/2, the inset shows the original data
before rescaling. The figure is adapted from ref. [33].

的临界行为完全消失. 尽管其数值随横场h平滑变化,

但在临界点附近,不同系统尺寸的曲线既未表现出发

散趋势,也未出现标度交叉,因而无法进行有效的有限

尺寸标度分析 [33].

这一反常现象表明,
√

Var(rH)所呈现的临界行为

并非一种普适的、与测量方式无关的数学特性,而是

深刻依赖于系统的物理对称性及观测所采用的基矢选

择.这个看似“失效”的控制实验,恰恰揭示了我们对这

一方法背后物理机制理解的局限,进而促使我们重新

审视Var(rH)的物理意义,特别是其对应的可观测量本

质,以及其基底敏感性的微观起源. 为此,我们必须回

归第一性原理,构建构型空间中的几何量与实空间物

理量之间的解析联系,从而揭示rH涨落背后的深层物

理图像.

4.2 解析的桥梁: 连接构型空间方差与实空间关联
函数

让我们回归到最基本的伊辛自旋模型,对汉明距

离的统计矩进行严格而系统的理论推导. 考虑汉明距

离的均值⟨rH⟩,根据定义式(1)并利用期望的线性性质,

可得

⟨rH⟩ =
⟨

1
2N

N∑
i=1

(1 − sis′i)
⟩
=

1
2

1 − 1
N

N∑
i=1

⟨sis′i⟩
 . (12)

由于|s⟩与|s′⟩是从同一系综中独立采样得到的,两

点关联可分解为

⟨sis′i⟩ = ⟨si⟩⟨s′i⟩ = ⟨σ̂
γ
i ⟩

2,

其中γ表示测量所采用的自旋基矢方向(如z或x方向).

若系统具有平移不变性,则所有格点上的局域磁化强

度相等,记为⟨σ̂γi ⟩ = mγ. 因此,上述表达式简化为

⟨rH⟩ =
1
2

(1 − m2
γ), (13)

其中mγ具有明确的物理含义: 它代表在γ基矢下单个

自旋的系综平均磁化强度.

需要特别指出的是,在热力学极限下可能发生自

发对称性破缺的系统(例如横场伊辛模型中的铁磁相),

尽管单次测量或有限尺寸模拟通常会落入某个特定的

对称破缺态(如多数自旋向上,导致mz , 0),但一个完

整且符合哈密顿量对称性的统计系综必须包含所有简

并真空态的等权叠加. 对于具有Z2对称性的系统,正负

磁化态在系综中权重相同,因而总磁化强度的系综平

均严格为零, 即mz = 0. 此时, 在σ̂z基下测得的平均汉

明距离恒为

⟨rH⟩ =
1
2
.

这一结果凸显了系综平均与实际观测之间的微妙

差异,也揭示了基矢选择在刻画多体系统几何结构和

相变特性中的关键作用.

4.2.1 与实空间关联函数的联系

进一步,我们转向核心物理量——构型距离的方

差Var(rH). 与距离平均值⟨rH⟩的推导类似,考虑同一系

综中的独立抽样, 将同一格点不同构型的观测分解,

Var(rH)可被精确地推导为 [33]

Var(rH) =
1 − m4

γ

4N
+

1
4N2

∑
i, j

(
C2

i j + 2m2
γCi j

)
, (14)

其中, Ci j = ⟨σ̂γi σ̂
γ
j ⟩ − ⟨σ̂

γ
i ⟩⟨σ̂

γ
j ⟩是实空间中的两点连通

关联函数.

这个公式构成了我们整个理论框架的基石,它在

抽象的构型空间几何量Var(rH)与具体的实空间物理

量mγ和Ci j之间, 建立起了一座精确的解析桥梁. 该公

式揭示了Var(rH)可分解为两个本质不同的贡献:

(1)一项来源于单点涨落(第一项),其幅值随系统

尺寸N成反比衰减,通常表现出非临界特征;
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(2) 另一项则源于两点关联函数(第二项), 它

将Var(rH)明确地与系统中所有格点对之间的关联性

联系起来,尤其包含了关联函数平方和
∑

C2
i j的信息.

正是第二项的存在赋予了Var(rH)探测临界现象的

能力: 在相变点附近,随着长程关联的建立,
∑

C2
i j显著

增强, 从而驱动Var(rH)展现出明显的临界行为. 特别

地, 当满足mγ = 0的条件时——例如在σ̂z基下测量铁

磁相变, 或在任意基下探测顺磁相——式(14)可简化

为如下更简洁的形式:

Var(rH) ≈ 1
4N
+

1
4N2

∑
i, j

C2
i j (mγ = 0). (15)

这一简化形式成为后续所有标度分析的基础. 它

清晰地表明,在零序参量条件下, Var(rH)的临界特性完

全由实空间中两点关联函数的平方和所主导,从而为

我们提供了一个从几何视角理解多体系统临界性的有

力工具.

4.2.2 与静态结构因子的联系

上述建立的解析关系式(15)在动量空间中存在

一个等价且更为直观的对应形式. 对于包含N个格

点的系统,其静态结构因子S (q)定义为实空间关联函

数C(r)的傅里叶变换:

S (q) =
∑

r
e−iq·rC(r).

根据帕塞瓦尔定理(Parseval’s Theorem),实空间中

关联函数模平方的总和与动量空间中结构因子模平方

的总和严格相等:∑
i, j

|C(ri − r j)|2 =
∑

q
|S (q)|2.

将这一恒等式代入我们先前的核心关系式(15),

可得构型空间中汉明距离方差与动量空间物理量之间

的基本联系:

Var(rH) ∝ 1
N2

∑
q
|S (q)|2. (16)

当式(21)成立, 即关联项主导系统的标度行为时,

该关系近似成立. 此式揭示了一个重要物理图像:构型

空间中距离分布的涨落强度,正比于在整个布里渊区

内对静态结构因子强度的积分. 这为从动量空间视角

理解构型涨落提供了清晰而有力的工具.

这一联系为我们的方法赋予了清晰的物理图像.

任何磁有序相的形成——无论是铁磁序(Q = 0)、反

铁磁序(Q位于布里渊区边界),还是其他更复杂的非公

度磁序——其典型特征都是在对应的磁有序波矢Q处,

静态结构因子S (q)中出现尖锐的布拉格峰. 这些峰的

存在会导致S (q)在布里渊区内积分
∑

q |S (q)|2表现出显
著的、随系统尺寸变化的奇异行为,而这种奇异行为

恰好被Var(rH)所捕捉.因此, Var(rH)能够灵敏地探测磁

有序的出现,其根本原因在于它等效于对整个动量空

间中磁涨落的一种全局测量. 尽管对S (q)的完整分析

可以提供关于磁序类型更为细致的信息,但Var(rH)作

为一个简单的标量,其优势在于无需预先知晓有序波

矢Q的具体形式, 便能以“普适”的方式对任意类型磁

序的萌发做出响应,展现出广泛的适用性.

4.3 普适标度律及其适用判据

上一节建立的解析关系式(15)为从理论上理

解Var(rH)的临界行为提供了坚实的基础. 该式表明,

在总磁化强度期望为零的系综中, Var(rH)的临界特性

完全由实空间两点关联函数的平方和
∑

i j C2
i j所主导.

本节将以此为核心出发点,进一步得到Var(rH)在临界

点附近所遵循的普适标度律.

4.3.1 从解析关系到普适标度律

为了推导Var(rH)的有限尺寸标度行为,我们分析

其在临界点(t = 0)附近的行为. 根据式(15), Var(rH)由

两项构成. 第一项为非临界的背景项, 其标度行为

为1/4N ∼ L−d. 第二项是包含临界物理的关键项,我们

可以通过将求和近似为积分来分析其标度行为:

1
4N2

∑
i, j

C2
i j ∼

1
L2d N

∫ L

C(r)2rd−1dr

∼ 1
Ld

∫ L

C(r)2rd−1dr. (17)

在临界点, 关联函数C(r)呈幂律衰减, C(r) ∼
r2−d−z−η(其中量子系统动力学指数z > 0, 经典系

统z = 0). 代入上式积分, 我们得到该项的主要标度
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行为:

1
Ld

∫ L

r2(2−d−z−η)rd−1dr ∼ 1
Ld L2(2−z−η)−d

∼ L4−d−2z−2η. (18)

利用超标度关系式(Hyperscaling Relation)2β/ν =

d + z − 2 + η,我们可以将上式最终写为

1
4N2

∑
i, j

C2
i j ∼ L−

4β
ν . (19)

因此, 距离方差Var(rH)的临界行为由L−d项

和L−4β/ν项竞争决定. 只要临界项的衰减慢于或等

于背景项,它就将主导系统的临界标度.由此,我们得

到了本系列工作的核心理论成果——距离标准差的普

适标度律:√
Var(rH) ∼ L−

2β
ν . (20)

这一结果为第3.2.2节中发现的经验性标度律提

供了坚实的理论基础: 有限尺寸标度指数等于反常维

度η的现象,正是该普适标度律的直接体现. 例如,对于

二维经典Ising普适类(d = 2, z = 0, η = 1/4),超标度关

系给出2β/ν = 2 + 0 − 2 + 1/4 = 1/4 = η;而对于BKT相

变边界,有
√

Var(rH) ∼ L−η,我们的理论亦可自然推广

至此类情形 [33]. 这一推导深刻揭示了构型空间中距离

分布的展宽行为,其临界特性本质上由实空间关联函

数的长程衰减性质所决定.

4.3.2 理论的边界: 适用性判据

上述推导的成立依赖于临界项L−4β/ν的衰减速率

慢于或等于非临界背景项L−d. 这种幂律衰减之间的竞

争关系,自然为所采用的标度律划定了适用范围.为了

确保临界行为能够在有限尺寸系统中被清晰分辨,必

须满足

4β
ν
6 d. (21)

这个不等式与推导中所使用的mγ = 0条件一起,

构成了我们这套分析框架的两个基本适用性判据. 对

于常见理论模型的相变,该判据在大多数情况下都是

满足的. 例如, 二维经典Ising模型(4β/ν = 0.5 < 2),

三维经典Ising模型(4β/ν ≈ 2.07 < 3), 以及一维横

场Ising模型(4β/ν = 0.5 < 1)都满足条件.

4.4 理论的验证与对数值现象的解释

在构建了连接构型空间几何与实空间物理的

解析框架之后, 我们现在能够基于该理论对第4.1节

中TFIM模型的数值结果进行系统性的回顾与物理解

释. 这一过程不仅为理论本身提供了严格的验证,也为

我们最初观察到的数值现象赋予了清晰且自洽的物理

图像.

4.4.1 理论的直接验证(1D TFIM, σ̂z基)

我们首先考察一维横场伊辛模型在σ̂z基矢下的

测量结果. 该量子相变属于二维经典Ising普适类, 其

临界指数为β = 1/8, ν = 1 [3]. 为验证理论的适用

性, 我们检查以下两个判据: (1) 在包含所有简并

基态贡献的完备系综平均中, 总磁化强度mz严格为

零; (2) 判据4β/ν 6 d成立, 即4(1/8)/1 = 0.5 6 1. 两

项条件均满足, 因此理论预言
√

Var(rH)应遵循式(20).

基于已知临界指数, 理论预测的有限尺寸标度指数

为−2β/ν = −2(1/8)/1 = −0.25. 这一结果与我们在

图6(a)中通过数值拟合得到的幂律行为高度一致,从而

为该理论框架提供了直接而有力的支持.

4.4.2 对σ̂x基下反常现象的解释

最后, 该理论框架为第4.1节中观察到的核心现

象——即在与序参量正交的σ̂x基矢下,
√

Var(rH)的临

界行为完全消失——提供了清晰而深刻的物理解释.

根据式(14), Var(rH)的临界特性源于关联函

数Ci j在相变点附近所展现出的长程幂律行为. 然而,

在σ̂x表象中, 相应的两点关联函数Cx
i j并不对应于序

参量的关联. 已有理论分析与数值计算一致表明, 即

使在临界点hc = 1处, Cx
i j也仅呈现快速衰减的幂律

形式(∼r−2), 而在远离临界区的区域则表现为指数衰

减 [35]. 这种缺乏长程发散特征的关联结构,无法通过

式(14)中的空间求和机制诱导出普适的临界标度行为.

因此, 我们的理论明确预言: 在σ̂x测量基矢下,

Var(rH)不会呈现出与临界点hc相关的普适临界现象.

这一预测与图7所示的数值结果高度吻合.该一致性深

刻揭示了
√

Var(rH)并非一个单纯的数学或统计构造,

而是一个具有明确物理内涵的“类序参量”观测量, 其

敏感性直接根植于系统对称性破缺所伴随的临界关

联. 换言之,
√

Var(rH)是否能够有效探测量子相变,取
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决于测量基矢是否能捕获到序参量主导的长程关联信

息.这一发现进一步强调了观测手段与物理本质之间

的紧密联系.

4.5 框架的统一:对广义距离的理论支撑

本节到目前为止建立的解析框架,其严格推导是

基于伊辛自旋的汉明距离. 然而,第3节所展示的方法

的广泛普适性,却是通过在q态时钟模型等上使用更广

义的1-范数距离来验证的. 这就提出了一个关键问题:

即基于汉明距离推导出的理论,为何能够完美解释基

于1-范数距离得到的数值结果.本节旨在回答这一问

题,从而将系列工作统一在一个自洽的理论框架之下.

为了更清晰地揭示其临界行为的本质, 我们首

先引入一个在物理和数学上更易于处理的广义距

离——余弦距离(Cosine Distance):

d′i =
1
2

[1 − cos(θi − θ′i )]. (22)

这一定义具有多重优势: 它与式(4)中的相互作用

项直接关联,物理意义明确;作为一个光滑且解析的函

数, 它便于进行理论分析与数学推导; 在q = 2的极限

下,该距离能自然退化为汉明距离.

利用余弦距离,其协方差Cov(d′i , d
′
j)可以被精确地

计算. 在满足Zq或U(1)对称性的系综中, 可以严格证

明:

Cov(d′i , d
′
j) =

1
8
⟨cos(θi − θ j)⟩2 =

1
8

C2
i j. (23)

这个简洁而严格的结果清晰表明, 余弦距离方

差的临界行为完全由实空间基频关联函数的平方

和
∑

C2
i j主导,因此必然遵循与汉明距离相同的普适标

度律.

现在我们回到1-范数距离. 至于其行为与余弦距

离一致的原因,并非因为它们在数值上处处接近.事实

上,对于小的角度差涨落∆θ → 0——这对应于有序相

中某个特定简并态内部的涨落——两者的行为截然不

同:

d(∆θ) =
1
π
|∆θ| ∝ |∆θ|, (24)

d′(∆θ) =
1
2

(1 − cos∆θ) ≈ 1
4

(∆θ)2 ∝ (∆θ)2. (25)

1-范数距离对小涨落的响应是线性的, 而余弦距

离是二次的. 真正的等价性隐藏在它们完整的数学结

构以及临界现象的本质之中: 1-范数距离的协方差可

以被精确地展开为一个包含所有谐波模式的级数:

Cov(di, d j) =
1
2

⌊ q
2 ⌋∑

m=1

a2
m[C(m)

i j ]2 + Rq, (26)

其中C(m)
i j 是m阶谐波关联函数, Rq是一个仅在特定离散

情况下存在的修正项.

在临界点,这个级数的行为被其第一项(m = 1)以

极高的精度主导. 这并非一个物理假设,而是由两个因

素共同决定的.

(1) 数学上的快速收敛因子: 级数中傅里叶系数

的权重a2
m以1/m4的速度快速衰减,极大地抑制了高阶

项. 例如, m = 3项的权重仅为m = 1项的1/34 = 1/81,

m = 5项的权重仅为1/54 = 1/625. 这是一个纯粹的、

与模型无关的数学事实.

(2)物理上关联函数的衰减特性: 在临界点,系统

的长程物理由衰减最慢的模式所主导,这正是基频模

式C(m=1)
i j . 更高阶的谐波关联函数C(m>1)

i j 对应于能量更

高的激发, 其关联长度更短, 衰减速度远快于基频模

式.

正是这两个因素的共同作用, 使得1-范数距离的

协方差在临界点有效地近似正比于C2
i j,从而表现出与

余弦距离完全相同的临界标度行为.

根据本节的分析以及前期工作的经验可知, 在

确定测量基矢的情况下, 距离的具体定义主要影响

观测量的绝对数值, 而不会改变系统的临界标度行

为及其在有限尺寸分析中的统计收敛性——至少对

于Var(rH)而言是如此. 因此在实际应用中,可依据系统

局域自由度的几何特性灵活选用适配的度量形式. 例

如,针对二能级系统,可采用汉明距离 [31];而对于定义

在平面内的二维经典自旋系统,既可在极坐标系下使

用角度差或余弦距离作为度量标准 [32],也可在正交坐

标系中采用二维向量的欧几里得距离 [22].

5 超越局域探针: 全局与拓扑信息的提取

通过建立构型空间距离方差Var(rH)与实空间

两点关联函数Ci j之间的解析关系, 我们深入揭示

了
√

Var(rH)作为有效相变探针背后的物理机制. 随

之而来的问题是这一理论框架的潜力是否止步于此.
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概率分布P(rH)作为一个富含信息的对象,极有可能还

蕴藏着超越两点关联函数的、更为深刻的物理内涵.

我们将从
√

Var(rH)的物理内涵及其局限性入手,

阐明从分布P(rH)中提取更高阶信息的必要性. 在此基

础上,引入两类不同层次的“全局”探针: 其一是基于信

息论、用于刻画分布整体形态的度量工具,如参与熵

与费雪信息;其二是为捕捉非局域物理特征而专门构

建的全局观测量——宇称指数. 通过将这些新型探针

应用于传统方法难以有效处理的物理情境,我们将展

示构型空间几何分析法在研究范式上的拓展潜力: 从

传统的对称性破缺相变,延伸至拓扑物相等更为前沿

的领域.

5.1
√

Var(rH)的物理本质与局限性

如第4节所述,
√

Var(rH)的临界行为由实空间中两

点关联函数的平方和
∑

C2
i j所主导; 在动量空间中, 这

等价于对静态结构因子S (q)在整个布里渊区上的积分.

这一对应关系清晰地揭示了
√

Var(rH)的物理本质: 它

本质上是一种与两点关联函数等效的实空间准局域

探针.

这一本质属性解释了为何
√

Var(rH)在探测由对称

性破缺所描述的传统相变(即LGW范式下的相变)时极

为有效. 这是因为此类相变的特征——无论是铁磁、

反铁磁,还是其他更复杂的磁有序结构——最终都会

反映在两点关联函数Ci j的长程行为上. 而
√

Var(rH)作

为对Ci j的一种全局积分测度, 能够灵敏地捕捉到长

程关联的形成与演化,从而成为识别这类相变的有力

工具.

然而, 正是这一物理本质也决定了
√

Var(rH)的局

限性. 在面对那些无法通过局域序参量和两点关联函

数有效描述的相变时,该量可能失效. 一个典型的例子

是对称性保护拓扑相(Symmetry-protected Topological,

SPT)之间的相变.在这类相变中,系统在相变前后可能

均具有有限的关联长度,其两点关联函数不表现出任

何奇异性,相变的本质隐藏于波函数的非局域拓扑特

性之中. 因此,依赖于两点关联信息的探针难以区分不

同的拓扑相, 也无法准确定位相变点. 为了将我们的

分析框架推广至超越LGW范式的物理问题,我们必须

突破
√

Var(rH)的限制, 转而从完整的距离分布P(r)出

发,发掘并构建能够捕捉全局或非局域特征的新观测

变量.

5.2 全局信息度量: 熵与费雪信息

事实上,在第3节中,我们已引入能够刻画P(rH)分

布形态的全局性度量——参与熵S rH . 作为信息论中的

标准度量之一,它依赖于概率分布P(r)的整体结构,而

非局限于某个特定矩(如方差). 正如图5所示, S r的极

值点能够精准地标识有限尺寸系统中的临界点,表现

出良好的标度行为.这一结果初步表明,通过挖掘概率

分布的全局统计信息,是揭示和定位量子多体系统临

界行为的有效途径.

一个更为深刻的理解源于信息几何的视角. 我

们可以将由系统参数(如横场h)所参数化的概率分

布族P(rH; h)视作一个统计流形. 在物理上, 相变点

标志着系统状态发生突变的临界位置; 而在几何意

义上, 这对应于该流形上出现几何奇异性的点. 刻

画这种奇异行为的核心工具之一是费雪信息(Fisher

Information)I(h),其定义为

I(h) =
∑
rH

P(rH; h)
[
∂ ln P(rH; h)
∂h

]2

. (27)

费雪信息量化了两个无穷接近的概率分

布P(rH; h)与P(rH; h + dh)之间的“可区分度”. 当系统

趋近临界点时,概率分布对参数的微小变化变得极度

敏感,导致费雪信息在此处达到峰值.因此,费雪信息

的极大值或许能精确地标识出系统的临界区域,成为

探测相变的有力几何探针.

图8的结果有力地支持了这一观点. 在一维横场伊

辛模型中, 在σ̂x基下测量的
√

Var(rH)无法提供完整的

临界信号(见图7), 表现出对测量基底的敏感性. 相比

之下, 费雪信息I(h)在其峰值处展现出清晰且良好的

标度行为,能够精确确定量子相变点. 这一对比凸显了

费雪信息在该框架中作为一种更强大、更具鲁棒性的

全局探针的优势. 其核心优势在于不依赖于特定测量

基的选择,而是直接量化构型空间几何结构随系统参

数变化的演化速率,这一特性源于对概率分布流形本

征几何的敏感性, 比分布静态信息更为根本. 正因如

此,费雪信息在序参量难以定义或未知的复杂系统中,

展现出识别和定位临界点的巨大潜力.
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图图图 8 (a)一维横场伊辛模型在σ̂x基矢下的费雪信息I(h); (b)
其有限尺寸数据塌缩. 图片改编自文献[33]
Figure 8 (a) The Fisher information I(h); (b) its finite-size data col-
lapse for 1D TFIM in the σ̂x basis. The figure is adapted from ref. [33].

5.3 探索非局域序:宇称指数的构造与应用

费雪信息作为一种全局性的信息度量, 在“探

测”相变方面展现出高度的普适性和灵敏性. 然而,

要深入“描述”相的本质特征, 尤其是诸如拓扑序这类

具有非局域特性的量子序,仅依赖费雪信息是不足的.

因此, 有必要从概率分布P(rH)出发, 构建一个全新的

观测量,使其能够有效捕捉和反映系统的全局拓扑结

构.

5.3.1 局限性: 更高阶矩与特征函数谱并非理想选
择

在探讨如何从P(rH)中提取非局域信息之前,值得

指出的是, 直接计算更高阶的统计矩,例如三阶矩(偏

度, Skewness)或四阶矩(峰度, Kurtosis)虽看似是一个

自然的选择,却不足以捕捉真正的非局域特征. 关键在

于,对于任意有限的k,距离分布的k阶矩所携带的物理

信息最多仅涵盖系统中的k点局域关联函数,其本质上

仍局限于探测局域关联. 这意味着,仅仅通过计算有限

阶的矩,我们无法从根本上跳出局域观测量的范畴.此

外,从数值计算的角度看,高阶矩的估计量对分布尾部

的采样噪声极为敏感,这会导致其统计误差显著增大,

降低了作为可靠探针的稳健性.

我们也考察了直接分析完整的特征函数谱Φ(k) =

⟨eikRH ⟩的路径, 但发现它在实践中应用困难, 并非

理想的无监督探针. 为方便本节的讨论, 我们这

里采用了未归一化的构型距离RH = NrH . 诚然,

Φ(k)在理论上能反映出P(RH)的周期性结构. 例如,

在6态时钟模型的低温有序相中, 其Z6对称性会导

致P(RH)在RH = 0, N/3, 2N/3, N等处呈现周期性峰

值,这将在Φ(k)中表现为km = 6mπ/N(m为整数)处的一

系列布拉格峰.

然而,试图利用这些布拉格峰来识别对称性的做

法在实践中困难重重.

(1) 信号稳健性差: 在有限尺寸和热涨落的影响

下, P(RH)的峰会不可避免地发生展宽和移动.这两种

效应共同导致高阶布拉格峰信号被急剧削弱,极易淹

没在数值噪声中,难以被可靠地识别.

(2) 依赖先验知识: 在上述例子中, 我们之所以

在km = 6mπ/N处寻找信号, 是因为我们已知系统具

有Z6对称性. 对于一个未知系统,我们无法先验地判断

谱中的哪个峰对应真实的物理对称性,这违背了我们

寻求无偏、无监督方法的初衷.

5.3.2 对称性保护的拓扑态宇称指数: 一个非局域
观测量的构造

即使不考虑完整的、复杂的Φ(k)谱,一些特殊k值

也有其深刻的物理意义.以k = π为例, 其定义了一个

宇称指数(Parity Index):

X =
N∑

RH=0

P(RH)eiπRH

=

N∑
RH=0

P(RH)(−1)RH

= P(RH = even) − P(RH = odd). (28)

这一构造保留了特征函数的全局性,以一种非平

庸的方式整合了所有阶的关联信息;且其是一个计算

简单的实数,避免了分析复数谱的复杂性;同时,这是

一个无偏的观测量,其计算不依赖于任何关于系统对

称性的先验知识.

5.3.3 探索性应用: SPT相变

我们将这一新构造的探针应用于一个典型的

非LGW相变模型——一维交错键海森堡链,其哈密顿

量为

H = J1

∑
i∈odd

Si · Si+1 + J2

∑
i∈even

Si · Si+1. (29)
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该模型在J2/J1 = 1处经历一个从拓扑平庸相到拓

扑非平庸相的SPT相变 [36, 37]; 相变点两侧系统的体态

完全相同,这一相变无法由任何局域序参量来描述.

而基于构型距离分布P(rH)的统计几何分析却能

清晰刻画这一拓扑相变. 在拓扑平庸相中, 我们观

察到P(RH)的数值热图呈现出明显的条纹状结构, 如

图9(a)所示,这直观地反映了距离为偶数和奇数的概率

存在显著的不平衡. 此时, X表现为一个有效的拓扑序
参量. 如图9(b)所示,在平庸相(J2/J1 < 1)中, X的值接
近于一个较大的有限值;而在跨越相变点进入非平庸

相(J2/J1 > 1)后, X则迅速趋于零.

这一探索性研究表明,我们的构型空间几何框架

具有巨大的潜力. 完整的距离分布P(rH)中确实蕴含着

超越传统两点关联的非局域信息.通过构造如宇称指

数X这样的全局观测量, 我们有望将这套方法的应用

领域从传统的对称性破缺相变,拓展到更前沿的拓扑

相变研究中.

6 总结与展望

6.1 总结

本文系统性地回顾了我们课题组在构建“构型空

间统计几何”这一相变研究新范式方面所开展的一系

列工作.研究的起点源于一项新颖的数值发现: 在笼目

自旋冰系统中,构型距离分布P(rH)的形态能够有效刻

画其复杂的BKT相变行为.通过系统的数值模拟与分

析,我们进一步将这一观察提炼为一条普适的经验标

图图图 9 一维交错键海森堡链在开边界条件下的构型距离分

析. (a) P(RH)的演化热图; (b) 宇称指数X随J2/J1的变化. 图
片数据改编自文献[33]
Figure 9 Configuration distance analysis of the one-dimensional
staggered-bond Heisenberg chain under open boundary conditions. (a) A
heat map showing the evolution of P(RH); (b) the variation of the parity
index X with J2/J1. The data are adapted from ref. [33].

度律——即
√

Var(rH)的有限尺寸标度指数与临界反常

维度η完全等价.

这一经验规律的发现促使我们在面对量子相变带

来的数值挑战时,发展出一个坚实的解析理论框架. 该

框架首次从第一性原理出发,揭示了Var(rH)与实空间

关联函数之间的深刻联系,从而为前述标度律提供了

严谨的理论解释. 在此基础上,我们将这一方法推广至

更具普适性的全局探针(如费雪信息I(h))和非局域探

针(如宇称指数X),并初步展示了这些工具在处理拓扑

相变等超越传统LGW范式的复杂问题中的潜力.

综上所述,我们的工作建立了一套利用构型空间

几何表征相变的研究范式. 其核心贡献在于,明确揭示

并严格证明了宏观尺度上的临界普适性如何被深刻编

码于微观构型集合的统计几何结构之中. 我们提出的

方法是一种“白箱”式的、可解析的无监督数据驱动路

径,既保持了传统物理学的理论严谨性,又融合了现代

数据科学的强大分析能力,为在缺乏先验知识的前提

下探索复杂相变现象提供了崭新的理论视角与实用工

具.

6.2 展望

从希尔伯特空间,特别是构型距离分布的角度出

发来刻画相变,是一种新颖且富有潜力的相变研究范

式. 我们认为以下几个方向尤为值得关注.

(1)理论层面: 构型空间几何结构的信息边界. 当

前的研究主要聚焦于由两构型距离分布P(rH)所刻画

的几何特性. 然而, P(rH)本质上源于对量子态在计算

基底下测量概率|⟨s|Ψ⟩|2的统计汇总, 这一过程不可避

免地抹去了波函数中蕴含的全部相对相位信息.由此

引出一个深刻的理论问题:我们在经典构型空间中所

揭示的几何结构,与完整保有量子相干性和相位关联

的希尔伯特空间几何之间,究竟存在何种内在对应关

系?换言之,基于经典采样所得的统计几何,在多大程

度上能够反映或逼近真实的量子几何?进一步厘清这

类经典化分析方法的适用范围与理论极限,不仅有助

于评估现有构型空间研究范式的有效性,更可能为突

破经典采样瓶颈指明方向.因此,理解构型空间几何与

量子几何之间的映射关系,并发展能部分恢复相干性

信息的理论工具,将成为该领域未来最关键的理论挑

战之一.
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(2)应用层面: 解决序参量未知的疑难问题.将希

尔伯特空间中的测量应用于当前凝聚态物理中那些序

参量未知或存在争议的疑难问题,是一个充满前景的

研究方向.一个典型的例子是阻挫磁体中的量子自旋

液体(Quantum Spin Liquid, QSL), 其核心特征正是缺

乏传统的磁长程序.我们的理论已经揭示, Var(rH)正比

于静态结构因子S (q)在整个布里渊区的积分. 因此,从

磁序相到QSL相的转变, 必然伴随着Var(rH)有限尺寸

标度指数的质变,这为实验和数值上精确绘制如QSL

等奇异物相的相图边界提供了一个全新的、可操作的

判据. 更进一步,该框架在处理其他超越朗道对称性破

缺范式的复杂问题方面也展现出巨大潜力. 例如, 在

去禁闭量子临界点(Deconfined Quantum Critical Point,

DQCP)的研究中,系统在两个具有完全不同传统序参

量的相之间发生连续相变,传统的序参量描述面临根

本性挑战.而我们的方法不依赖于任何先验的序参量

假设,有望通过揭示构型空间几何结构的演化规律,为

这类非平凡相变提供一种统一且无偏的刻画方式. 此

外,该方法在自旋玻璃等无序系统中的应用也极具吸

引力. 这类系统的物理本质源于高度复杂的构型空间

结构和崎岖的能量景观. 我们的探针能够直接、定量

地反映这些几何特征,从而为深入探测无序系统中能

量景观的拓扑与层级结构开辟了新的路径. 总体而言,

这一基于几何响应与构型空间分析的框架,为解决一

系列长期悬而未决的强关联与无序系统难题提供了强

有力的工具和全新的视角.

(3)实验层面: 连接量子模拟实验. 我们的理论框

架与当前前沿的量子模拟实验具有天然的高度契合

性. 在里德堡原子阵列、超导量子比特等主流实验平

台上,最直接获取的测量结果是通过对量子系统进行

重复投影所获得的大量构型“快照(Snapshots)”. 传统

数据分析方法通常需要从这些快照中重构特定的(有

时是高阶的)关联函数, 这一过程不仅数据需求量大,

且在实验上面临显著挑战. 相比之下, 我们提出的方

法——特别是对Var(rH)和X的计算——仅依赖于对原

始快照数据的全局统计分析,无需精确测量复杂的多

体关联函数. 这大幅降低了数据后处理的复杂度,同时

减少了对特定物理观测量的依赖. 更重要的是,该方法

提供了一种全新、物理意义清晰且基于第一性原理的

数据分析范式,能够高效处理实验产生的海量快照数

据. 通过这一途径,有望直接从实验数据中提取出临界

指数等普适的临界行为信息,而无需预先设定序参量

或依赖相变的具体对称性破缺机制.

(4)更广阔的视角: 在可解析的数据驱动方法中的

定位. 最后,值得将我们的工作置于当前“可解析的”数

据驱动方法探索的更广阔背景中. 当前的一个重要趋

势是从“黑箱”式的机器学习应用, 转向发展物理意义

更透明的“白箱”方法. 这方面的典型例子包括主成分

分析——其第一、第二主成分已被证明在许多模型中

与物理量直接相关 [16–18],和从抽样的微观构型出发的

微观本征态类方法 [38, 39]等. 相比之下, 一些更强大的

流形学习方法, 如扩散图嵌入 [19, 20], 虽然与我们的工

作类似, 同样从构型间的距离矩阵出发, 但其后续引

入的非线性步骤,使得建立其输出与传统物理量之间

的解析联系成为一个巨大的、悬而未决的挑战.我们

的“构型空间几何”框架则独辟蹊径: 它比主成分分析

更普适,同时又不像扩散图嵌入那样难以捉摸,其核心

观测量与基础物理量之间存在明确的解析联系,在通

用性与可解释性之间取得了精妙的平衡. 因此,深入探

索这类可解析的数据驱动方法,理解不同方法之间的

内在联系与各自的适用边界,将是未来计算物理领域

一个极具价值的研究方向.
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This paper systematically reviews a series of works of our research group in the new paradigm of phase transition research,
namely “statistical geometry of configuration space”. This method identifies phase transitions from the raw data in an
unsupervised manner and extracts universal critical behaviors by analyzing the distance distribution between microscopic
configurations sampled by Monte Carlo. We demonstrate how this paradigm has evolved from a numerical exploration
of complex models to a universal empirical scaling law, and, finally, to an analytical theoretical framework that connects
geometric quantities in configuration space with correlation functions in real space. This work reveals how macroscopic
criticality is encoded in the geometry of microscopic configurations, providing a brand-new, “white-box” and analytically
tractable data-driven perspective for studying complex phase transition problems with unknown order parameters.
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