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摘要 空间结构正朝着大型化和柔性化的趋势发展.针对此类结构,往往需通过研制地面缩比样机来验证其功

能的可行性与动力学特性. 为了能够通过缩比样机的动力学模型准确预测空间全尺寸结构的动力学特性,本文基

于相似理论和多柔体系统灵敏度分析提出了一种空间多柔体系统的缩比等效动力学建模方法. 首先,基于量纲分

析和相似第三定理简化了模型间的相似关系,使得相似系统的设计仅需考虑模型的基本量纲标尺,并提出了更简

捷的相似模型设计方法. 其次,基于李群李代数理论和几何精确理论构建了多柔体系统的动力学模型. 此外,为解

决相似缩比模型因部分尺寸缩放后难以加工制备的问题,通过对多柔体系统动力学模型中部分设计参数进行灵

敏度分析以指导缩比样机的结构调整. 所设计的缩比等效模型能通过放松相似性关系对缩比模型设计的强约束

提升缩比模型制造的可行性,同时能通过保持关键设计参数的相似性关系高精度地等效原模型的动力学特性. 最

后,通过数值仿真算例验证了本文所提出的多柔体系统缩比等效动力学模型的可行性和准确性.
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1 引言

随着航空航天技术的持续发展,以运载火箭、空

间可展开结构和空间在轨组装为代表 [1–3]的空间结构

正朝着大型化和柔性化的趋势发展.计算机技术的发

展使得研究者们可通过数值仿真工具分析空间结构的

动力学性能.然而,考虑到大型空间结构动力学特性的

复杂程度,为了准确评估其工作性能,地面实验验证仍

然是不可或缺的. 按照空间结构的真实尺寸制备样机

并进行试验固然可以得到较为精确的结果,但是制造

全尺寸的试验结构成本高昂,且目前通用的实验设备

通常并不支持大型航天设备的试验. 在现有实验条件

的局限下,设计缩比样机并通过缩比样机的试验结果

推测原结构的动力学特性的研究手段已经成为工程实

践中普遍使用的方案.然而,目前研制的地面缩比样机

多用来验证空间结构功能的可行性,且缩比样机的设

计缺乏足够的理论指导,导致其对动力学特性的预测

精度不高. 缩比等效动力学建模 [4–6] 旨在通过动力学

分析手段改进缩比模型的设计,使得缩尺实验的结果

能较好地还原原模型动力学特性. 因此开展空间结构
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等效动力学建模的研究对空间大型结构的设计和地面

缩比样机研制具有重要的理论指导意义.

相似理论解释了自然界和工程问题中不同系统所

展现出的相似性 [7]. 因此, 当在现有条件下难以实现

某一种工况时,研究者们常依据相似理论设计相似缩

比模型并进行缩尺试验来研究原模型的动力学特性.

基于相似理论的缩比等效动力学建模已有诸多成功案

例. 美国的大型运载火箭土星I、土星V和大力神III火

箭都曾在研发过程中利用缩比模型来考察全尺寸火箭

的动力学特性 [8]. 缩比模型的试验结果显示, 全尺寸

火箭的前几阶振动频率和振动模态都得到了较好的

还原,这为大型火箭的成功研制提供了宝贵的试验数

据 [9]. 高兴龙 [10]为准确地推测物伞流固耦合系统在火

星大气层中的行为,基于相似理论推导了系统的相似

准则,进而完成了地面缩比试验装置的设计.缩比试验

结果和全模型结果的较好吻合验证了通过缩比模型

进行物伞系统动力学特性研究的有效性. Cao等人 [11]

将相似理论应用到大型柔性桁架吊杆结构的动力学

特性研究中. 在推导出桁架结构处于不同姿态下的结

构动力学方程后,通过量纲分析法求解了系统的相似

准则, 进而完成了缩比模型的设计和试验. 桂洪斌等

人 [12] 基于相似理论对大型船舶吊装系统进行了缩比

模型的设计和试验,通过和商业软件的仿真结果进行

对比验证了缩比模型和原模型的动力学等效性,并揭

示了吊装系统不同部件的物理特性对系统动力学响应

的影响.然而,这些对于大型结构的等效模型设计方法

普遍局限于结构动力学的范畴,即通过相似缩比模型

对结构振动的前几阶频率和模态进行还原. 即便在文

献[10, 11] 的动力学建模中考虑了系统的大范围空间

运动,但仍然是将系统的响应等效成刚体运动和柔性

变形的叠加,从而将其转化成一个准静态问题,进而通

过结构动力学的知识进行分析.对于具有大范围空间

移动和转动的空间结构,则应基于多体系统动力学理

论建立其动力学方程并进行缩比等效模型设计.

目前,基于多体系统动力学的相似缩比模型设计

研究也已取得了一定的进展. Ghanekar等人 [4]基于相

似第三定理推导了刚柔耦合机械臂系统的无量纲化

相似准则,完成了相似缩比样机的设计,在此基础上考

虑了等效模型加工误差的影响,并设计了控制律以减

小误差影响. 孙施浩等人 [13] 分别推导了卫星在绝对

坐标系、轨道坐标系和体坐标系下的动力学方程,为

进一步在地面模拟航天器的在轨协同运动,基于量纲

分析原理推导了无量纲化相似准则,并完成了缩尺试

验的设计. Ciarciá等人 [14]推导了卫星在轨道平面内运

动的动力学方程,并基于相似第三定理推导了无量纲

相似准则,在根据相似准则设计出缩尺试验的基础上

进一步对试验中万有引力的等效进行了分析. Zong等

人 [15]也通过推导无量纲的相似准则完成了空间机械

臂的相似缩比等效模型的设计,并在缩尺实验中制定

了相应的控制策略来补偿缩比等效模型存在的误差.

然而,现有基于多体系统动力学的相似缩比模型设计

方法仍然存在着局限:一方面,这些方法需要推导系统

所有的相似准则才能完成相似缩比模型的设计.对于

方程参数数量庞大、方程结构复杂的多柔体系统,其

相似准则的计算将是一个十分艰巨的任务.另一方面,

目前的相似缩比模型设计所依据的动力学模型仅适用

于发生小变形或是可以进行运动解耦的系统.而随着

空间结构不断朝着大型化、柔性化的趋势发展,结构

的大变形,以及柔性变形和刚体大范围空间运动耦合

作用的影响将不可忽略 [3].

在对大型柔性结构进行缩尺试验时,物理模型的

实际参数相比理论值会不可避免地存在误差. 因此有

必要通过灵敏度分析 [16](Sensitivity Analysis, SA)来研

究动力学响应对不同参数的敏感性. 研究者们常采用

直接微分法进行灵敏度分析 [4]. 使用该方法需要直接

对系统的动力学方程关于所研究的物理参数求导,从

而得到状态灵敏度变量的时间微分方程. 虽然直接微

分法有着推导简便且便于实施的优势,但是对复杂系

统状态灵敏度的分析将显著降低计算效率 [17]. 相比

直接微分法,伴随变量法 [17]更适用于复杂系统的灵敏

度分析.该方法借助伴随变量规避了对状态灵敏度的

计算,并通过求解伴随变量完成对目标函数的灵敏度

分析. Callejo等人 [18, 19]将离散伴随变量法推广应用到

了多柔体系统动力学模型中,使得对几何精确梁单元

进行灵敏度分析具备可行性. 目前, 灵敏度分析在缩

比等效模型设计中已得到了一定的应用. Ghanekar等

人 [4]在设计出刚柔耦合机械臂的相似缩比模型的基础

上,通过直接微分法研究了系统动力学特性对相似准

则的灵敏度,并基于灵敏度分析的结果在缩尺试验中

引入了误差补偿的控制策略. Adams等人 [20]为解决薄

壁结构的缩比等效模型设计问题,基于灵敏度分析理

论提出了相比传统方法更高效的设计方案.进一步,通
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过对缩比模型固有频率和模态进行分析,验证了缩比

模型和原模型的等效性. 然而,目前基于灵敏度分析对

缩比等效模型的改进多应用于结构动力学问题与小变

形的多柔体系统动力学问题.而对于变形程度更大,非

线性更强的多柔体系统,如何基于灵敏度分析改进等

效模型的设计,尚未见足够的研究.

综上所述,如何设计大型多柔体系统的缩比等效

模型从而通过缩尺试验准确验证全模型动力学响应尚

缺乏足够的理论指导. 本文基于对大型空间柔性结构

缩比模型设计的需求,研究了空间多柔体系统动力学

的等效建模和分析方法. 首先,基于量纲分析和相似第

三定理将相似性判据由分析相似准则转化为分析基本

量纲标尺,提升了相似性分析的效率.其次,利用李群

李代数理论和几何精确理论建立了多柔体系统的动力

学模型. 进一步,本文采用伴随变量法对动力学模型进

行了灵敏度分析,根据灵敏度分析结果放松相似关系

对缩比模型设计造成的强约束,通过确保关键变量的

相似性关系有效确保和原模型动力学的等效性. 最后

通过一系列数值算例验证了所提出的等效建模方法的

有效性和准确性.

2 多体系统的相似模型设计

2.1 量纲分析

任何一个工程问题都需要借助一系列物理量来进

行描述、建模和分析.而每一个具体的物理量需要通

过相应的量纲、单位以及这一物理量在具体单位度量

下的数值大小来进行表达.具体地,量纲表示物理量的

种类属性,单位确定了物理量的度量尺度,而特定物理

量在相应单位下计算得到的倍数则是在相应单位下的

度量大小.

尽管研究者为解决不同的动力学问题定义了众多

的物理量,但是这些物理量的量纲通常可以根据定义

由质量M、长度L和时间T这三个物理量的量纲经过幂

次组合得到. 质量、长度和时间被称为基本物理量,它

们的量纲被称为基本量纲,与之相对的,其他物理量则

被称为派生物理量. 力学系统中常见的物理量的量纲

与基本量纲的关系如表 1所示. 特别地,存在一类特殊

的物理量(如泊松比、阻尼比等),其量纲为M0L0T0,因

表表表 1 力学常见物理量及其对应量纲

Table 1 Common physical properties and their corresponding dimen-
sion in mechanics

物理量 量纲 物理量 量纲

质量 [M] 长度 [L]
时间 [T] 密度 [ML−3]
模量 [ML−1T−2] 泊松比 [M0L0T0]
速度 [LT−1] 力 [MLT−2]
能量 [ML2T−2] 弹簧刚度 [MT−2]

阻尼系数 [MT−1] 阻尼比 [M0L0T0]

而这一类物理量被称为无量纲量.

量纲分析的核心在于根据物理量所必须具有

的形式来分析判断事物间数量关系所遵循的一般

规律. 例如, 记某一种材料的杨氏模量为E, 根据表

1可知E的量纲为[ML−1T−2]. 当基本量纲采用不同的

单位制时, 对应杨氏模量的单位也会随之变化. 于

是尽管这种材料的刚度是一个客观对象, 但是它的

度量大小会随着杨氏模量单位的选择发生改变. 例

如,当基本量纲标尺(M1,L1,T1) = (1 kg, 1 m, 1 s)时,杨

氏模量的单位为Pa; 而当(M2,L2,T2) = (1 t, 1 mm, 1 s)

时, 杨氏模量的单位则为MPa. 这样, E在这两个

基本量纲标尺下的度量大小Ē(M1,L1,T1)和Ē(M2,L2,T2)满

足Ē(M1,L1,T1) = 106Ē(M2,L2,T2).

2.2 相似性和相似第三定理

相似的概念最早是在几何学中提出的,如果两个

几何图形具有相似性,则可通过对这两个图形的等比

例缩放将它们转化成同一图形. 换言之,相似的几何图

形具有相同的形状,而仅仅有形状大小的区别.相似的

概念也可拓展至物理系统中,此时两个物理系统的相

似不仅涵盖了几何特征的相似,其各个物理量在时间

和空间上的分布也需要满足等比例的特征. 在经过时

间和空间的等比例放缩后,这两个物理系统应该能够

转化为同一个系统.因此,如果两个动力学系统具有相

似性,那么除了静态的相似之外,还要求具有动态的相

似 [7],其中常用的相似特征有几何相似、运动相似和

动力相似. 这三个相似特征所给出的具体性质如下.

(1)几何相似

模型和原型的几何形态保持相似, 即模型m和原

型p中任何相应的线性长度应当具有同一个比例,即有

lp1

lm1
=

lp2

lm2
= · · · =

lpn

lmn
= λl , (1)
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其中λl称为这两个物理系统的几何比尺.

(2)运动相似

模型和原型的运动状态保持相似, 即模型m和原

型p中任何对应时刻和对应位置的速度和加速度方向

一致,且速度大小v和加速度大小a分别具有同一个比

例,即有
vp1

vm1
=

vp2

vm2
= · · · =

vpn

vmn
= λv ,

ap1

am1
=

ap2

am2
= · · · =

apn

amn
= λa ,

(2)

其中λv和λa分别称为这两个物理系统的速度比尺和加

速度比尺.

(3)动力相似

模型和原型的作用力相似,即模型m和原型p中任

何对应时刻和对应位置的力方向一致,且大小 f具有同

一个比例,即有

fp1

fm1
=

fp2

fm2
= · · · =

fpn

fmn
= λ f , (3)

其中λ f称为这两个物理系统的动力比尺.

因此,当某一已知系统和未知系统具有相似关系

时,便可基于相似性所满足的比例关系由已知系统的

动力学响应推断出未知系统的动力学响应.

1914年, 美国物理学家Buckingham提出了相似性

分析的一个重要定理,后人将其命名相似第三定理 [7],

又称π定理,其内容如下.

设所关注的物理问题可用i个参量p1, p2, · · · , pi表

示成参量方程 f (p1, p2, p3, · · · , pi) = 0. 如果在这组参

量中有 j个物理量的量纲是相互独立的( j ≤ 7), 则由

这组参数可导出k = i − j个无量纲量π1, π2, · · · ,πk,其

中πl = pal1
1 pal2

2 · · · p
ali
i (l = 1, 2, · · · , k),利用这些无量纲

量可将上述参量方程转化为 f̄ (π1, π2, · · · ,πk) = 0. 两

个物理系统相似的充分必要条件为由两系统物理参数

分别确定的相似准则对应相等.

π定理在动力学系统的等效模型设计问题中有广

泛的应用,其中构造无量纲量的流程可概括如下.

(1) 列出问题所涉及的变量及其量纲, 记其数量

为i, 同时根据这些物理量确定所用的基本量纲, 记其

数量为 j.

(2)在上述i个参量中,选择 j个量纲独立的参量作

为重复参量. 根据π定理,必然能够利用这些重复参量

将剩余变量无量纲化, 从而构造出k = i − j个无量纲

量π1, π2, · · · ,πk.

(3)为便于理解和交流,需要对某些无量纲量进行

调整(如交换其分子或分母), 从而将其变更为学术界

更常用的无量纲量,例如泊松比、阻尼比等.

2.3 基于基本量纲标尺的相似性关系

π定理常应用于流体力学领域,依据π定理可以按

照标准的流程分析物理系统,即通过相似准则的推导

设计出一个物理系统的相似缩比模型. 然而,在多体系

统的等效动力学模型设计中直接应用π定理往往会遇

到较大的困难.如表 2所示,多柔体系统的控制方程和

流体力学的控制方程有着非常明显的区别.

首先,多柔体系统动力学的广义坐标数量往往会

远超过流体力学的参数数量,并且在使用有限元分析

工具时,广义坐标的数量会随着单元的细化而增长,导

致采用π定理所得的相似准则数量十分庞大.这不但

会使得推导相似准则十分困难,而且会使得运用相似

准则设计缩比模型十分不便.其次,流场方程可以以分

量形式表达,方程形式简洁,而多柔体系统的动力学方

程往往通过矩阵和向量描述成一个紧凑的格式,且矩

阵和向量内各个分量的量纲不一致,这就使得流体力

学中推导相似准则常用的方程分析法 [21]变得无法实

施.不仅如此,多柔体系统的动力学方程往往是含有运

动学约束的微分代数方程组,对约束方程和拉格朗日

乘子进行量纲分析更会给相似准则的推导带来巨大

困难.

因此,为提高多柔体系统等效模型设计的效率,可

基于π定理和量纲分析方法对相似性关系进行简化,

得到仅关注基本量纲标尺的相似性判据,概括为以下

命题.

考虑两个力学系统A和B,其中系统A的数学模型

表表表 2 流体力学和多柔体系统动力学数学模型比较

Table 2 Comparison of the mathematical formulation between fluid dy-
namics and flexible multibody system dynamics

模型特征 流体力学 多柔体系统动力学

动力学方程


∂ui

∂xi
= 0

∂ui

∂t
+ u j

∂ui

∂x j
= fi


Mq̈ + CTλ = F

Φ(q, t) = 0

紧凑程度
分量形式

紧凑程度低

矩阵向量形式

紧凑程度高

有无中间变量 无中间变量 有拉格朗日乘子
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由物理参数(p1, p2, · · · , pi)A来决定, 相应地系统B的

数学模型由物理参数(p1, p2, · · · , pi)B来决定. 则系

统A和系统B相似的充分必要条件是: 存在两组基本量

纲标尺(M1,L1,T1)和(M2,L2,T2),使得任一系统A和系

统B中对应的物理量pAk和pBk (k = 1, 2, · · · , i),都有pAk在

标尺(M1,L1,T1)下的度量大小和pBk 在标尺(M2,L2,T2)

下的度量大小相等.

证明:
首先证明该判据的充分性. 根据π定理, 对

于以质量、长度和时间为基本量纲的力学系统,

必然可导出(i − 3)个无量纲量作为相似准则π j =

(p1)a j1 (p2)a j2 · · · (pi)a ji ,其中 j = 1, 2, · · · , (i − 3).

另外,系统A和B中的每一个物理变量pAk 和pBk (k =

1, 2, · · · , i)都可以利用两系统各自的基本量纲标
尺(M1,L1,T1)和(M2,L2,T2)进行无量纲化, 从而计算

得到在各自标尺下的度量大小pAk 和pBk :

pAk =
pAk

M1
bk L1

ck T1
dk
, pBk =

pBk
M2

bk L2
ck T2

dk
. (4)

于是,相似准则π j在系统A的取值为

π j = M1
a jkbk L1

a jkck T1
a jkdk pA1

a j1
pA2

a j2
· · · pAi

a ji
. (5)

需要注意的是, 在上式中使用了爱因斯坦求和约

定 [22], 即a jkbk =
∑k=i

k=1(a jkbk). 因为π j是无量纲量, 所

以a jkbk = a jkck = a jkdk = 0. 于是, 相似准则π j ( j =

1, 2, · · · , i − 3)在系统A的取值可化简为

π j(pA1 , pA2 , · · · , pAi ) = pA1
a j1

pA2
a j2
· · · pAi

a ji
. (6)

同理,相似准则π j在系统B的取值为

π j(pB1 , pB2 , · · · , pBi ) = pB1
a j1

pB2
a j2
· · · pBi

a ji
. (7)

由pAj在标尺(M1, L1, T1)下的度量和pBj 在标尺(M2, L2,

T2)下的度量相等可知, pAk = pBk (k = 1, 2, · · · , i). 因此,

比较式(6)和(7)可知,对任意的 j = 1, 2, · · · , i − 3都有

π j(pA1 , pA2 , · · · , pAi ) = π j(pB1 , pB2 , · · · , pBi ) . (8)

由于相似准则的对应相等是物理系统相似的充分条

件,系统A和系统B是相似的. 所提出相似性判据的充

分性得以证明.

接着证明该命题的必要性. 当系统A和系统B相

似时, 对应的相似准则应当相等. 不失一般性, 可

设物理量pi−2, pi−1和pi的量纲彼此独立, 于是可通

过pi−2, pi−1和pi对剩余物理量的无量纲化构造相似

准则π j ( j = 1, 2, · · · , i − 3),即有

π j =
p j

pα j

i−2 pβ j

i−1 pγ j

i

. (9)

根据π定理,相似准则对应相等是系统A和系统B相似

的必要条件,于是有

pAj
(pAi−2)α j (pAi−1)β j (pAi )γ j

= π j =
pBj

(pBi−2)α j (pBi−1)β j (pBi )γ j
.

(10)

取定系统A的基本量纲标尺(M1,L1,T1), 由

物理量pi−2, pi−1和pi量纲的独立性可知, 可唯一

确定系统B的基本量纲标尺(M2,L2,T2)使得pAi−2,

pAi−1和pAi 在(M1,L1,T1)下 的 度 量 大 小 等 于pBi−2,

pBi−1和pBi 在(M2,L2,T2)下的度量大小,即有
pAi−2(M1,L1,T1) = pBi−2(M2,L2,T2) .

pAi−1(M1,L1,T1) = pBi−1(M2,L2,T2) .

pAi (M1,L1,T1) = pBi (M2,L2,T2) .

(11)

参照式(6)和(7)可将等式(10)中的相似准则用各物理量

在对应标尺下的度量大小表达,即有

pAj

pAi−2

α j
pAi−1

β j
pAi

γ j
=

pBj

pBi−2

α j
pBi−1

β j
pBi

γ j
. (12)

进一步可得,对任意的 j = 1, 2, · · · , i − 3都有

pAj = pBj . (13)

结合式(11)和(13)可知,对于任意的k = 1, 2, · · · , i都有

pAk = pBk . (14)

由此, 对于系统A和系统B中对应的物理量pAk和pBk ,

都 有pAk在 标 尺(M1,L1,T1) 下 的 度 量 和pBk在 标

尺(M2,L2,T2) 下的度量相等. 所提出相似性判据的

必要性得证.

采用所提出的相似性判据设计相似缩比模型时,

可遵循以下流程构造相似缩比模型的基本量纲标尺,

并完成各个物理量取值的计算.

224518-5



祁伊凡等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2025年 第 55卷 第 2期

(1)确定原系统所用到的基本量纲标尺. 对于常见

的动力学系统,不妨取定原系统的基本量纲标尺为国

际单位制(M1,L1,T1) = (1 kg, 1 m, 1 s).

(2)根据缩比等效系统和原系统所用的柔性材料、

几何相似比等物理条件求解出相似缩比系统所用的基

本量纲标尺(M2,L2,T2).

(3) 对于缩比等效模型中剩余的变量, 可根据

它们在(M2,L2,T2)下度量大小与原模型对应变量

在(M1,L1,T1)下度量大小相等计算得到.

对于常见的多柔体系统,原系统和相似缩比系统

所用的材料通常是取定的,因此可利用两系统的材料

参数构造基本量纲方程. 设原系统某一柔性部件的杨

氏模量和密度分别为EA和ρA,而缩比模型中对应部件

的杨氏模量和密度分别为EB和ρB. 根据所提出相似性

判据, EA和ρA与EB和ρB应分别满足

EA

1 Pa
=

EB

M2L−1
2 T−2

2

,
ρA

1 kg m−3 =
ρB

M2L−3
2

. (15)

不难发现,如果系统的基本量纲只包含质量、长度和

时间, 那么仅需要再找一个额外的补充方程即可完

成(M2,L2,T2)的求解. 对于在轨系统,由于处在微重力

的环境,因此在力学模型中并不需要考虑重力的影响.

于是,可通过取定缩比模型和原模型的几何尺寸比来

构造补充方程,便可得到

LA

1 m
=

LB

L2
. (16)

同理联立式(15)和(16)即可解得

M2 =
(ρB)(LB)3

(ρA)(LA)3 kg, L2 =
LB

LA
m,

T2 =
LB

LA

√
ρBEA

ρAEB
s .

(17)

由命题可知,所提出的相似模型设计方法和通过

推导相似准则来进行相似性分析并构建缩比模型的传

统方法一样适用于一般的物理系统.然而区别于传统

方法,所提出的相似模型设计方法并没有对系统的相

似准则进行逐个推导和分析,而仅需要关注不同系统

使用的基本量纲标尺,并将原系统下各个参数已知的

度量大小迁移到相似系统中即可.由于所关注的基本

量纲个数并不会随着系统本身的复杂化而增长,因此

所提出的设计方法可以使得复杂多柔体系统相似缩比

模型的设计过程得到显著的简化,从而体现出更大的

优势.

3 多柔体系统动力学建模

3.1 几何精确梁的运动学描述

几何精确梁单元 [23, 24]的参考构型和当前构型如

图 1所示, 根据几何精确梁的刚性平截面假设 [23], 几

何精确梁的任一中性面相对参考构型仅发生刚体空间

运动,而不发生形状的改变.

考虑距离梁单元起始端为s的中性面(s ∈
[0 , l]),令u(s)为其上的中性点的空间位置向量, 同

时R(s) = [e1(s), e2(s), e3(s)]为中性面上连体基相

对于惯性基的姿态矩阵. e1(s)与中性面保持垂直,

而e2(s)和e3(s)始终位于中性面内. 可通过特殊欧氏

群 [25]SE(3)的元素将s 处中性面的空间位姿进行统一

图图图 1 (网络版彩图)几何精确梁单元的参考构型(a)和当前构
型(b)
Figure 1 (Color online) (a) Reference configuration and (b) deformed
configuration of the geometrically exact beam element.
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表述成齐次变换矩阵的形式

H(s) =

R(s) u(s)

0T 1

 ∈ SE(3) . (18)

同时, 令Href(s) ∈ SE(3)为中性面s在参考构型下的空

间位姿.

李群SE(3)的李代数 [25]se(3)定义为

se(3) :=

S

 νΩ


∣∣∣∣∣∣∣∣S

 νΩ

 =
Ω̃ ν0T 0


 , (19)

其中, 算子(̃·)表示对应向量(·)的反对称矩阵, 算子

S : R6 → se(3)可将六维向量映射成与其同构的李

代数元素.

几何精确梁在当前构型和参考构型下的曲率向

量 [24]K , K ref ∈ R6 可通过分析对应构型下空间位姿关

于s的导数表达成李代数元素的形式,即有
S(K(s)) = (H(s))−1 d

ds
H(s) .

S(K ref(s)) = (Href(s))−1 d
ds

Href(s) .
(20)

类似地,几何精确梁空间构型的时间导数和变分

可分别用六维向量V, δU ∈ R6表示为 S(V(s)) = H−1(s)Ḣ(s) ,

S(δU(s)) = H−1(s)δH(s) ,
(21)

其中, ˙(·)表示对变量( · )的时间导数;V(s)和δU(s)分别

为几何精确梁的速度和虚运动在连体基下的分量表

达 [26].

3.2 几何精确梁的动力学模型

可采用常曲率插值 [27]对几何精确梁进行有限元

离散,进而构建其动力学模型. 常曲率插值假设单元内

部的曲率K应处处相等,即有

H′(s) = H(s)S(K), K = const ∀s ∈ [0, l] . (22)

根据李群李代数理论, 上述微分方程的解可利

用SE(3)群的指数映射 [25]表示为

H(s) = H(0) exp(S(sK)) . (23)

将s = l代入式(23)可得H0 = H(0), H1 = H(l)和K 之间
的关系

H1 = H0 exp(S(lK)) . (24)

对式(24)取变分,可推导得δK 与δU0和δU1 之间的关

系

δK = B(H0, H1)

δU0

δU1

 . (25)

类似地, 对式(23)求变分可得δU(s)与δU0和δU1之间

的关系

δU(s) = J(s, H0, H1)

δU0

δU1

 , (26)

其中算子B(·)和J(·)的具体表达式参见文献[27].

定义梁在s处的应变为E(s) = K(s) −K ref(s),则梁

单元的应变能可以表示为

Vela =
1
2

∫ l

0
ET(s)DE(s)ds , (27)

其中,D表示截面刚度矩阵 [26]

D = diag(EA, κ1GA, κ2GA,GJ, EI1, EI2) , (28)

其中G和E分别代表材料的剪切模量和杨氏模量; A表

示截面的面积; J表示截面对连体基1 轴的惯性矩,

而I1和I2分别代表截面对连体基2轴和3轴的极惯性矩;

κ1 和κ2分别对应截面沿着连体基2轴和3 轴的剪切修

正系数.

对式(27)取变分,并结合式(22)和(25)可得单元广

义弹性力 [27]Fela为

Fela = −lBTDE . (29)

梁单元的动能也可通过对每一个截面微元的动能

积分得到

K =
1
2

∫ l

0
VT(s)MV(s)ds , (30)

其中M为截面质量矩阵 [26],可通过材料密度ρ与其他

截面参数表示为

M = diag(ρA, ρA, ρA, ρJ, ρI1, ρI2). (31)
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通过对式(30)中的梁单元动能求变分可得惯性力

所作虚功 [26] 为

δW iner =

∫ l

0
δUT(MV̇ −AT(V)MV)ds , (32)

其中, 算子A(·)满足A


 νΩ

 =

Ω̃ ν̃03 Ω̃

. 进而代入
式(26)可得单元广义惯性力 [27]Finer为

Finer =

∫ l

0
JT(MV̇ −AT(V)MV)ds . (33)

同理, 也可通过分析系统外力对梁单元所作虚

功δWext得到单元的广义外力Fext

δWext = [δUT
0 δUT

1 ]Fext . (34)

对于由多个梁单元构成的动力学系统, 设各单

元节点的编号为i = 0, 1, · · · ,N, 令节点i 所在截面

空间位姿记为Hi, 并将它的虚位移向量记为δUi.

设δUA = [δUT
0 , δUT

1 , · · · , δUT
N]T, 则此时系统的虚

功平衡方程可根据达朗贝尔原理写为∫ t f

ti
δUT

A

(
Finer

A − Fela
A − Fext

A

)
dt = 0 , (35)

其中, (·)A表示将变量(·)按节点组装所得结果.

由于系统不同部件间常通过运动副连接,因此有

必要考虑这些运动副产生的运动学约束,记约束方程

为

Φ(H0, H1, · · · , HN) = 0 . (36)

对式(36)取变分,由式(21)引入虚运动向量可得

δΦ =
N∑

i=0

CiδUi = CAδUA . (37)

通过拉格朗日乘子λ可将约束引入式(35),进一步代入

式(37)得到多柔体系统动力学方程 Finer
A − Fela

A − Fext
A + CT

Aλ = 0 .

Φ = 0 .
(38)

为数值求解式(38), 可采用Lie广义α方法 [26, 28] 对

前后两个相邻时刻的空间位姿变化进行差分离散,并

通过指数映射来完成空间位姿的迭代.离散求解格式

的具体细节可参见文献[26].

4 基于灵敏度分析的等效模型设计

4.1 相似缩比模型的制备困难

虽然利用相似性关系可基于量纲标尺的计算便捷

地设计出与原模型动力学相似的缩比等效模型. 然而,

制备这样的相似缩比模型在实际工程中可能是难以实

现的. 这不仅是因为加工误差会导致实物的物理参数

无法和理论参数完全吻合,还因为加工条件的限制可

能导致与原系统动力学完全相似的缩比模型由于缩比

尺度过小而不具备制造的可行性.

例如, 在轨航天器中普遍存在细长结构 [29, 30], 它

们的长度可能达到数十米的量级,然而它们的截面积

尺寸可能仅为厘米量级. 这就导致这些结构的长度尺

寸以一定比例k缩比之后,其横截面积会以k2的比例缩

小,以至于无法制造.

又譬如,当需要动力学模型考虑重力等环境影响

因素时,重力加速度g也应满足在原模型和缩比模型下

度量相等的条件,即有

g
1 m s−2 =

g
L2T−2

2

. (39)

联立式(15)和(39)可解得(M2,L2,T2)为

M2 =
(EB)3(ρA)2

(EA)3(ρB)2 kg , L2 =
EBρA

EAρB
m ,

T2 =

√
EBρA

EAρB
s . (40)

分析式(40)可知, 为使得L2 < L1 = 1 m, 需要选用杨氏

模量更小,密度更大的材料来设计缩比模型,并且几何

相似比完全由材料的杨氏模量和密度取定. 这便对缩

比模型材料的选取提出了极其严苛的限制,导致很多

情况下无法找到合适的缩比模型材料. 即便能找到符

合条件的材料制备缩比模型,其杨氏模量和密度的测

量误差也会导致缩比模型制造的不精确.

综上所述,无论是设备的加工误差还是加工条件

的限制,都会导致所制备的缩比模型和原模型并不能

够完全满足相似性关系,从而导致原模型和缩比模型

的动力学特性不完全相似. 因此,只有通过对多柔体系

统进行灵敏度分析,才能有效地评估结构几何参数对

动力学响应的影响大小,进而在缩比模型和原模型动

力学响应等效性不受过度影响的情况下,释放相似性
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关系对几何形状和材料参数的强约束条件,从而增加

缩比等效模型制备的可行性.

4.2 基于伴随变量法的灵敏度分析

考察第3节所描述的多柔体系统, 定义向量b =
[b1, b2, · · · , bp]T 为系统各个物理参数所构成的列阵.

在进行灵敏度分析时,需要构造一个和系统动力学响

应有关标量函数ψ,称为目标函数 [17],并研究它关于参

数阵列b的偏导数. 首先,将ψ写为一般的形式

ψ =

NT∑
j=0

w j
(
H j

A,V
j
A, V̇

j
A, λ

j
A, b
)
. (41)

对式(41)求变分得到

δψ =

NT∑
j=0

 ∂w j

∂U j
A

δU j
A +

∂w j

∂V j
A

δV j
A+

∂w j

∂V̇ j
A

δV̇ j
A +

∂w j

∂λ j δλ
j +

∂w j

∂b
δb
 .

(42)

在进行灵敏度分析时需计算ψ关于b的梯度∇bψ, 为此

需利用δb表达式(42)中的其他变分项. 定义状态灵敏

度变量Q j
A, V

j
A,b, V̇

j
A,b, λ

j
,b,分别满足 δU

j
A = Q

j
Aδb, δV

j
A = V

j
A,bδb .

δV̇ j
A = V̇

j
A,bδb, δλ

j = λ j
,bδb .

(43)

对于系统参数数量和物理参数数量都很庞大

的多柔体系统, 具体计算每一个时刻的状态灵敏

度会降低计算效率, 并增加数据存储的成本. 为

规避直接计算状态灵敏度带来的困难, 可采用伴

随变量法 [17–19]对系统进行灵敏度分析. 在使用离

散伴随变量法时, 需要将系统不同时刻的状态变

量H j
A,V

j
A, V̇

j
A, λ

j ( j = 0, 1, · · · ,NT ) 之间由初始条件

和迭代求解格式确定的约束关系通过拉格朗日乘

子Λ引入到目标函数中. 首先,对不同时刻状态变量满

足的约束关系进行具体讨论:

(1)初始时刻(对应时间步 j = 0)

使用Lie广义α算法进行动力学仿真时, 需要在

初始时刻考虑物理参数b 的取值确定系统中所有
节点的空间位姿H0

A 和所有节点的初始速度V
0
A. 在

此基础上, 通过系统的动力学方程求解出V̇0
A 和λ

0,

并完成Lie广义α算法加速度 [18]X0
A的赋值. 综上所述,

H0
A, V

0
A, V̇

0
A, λ

0, X0
A 应满足约束条件:

F 0(H0
A,V0

A, V̇
0
A, λ

0,X0
A, b) = 0 . (44)

(2)非初始时刻(对应时间步0 < j ≤ NT )

Lie广义α算法是一种单步求解算法, 初始时刻以

外的任一时间步 j (0 < j ≤ NT )对应的状态变量可基

于 j − 1时刻的状态变量求出.因此, 系统在时间步 j的

状态变量和 j − 1时刻的状态变量之间具有约束关系,

可以写为

F j(H j−1, j
A ,V j−1, j

A , V̇ j−1, j
A , λ j−1, j,X j−1, j

A ,Γ
j
A, b) = 0, (45)

其中(·) j−1, j是(·) j−1, (·) j的简写; Γ j
A 表示H j−1

A 到H j
A的运

动增量, H j−1
i exp

(
S(Γ j

i )
)
= H j

i .

可通过构造拉格朗日乘子Λ(又称为伴随变量)将

式(44)和(45)中的约束方程加至式(41)中,进而可将目

标函数改写为

L = ψ + Λ0TF 0 +

NT∑
j=1

Λ jTF j. (46)

对式(46)关于b求梯度,并按照Q0
A,V0

A,b, V̇
0
A,b, λ

0
,b,X

0
A,b

和Q j
A,V

j
A,b, V̇

j
A,b, λ

j
,b, X

j
A,b,Γ

j
A,b ( j = 1, 2, · · · ,NT ) 进

行合并同类项可得

∇bL =S0T
1 Q

0
A + S0T

2 V0
A,b + S0T

3 V̇
0
A,b + S0T

4 λ
0
,b

+ S0T
5 X

0
A,b +

NT∑
j=1

(
S jT

1 Q
j
A + S jT

2 V
j
A,b

+ S jT
3 V̇

j
A,b + S jT

4 λ
j
,b + S jT

5 X
j
A,b + S jT

6 Γ
j
A,b

)
+ ANS .

(47)

伴随变量法的核心在于式(47)中∇bL = ∇bψ的

求解可以规避对逐个时间步状态灵敏度Q j
A, V j

A,b,

V̇ j
A,b 等变量的计算. 为了实现这一点, 需要令式

中的向量S0
1, S0

2, · · · , S0
5 均为零向量, 同时对任意

的 j = 1, 2, · · · ,NT 也有S j
1, S j

2, · · · ,S
j
6 均为零向量. 于

是便构造了不同时刻下伴随变量的方程,从而将对每

一个时间步状态灵敏度的计算转化成了对逐个时间步

中伴随变量Λ j的求解. 伴随变量方程的具体形式参见

文献[18, 19].
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最终∇bψ的取值可通过各时间步中系统的状态和

所求的伴随变量得到

∇bψ = ANS =
∂ψ

∂b
+ Λ0T ∂

∂b
F 0 +

NT∑
j=1

Λ jT ∂

∂b
F j . (48)

4.3 缩比等效模型设计方法

基于灵敏度分析设计多柔体系统缩比等效模型的

具体步骤可以概括如下.

(1)原模型灵敏度分析

确定需要进行灵敏度分析的物理量列阵b =
[b1, b2, · · · , bp]T. 接着, 构造目标函数ψ, 采用伴随变

量法对所选取变量进行灵敏度分析,完成∇bψ的计算.

(2)确定关键变量

∇bψ = [∂ψ/∂b1, · · · , ∂ψ/∂bp]中的各个分量∂ψ/∂bk

(k = 1, 2, · · · , p)是ψ对变量bk绝对变化的导数, 因

此∇bψ不同分量的量纲往往不一致, 导致无法直接比

较大小. 因此, 为统一量纲, 可通过链式法则求得ψ对

各物理量相对变化的导数,即有

∇b̄ψ =

[
b1
∂ψ

∂b1
, b2

∂ψ

∂b2
, · · · , bp

∂ψ

∂bp

]
. (49)

比较∇b̄ψ各个分量绝对值的量级大小, 找出对

目标函数ψ影响较高的变量, 并综合考虑实际设计

需求和重要性确定在相似性关系中研究的关键变

量bk1 , bk2 , bk3 . 由于真实物理系统的复杂性,所选取变

量之间的灵敏度可能并不存在明显量级差异.此时需

要进一步分析所选取物理量在动力学模型中的结构关

系,重新选取灵敏度分析的对象并重复上述步骤以完

成关键变量的确定.

(3)求解基本量纲方程

通过确定好的关键变量bk1 , bk2 , bk3构造基本量纲

方程,并求解出等效模型B的基本量纲标尺(M2,L2,T2),

使得等效模型B中的物理量bBk1
, bBk2

, bBk3
在(M2,L2,T2)下

的度量大小等于原模型A中的物理量bAk1
, bAk2

, bAk3
在国

际单位制(1 kg, 1 m, 1 s)下的度量.

(4)确定剩余物理量

对于其他并不对动力学系统造成最大影响的物理

量,可按照实际需求进行设计.

区别于2.3节完全依据相似性判据的相似缩比模

型设计方法,此处的缩比等效模型设计仅需确保物理

量bk1 , bk2 , bk3在两个系统基本量纲标尺下的度量大小

是相等的,而缩比模型其他参数的取值并不一定受相

似关系的约束,由此增加了制备缩比模型的灵活性. 与

此同时,借助灵敏度分析可准确判别出对系统动力学

响应影响较大的关键变量,通过控制这些变量在各自

标尺下度量的相等,可最大程度地降低放松相似性约

束所造成的误差,从而确保缩比系统动力学响应和原

模型的等效性.

5 数值仿真算例

5.1 三自由度弹簧阻尼系统

本例通过一个三自由度系统验证所提出相似模

型设计方法的准确性,并对该方法相较于传统方法的

简便性进行说明. 如图 2所示, 三个质量块通过弹簧

和阻尼器连接, 其中质量块2是在质量块1 上作纯滚

动的均质圆盘. 从初始时刻起, 将在质量块3上施加

力 f ( f , 0)使得系统发生振动.

取 定 原 模 型 的 物 理 参 数, 其 中 三 个

质 量 块(m1,m2,m3)A = (1 kg, 2 kg, 2 kg), 阻 尼 系

数(c1, c2, c3)A = (0.1 kg s−1, 0.1 kg s−1, 0.1 kg s−1), 弹簧

刚度(k1, k2, k3)A = (1 kg s−2, 2 kg s−2, 2 kg s−2), m3 上载

荷 fA = 1 N. 可通过2.3 节所介绍的基于基本量纲标

尺的相似性关系完成等效模型设计. 首先, 取定相似

模型B的基本量纲标尺为(M2,L2,T2) = (5 kg, 2 m, 4 s).

以弹簧刚度为例, 在标尺(M2,L2,T2)下, 弹簧刚度的

度量单位为M2T−2
2 = 5/16 kg s−2. 为确保(k1, k2, k3)B

在标尺(M2,L2,T2)下的度量大小也等于(1, 2, 2), 应

取(k1, k2, k3)B = (5/16 kg s−2, 5/8 kg s−2, 5/8 kg s−2). 同

理可得cB1 = cB2 = cB3 = 1/8 kg s−1, (m1,m2,m3)B =

(5 kg, 10 kg, 10 kg) 以及 f B = 5/8 N. 依据上述参数设

计出的模型B应与原模型A动力学相似.

根据式(1)所给的几何相似性质, A和B的位

移uA(t)和uB(t)应在对应时刻对应成比例, 该比例可

图图图 2 (网络版彩图)三自由度弹簧阻尼系统
Figure 2 (Color online) 3DOF spring-damping system.
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由两系统分别使用的长度标尺确定,于是有

L−1
1 uA(T1t) = uA(t) = uB(t) = L−1

2 uB(T2t) , (50)

其中, t表示时间在相应系统时间标尺下的度量大小,

称作无量纲时间, 而u则表示位移在相应系统长度标
尺下的度量大小,称作无量纲位移. 物块3的无量纲位

移响应如图 3所示. 可以发现, 原系统A和等效系统B

中各对应质量块的无量纲化响应具有很好的一致性,

符合动力学相似的要求. 因此可通过系统B在对应标

尺(M2,L2,T2)下的无量纲化响应反推系统A在对应标

尺(M1,L1,T1)下的无量纲化响应, 进而还原A 的动力

学响应.

倘若采用传统方法设计出系统B, 则需要基于系

统初始条件、物理参数、时间、位移等共20个变量完

整地计算出该系统的17个相似准则.过多的相似准则

会给其推导以及相似模型的设计带来较大的计算成

本,而本文所提出的基于基本量纲标尺的相似模型设

计方法可以大大简化设计流程.

5.2 重力作用下的柔性双摆

受重力作用的空间柔性双摆是多体系统动力学的

经典算例 [17, 26, 31]. 本例通过讨论其缩比等效模型的设

计来说明基于灵敏度分析结果能降低多柔体系统缩比

模型的制造难度,同时能够较好地保持其和原模型在

动力学响应上的等效性. 如图 4所示,空间柔性双摆由

两根杆件通过球铰链连接,双摆根部通过圆柱铰链与

图图图 3 (网络版彩图)原系统和相似系统质量块m3无量纲化位

移响应比较(“1”指代原系统, “2”指代相似系统)
Figure 3 (Color online) Comparison of m3’s dimensionless displace-
ment between the origin model and the similar model (“1” refers to the
origin model and “2”refers to the similar model).

图图图 4 (网络版彩图)重力作用下的柔性双摆
Figure 4 (Color online) Flexible double pendulum under gravity.

机架固连并设为惯性系坐标原点, 圆柱铰链轴向和

惯性系X轴方向保持一致. 对于原模型, 梁OA 的长度

为L1 = 0.9 m, 梁AB的长度为L2 = 1.8 m. 两根梁截面

均为边长a = 0.05 m的正边形, 材料均为钢材, 杨氏模

量E = 200 GPa, 泊松比ν = 0.3, 密度ρ = 7800 kg m−3.

可采用长度为l = 0.45 m的梁单元对系统进行有限元

离散,并进行动力学仿真和灵敏度分析.双摆B点沿x轴

位移响应XB对截面极惯性矩和杨氏模量、密度和截

面积、单元长度以及重力加速度相对变化的灵敏度分

析结果分别如图 5(a)–(d)所示. 通过分析图 5所示的灵

敏度结果可知,杆件的杨氏模量和截面极惯性矩对系

统动力学响应的影响程度最低. 因此,在设计缩比等效

系统时,可以放松相似性关系对杨氏模量和极惯性矩

的约束. 于是,系统的关键变量取为两系统材料密度、

长度和重力加速度.取定缩比等效模型的材料仍选用

钢材的情况下,由关键变量在两系统下度量相等列出

基本量纲标尺(M2,L2,T2)的方程并进行求解

ρ

1 kg m−3 =
ρ

M2L−3
2

,

g
1 m s−2 =

g
L2T−2

2

,

L2

1 m
=

1
4
,

⇒



M2 =
1
64

kg .

L2 =
1
4

m .

T2 =
1
2

s .

(51)

由于截面积对动力学响应也有较大的影响,因而也需

要确保其在两个系统下的度量大小相等. 相反,截面极

惯性矩和杨氏模量则有理由按照实际需求取值,不受
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图图图 5 (网络版彩图)双摆B点沿X轴方向位移对两根杆件E与I (a), ρ与A (b), l (c)和g (d)的灵敏度分析
Figure 5 (Color online) Sensitivity analysis of the tip displacement of B along X axis to (a) E and I, (b) ρ and A, (c) l and (d) g of the two beams.

相似关系的约束.

为进一步验证杆件截面面积对动力学响应的影响

程度强于截面极惯性矩,可构造对照模型并考察其动

力学响应.相比缩比等效模型,对照模型放松了相似性

判据对截面面积的约束,转而确保截面极惯性矩在不

同标尺下度量的一致性. 原模型、缩比等效模型和对

照模型具体参数在各自基本量纲标尺下的度量大小如

表 3 所示. 需要注意的是, 由于缩比等效模型中放松

了对杨氏模量和极惯性矩的约束,因此在缩比模型设

计中可以采用和原模型一样的材料,同时可将截面积

设计成和原模型不一样的形状来保证制造加工的可行

性. 表3中三种模型的横截面形状尺寸如图 6所示, 其

中原模型采用实心的正方形截面,而缩比等效模型和

表表表 3 双摆原模型、缩比等效模型和对照模型物理参数度量

大小

Table 3 Measurement of the physical parameters of the origin model,
the equivalent scale-down model and the control model

模型 单元长度 截面面积 极惯性矩

原模型 0.45 0.052 0.054/12
缩比等效模型 0.45 0.052 0.054 × 7/12
对照模型 0.45 0.052/3 0.054/12

图图图 6 (网络版彩图) (a)原模型、(b)缩比等效模型和(c)对照
模型的截面尺寸

Figure 6 (Color online) Sizes of the cross sections of (a) the original
model, (b) the equivalent scale-down model and (c) the control model.

对照模型的截面均设计为方形薄壁结构.

同时对原模型、缩比等效模型和对照模型进行动

力学仿真,并将原模型的动力学响应分别和缩比等效

模型和对照模型进行比较, 如图 7 (a)和(b)所示. 比较

三个模型的无量纲化响应可发现,所设计的缩比等效

模型的动力学响应能在较长的时间范围内和原系统保

持动力学相似. 而对照组由于放松了对灵敏度更高的

截面积的要求,因此其动力学响应并不能和原模型保

持较好的吻合.
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图图图 7 (网络版彩图)原模型沿X轴方向无量纲位移响应与(a)缩比等效模型和(b)对照模型的比较示意图(“1”指代原模型, “2”
指代缩比等效模型, “3”指代对照模型)
Figure 7 (Color online) Comparison of the dimensionless tip displacement along X axis of the origin model with (a) the equivalent scale-down model
and (b) the control model (“1” refers to the origin model, “2” refers to the equivalent scale-down model, and “3” refers to the control model).

5.3 空间折展机构

本例通过一个复杂的多柔体系统案例来展示所提

出的等效动力学建模方法应用于实际工程问题中的

可行性. 如图 8所示,空间折展结构由若干三棱柱可展

模块构成,每个三棱柱模块为由多根连杆铰接构成的

多柔体系统. 该机构在微重力环境下展开过程中, 三

棱柱模块的顶端受到丝杠的驱动以vd = 0.01 m s−1匀

速运动. 当三棱柱模块的棱边完全展开时, 棱边中心

的旋转铰链将锁定, 同时拉动下一模块继续展开, 直

到所有模块完成展开. 对于原模型, 取定三棱柱模

块完全展开后长度为LB = 0.5 m, 构成三棱柱棱边的

上下折臂长度为LA = 0.25 m. 同时, 假设所有桁架均

为实心圆截面, 半径为r = 0.005 m, 并采用铝合金制

造(密度ρ = 2700 kg m−3, 杨氏模量E = 70 GPa, 泊松

比ν = 0.3).

地面实验中往往设计缩比样机对伸展臂进行

功能性验证, 本例中原模型和缩比模型都选用铝合

金制造, 取定相似缩比模型和原模型的几何相似比

为1 : 2. 根据式(17)可知相似缩比模型的基本量纲标尺

为(0.125 kg, 0.5 m, 0.5 s). 可进一步利用求得的基本量

纲标尺完成缩比模型尺寸的设计,部分参数结果如表

4所示.

根据表 4可看出, 缩比模型中三棱柱棱边圆截面

图图图 8 (网络版彩图)三棱柱可展开支撑臂
Figure 8 (Color online) Triangular prism modular deployable mast.

224518-13



祁伊凡等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2025年 第 55卷 第 2期

表表表 4 空间折展机构原模型和相似缩比模型物理参数

Table 4 Physical properties of the original model and similar scale-
down model of the spatial deployable mast

模型物理参数 原模型 相似缩比模型 度量大小

侧面桁架长度 0.50 m 0.25 m 0.50
底面桁架长度 0.250 m 0.125 m 0.250
圆截面半径 0.0050 m 0.0025 m 0.0050
丝杠驱动速度 0.01 m s−1 0.01 m s−1 0.01

半径仅为2.5 mm,制造加工已有难度,若几何相似比进

一步缩小, 则相关尺寸将更小, 制造加工甚至不可实

现. 因此, 有必要通过灵敏度分析尝试放松相似性关

系,从而降低缩比样机的加工难度.灵敏度分析所需的

目标函数ψ可通过展开完成后(如图 8所示)模块4锁死

处的振动响应构造得到

ψ =
∑

Stage 5

(w j)2∆t , (52)

其中, w j表示在展开完成后模块4在 j时刻锁死处所发

生的横向振动,同时∆t = 0.001 s为仿真时间步长. 可通

过伴随变量法得到ψ关于不同部件密度ρ,杨氏模量E,

截面面积A和截面极惯性矩I的灵敏度绝对值的最大值

分别为3.58 × 10−4, 4.60 × 10−4, 2.38 × 10−4, 5.00 × 10−3

m2 s.

对于所研究的复杂多柔体系统, ψ对ρ, E, A和I相

对变化的灵敏度在量级上并无明显差距,因此无法直

接放松ρ, E, A或I的相似性关系.此时便需要综合考虑

这些变量在动力学模型中的结构关系,并重新选取灵

敏度分析的对象. 受式(28)和(31) 启发, ρ, E, A和I 在

动力学方程中是以线密度ρA, 截面转动惯量ρI, 拉伸

刚度EA和弯曲刚度EI的形式出现的,因而可对EI, EA,

ρA和ρI 进行灵敏度分析, 其结果分别如图 9(a)–(d)所

示.

通过分析图 9所示的灵敏度结果可知, 杆件

的ρI和EA对系统动力学特性的影响远小于杆件

的ρA和EI的影响. 因此在设计1/4缩比等效系统时仅

考虑ρA和EI在各自标尺下的度量相等. 所设计缩比等

效模型尺寸与原模型和表 4所给相似缩比模型的比较

如图 10所示.

原模型和缩比等效模型均采用铝合金制造时,两

图图图 9 (网络版彩图) ψ对系统中不同杆件EI (a), EA (b), ρA (c)和ρI (d)的灵敏度分析
Figure 9 (Color online) Sensitivity analysis of ψ to (a) EI, (b) EA, (c) ρA and (d) ρI of different trusses in the system.
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图图图 10 (网络版彩图) (a)原模型、 (b)相似缩比模型和(c)缩
比等效模型截面尺寸

Figure 10 (Color online) Sizes of the cross sections of (a) the origin
model, (b) the similar scale-down model and (c) the equivalent scale-
down model.

系统的线密度和抗弯刚度分别满足(ρA)B = 0.5(ρA)A,

(EI)B = 2(EI)A. 综上所述,系统关键变量取为线密度、

抗弯刚度和长度,基本量纲方程相应为

M2L−1
2

1 kg m−1 =
(ρA)B

(ρA)A
=

1
2
,

M2L3
2T−2

2

1 kg m3 s−2 =
(EI)B

(EI)A
= 2 ,

L2

1 m
=

1
4
,

⇒



M2 =
1
8

kg .

L2 =
1
4

m .

T2 =
1
32

s .

(53)

根据式(53), 缩比模型响应的速度度量标尺为8 m s−1,

因此缩比等效模型的丝杠驱动速度取为vBd = 8vAd =

0.08 m s−1.

可分别对相似缩比模型和缩比等效模型进行动力

学仿真, 并将对应模块4 锁死处不同阶段的振动情况

与原模型进行比较,如图 11(a)和(b)所示. 通过无量纲

振动的比较可发现,相似缩比模型的无量纲化振动曲

线和原模型完全吻合,符合动力学相似的要求;而缩比

等效模型由于并不与原模型完全相似,因此在振动曲

线的相位上出现了差异.然而,可通过快速傅里叶变换

得到原模型和缩比等效模型分别在展开阶段3和4中模

块4锁死处的振动频谱,如图 12(a)和(b)所示. 比较原模

型和缩比等效模型的频谱可知,缩比等效模型无量纲

振动对应的无量纲频率和无量纲振幅和原模型是十分

接近的,不同阶段振动的基频误差均在4%以内.

由于三棱柱模块在上下底面处的旋转铰链始终没

有锁死,因此在棱边发生锁死后三棱柱母线上的两杆

桁架可整体简化为简支梁. 于是,锁死处纵向振动的频

率 fLOCK可用简支梁的一阶固有频率
[32] 进行估计.可

分别根据原模型和缩比等效模型系统的物理参数和基

本量纲标尺计算出一阶固有频率的无量纲度量大小,

并最终发现在灵敏度分析的指导下, EI和ρA在两系统

下的度量大小根据式(53)确保相等,从而使得 fLOCK 在

两个系统下的度量大小相等,并和图 11中振动基频能

够较好地吻合,即有

f̄LOCK =
πT1

2

√
(EI)A

(ρA)A(LAA )4
=

πT2

2

√
(EI)B

(ρA)B(LBA)4
≈ 80 .

(54)

因此,对于复杂的多柔体系统,采用灵敏度分析能

识别出对系统影响最大的物理变量,通过确保这些变

量的相似性关系可高精度地保持缩比等效模型和原模

图图图 11 (网络版彩图)原模型在(a)展开阶段3和(b)展开阶段4无量纲振动与相似缩比模型和缩比等效模型比较示意图(“1”指代
原模型, “2”指代相似缩比模型, “3”指代缩比等效模型)
Figure 11 (Color online) Comparison of the dimensionless vibration of the origin model with the similar scale-down model and the equivalent scale-
down model at (a) stage 3 and (b) stage 4 during the deployment (“1” refers to the origin model, “2” refers to the similar scale-down model, and “3”
refers to the equivalent scale-down model).
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图图图 12 (网络版彩图)原模型在(a)展开阶段3和(b)展开阶段4无量纲振动频谱与缩比等效模型比较示意图(“1”指代原模型, “3”
指代缩比等效模型)
Figure 12 (Color online) Comparison of frequency spectrum of the dimensionless vibration of the origin model with the equivalent model at (a) stage
3 and (b) stage 4 during the deployment (“1” refers to the origin model and “3” refers to the equivalent scale-down model).

型在动力学特性上的等效性. 同时,由于其他变量的相

似性关系得以放松,缩比等效模型加工的难度也得到

了降低.

6 结论

本文针对大型空间结构缩比等效模型的设计需

求,研究了空间多柔体系统的动力学等效建模方法. 首

先,对传统的相似性判据进行简化,构建了基于基本量

纲标尺的多柔体系统相似缩比模型设计方法. 接着,基

于李群李代数理论和几何精确理论建立了多柔体系统

的动力学方程和数值求解算法. 进一步,为解决相似缩

比模型因部分尺寸缩比后导致制备困难的问题,研究

了多柔体系统的灵敏度分析方法,并总结了根据灵敏

度分析结果调整缩比模型结构参数的方案,以指导缩

比等效模型的设计.仿真结果表明,可基于所提出的相

似性关系,通过求解基本量纲标尺设计出相似缩比模

型,从而规避了对复杂系统相似准则的繁冗的分析.并

且,可利用灵敏度分析结果释放相似性关系对缩比模

型参数的强约束,从而在提升缩比模型设计的灵活性

和可行性的同时,使得所设计的缩比模型能够高精度

地保持和原模型在动力学响应上的等效性.
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Dynamically scaled equivalent modelling for flexible multibody
systems in space
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With the increase in size and flexibility of space structures, it is necessary to design a scale-down prototype to carry
out ground experiments, where the feasibility of the designed structure and its dynamic characteristics can be verified.
To predict the dynamic behavior of the full-scale structure more accurately through the scale-down model, this paper
presents a method to design dynamically scaled equivalent models for flexible multibody systems based on similarity
theory and sensitivity analysis of flexible multibody systems. Firstly, the similarity relationships are simplified based on
dimensional analysis and the PI theorem, making the measurement of fundamental dimensions the only concern in the
design of similar systems. Then, a standard procedure is provided to design dynamically equivalent scale-down models for
flexible multibody systems more efficiently than the traditional method. Secondly, the Lie groups and Lie algebras and the
geometrically exact formulation are utilized to establish the dynamic model of flexible beams. Thirdly, to overcome the
challenges of manufacturing scale-down models, sensitivity analysis on the derived dynamic model is carried out in order
to adjust the design of the scale-down models. The feasibility of building scale-down models is improved by releasing the
strong restriction on the design of scale-down models due to the similarity relationships. Meanwhile, the preservation of
the similarity relationship of the critical parameters makes the designed scale-down models able to resemble the dynamic
characteristics of the original model with high accuracy. Finally, numerical simulations are carried out to verify the
feasibility and accuracy of the designed dynamically scaled equivalent models for flexible multibody systems.
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