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摘要 月地转移是地月转移的相反过程,本文提出以再入点参数修正近月点B平面参数的逆向月地转移轨道计算

方法, 然后利用月地转移轨道与环月轨道求交线和近月点高度等比修正的方法得到月地入射参数, 并根据速度增

量最小条件推导了月地入射最优倾角的解析解, 通过倾角遍历证明了解析解的正确性. 基于月地转移轨道的升交

点经度给出了入射窗口初值的解析公式. 在脉冲月地入射参数的基础上, 给出了有限推力下的月地入射参数计算

方法, 特别是给出了最优俯仰角的解析公式. 最后以一条环月轨道为初始轨道计算了月地入射参数, 分析了月地

入射参数的规律, 得出偏航角为0入射速度增量不一定最小的结论, 并证明了文章给出的解析计算方法的最优性.
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1 引言

2020年12月17日, 嫦娥五号的返回器准确着陆于

内蒙古四子王旗的预定着陆区, 我国的探月工程三期

圆满收官. 迄今为止, 美国及苏联共进行过18次月球

采样返回任务, 其中9次成功(美国6次、苏联3次). 月

地入射(Trans-Earth Insertion, TEI)是月球采样返回任

务的关键技术之一, 是经典的月球探测轨道设计问题,
在理论和工程上都已较为成熟.

国内外学者对探测器月地转移入射变轨策略的设

计进行了深入的研究, 内容涵盖从环月轨道出发进入

逃逸轨道的单脉冲控制、两脉冲控制、三脉冲控制、

低能量转移等. 汪中生等人
[1]
综合分析了月地转移入

射多种方案, 给出了设计轨道, 分析了各方案的优缺

点和适用条件, 并通过绕月地转移入射轨道角动量矢

量旋转方法搜索最优一次变轨策略的初值, 结论对工

程设计有重要的参考价值. 因此本文不再对这些策略

问题进行讨论, 重点分析了月地入射轨道的设计方法.
陆林等人

[2]
在改进的双二体模型下, 采用差分进化算

法与序列二次规划算法相互补的双重优化算法计算轨

道初值, 然后在高精度模型下, 利用序列二次规划算法

对轨道初步设计的结果进行修正, 该方法对算法的要

求较高, 且计算量较大. 郑爱武等人
[3,4]

以出月球影响

球的时刻和位置、速度为中间变量, 采用双向嵌套循
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环搜索算法, 求解同时满足两端约束条件的精确月地

转移轨道, 但该方法只给出了满足倾角和近月点高度

的月地转移轨道, 该轨道与已知环月轨道存在升交点

差, 不能给出月地入射参数. 类似地, 张磊等人
[5]
以出

月球影响球的时刻位置速度为中间变量, 通过位置修

正月心段轨道, 通过速度修正地心段轨道, 经过多次

迭代使得中间点位置速度偏差满足容差, 从而得到月

地转移轨道. 周亮等人
[6]
取月地返回轨道变轨点的状

态作为设计变量, 提出选取月心段出口点的双曲线B
平面参数作为第一次迭代的目标值, 选取地心段约束

值作为第二次迭代的目标值, 建立基于双曲线B平面

参数的快速微分修正月地返回轨道的精确设计方法.
冯飞等人

[7]
利用二体拼接模型搜索符合地球再入终端

约束的次级返回窗口, 最终在改进多圆锥截线法轨道

计算中搜索确定符合全部约束条件的返回窗口. 周亮

等人
[8]
基于分段瞄准点预报显式制导的月地返回轨道

修正方案. 李惠峰等人
[9]
将空间绳系系统、储能系统

和空间站系统概念相结合, 提出了一种旨在降低地月

往返运输成本的新型空间投射-拦截平台概念, 分析了

月地运输能力消耗. 刘银等人
[10]

基于双二体假设建立

了三维空间模型中月球探测器返回轨道的数学模型.
黄文德等人

[11]
给出了经典的双二体模型月地返回轨

道设计方法. 张磊等人
[12]

提出地球椭圆B平面参数, 通
过两级修正策略和落点匹配求得月地返回轨道. Shane
等人

[13]
提出了二体模型下给定两点地心距、飞行时

间和再入角的伪兰伯特问题和求解方法, 然后基于该

方法通过迭代修正月球影响球边界位置的方法得到月

地转移轨道, 本质还是双二体模型. Gunther[14]和Ger-
bracht等人

[15]
给出了两脉冲和多脉冲月地入射优化模

型. Ocampo和Saudemont[16]与Ivashkin[17]基于双二体模

型月地入射参数初值求解, 然后从不同角度研究了月

地转移问题.
综上所述, 在计算月地转移轨道时主要采用双二

体圆锥曲线拼接方法, 基本都是正向求解思路, 有部

分是从中间向两端求解, 但均需要多次迭代.
月地转移是从月球到地球的飞行过程, 与地月转

移过程相反, 但二者动力学是相同的. 地月转移轨道

设计相关研究理论
[18,19]

较为成熟, B平面参数收敛域

大特性使其被广泛应用
[6,20]. 本文提出了一种采用逆

向积分思路, 从地球终端直接修正近月点B平面参数

的月地转移轨道的计算方法. 该方法只需一次微分改

正即可得到高精度的月地转移轨道, 计算速度提升且

具有很好的收敛性. 在月地转移轨道计算方法基础上,
又进一步给出了解析最优的月地入射参数的计算方

法, 无需数值寻优即可给出速度增量最小的月地入射

参数, 并结合工程应用给出惯性定向模式下的工程实

现方法. 以下对该方法进行详细的阐述.

2 月地转移轨道计算方法

再入点是航天器进入地球稠密大气的点, 通常以

航天器到达地心距为赤道半径加120 km点作为再入

点. 月地转移是从环月轨道飞行到地球再入点或近地

点的飞行过程, 月地入射参数是从环月轨道进入地月

转移轨道的速度脉冲或轨道机动脉冲, 转移时间是整

个月地转移的飞行时间.
地月转移轨道的设计方法可以采用二体兰伯特转

移加B平面参数修正的方式. 这种方法的特点是设计

过程简单且收敛快速. 设计思路是先根据发射点或落

点和轨道倾角用球面三角计算出升交点经度, 然后根

据入轨点或再入点高度、转移时间求解兰伯特问题,
得到转移轨道初值, 最后瞄准近月点的B平面参数修

正入轨点或再入点轨道参数, 从而得到精确的月地转

移轨道.

2.1 再入点轨道初值计算

计算月地转移轨道需要给出再入日期, 因为月球

公转相对于地球自转来说很慢, 对于给定的落点、倾

角和转移时间, 轨道能量和相对地球的拱点方向基本

确定, 所以每天有一条轨道会随地球转动扫过月球,
即每天有一条月地转移轨道. 需要人为给出的初始参

数包括再入日期T0、落点、轨道倾角i和月地转移时

间∆T.
首先根据落点和倾角计算转移轨道的升交点经度

初值. 如图1的球面三角形, O为升交点, L为落点, A为经

过L点的经线与赤道的交点, A为直角, i为轨道倾角.
在计算升交点经度初值时忽略地球自转的影响,

可得

i

i

= arcsintan
tan ,  ,

= + arcsintan
tan ,  .

(1)
L

L

L
L

e

e
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根据再入日期或概略再入时间T0, 计算格林威治

经度Ωg0, 可以得到轨道的升交点赤经:

= + . (2)g0 0 e

月球绕地球约28天转一圈, 相对地球自转来说角

速度很小, 因此再入时间的调整对月球的位置影响较

小, 可以用月球位置确定的轨道升交点赤经与概略再

入时间确定的升交点赤经差修正再入时间. 插值月球

星历表计算T T0 时刻的月球位置(xm, ym, zm), 并据

此计算月球的赤经λm和赤纬φm, 计算公式如下:

y
x= arctan ,m

m
m

z
x y z

= arcsin
+ +

. (3)m
m

m
2

m
2

m
2

将月球的赤经赤纬代入式(1)计算轨道的升交点

赤经Ωe, 修正概略再入时间可得再入时间初值Te, 计算

公式如下:

T T= + ( ) / , (4)ge 0 m 0 e

其中ωe是地球自转角速度.
迭代3–4次再入时间的修正量就能小于1 s. 有了

再入时间初值, 下一步是计算转移轨道初值. 计算转

移轨道初值时只考虑地心的引力, 计算方法如下:
(1) 计算T T-e 时刻的月球位置, 得到月球的地心

距rm, 再入点的地心距re为已知量, 人为给定飞行路径

角∆θ用于粗略计算. 月球一般位于月地转移轨道的远

地点附近, 因此飞行路径角可以设置为170°或190°, 但
不要用180°, 因为180°为奇异点不能唯一确定轨道. 由
此求解月球到地球再入点的兰伯特转移问题, 得到轨

道的半长轴a、偏心率e和月球在轨道上的真近点

角θm.
(2) 根据月球的位置, 利用球面三角计算轨道的升

交点赤经和近地点幅角.
月球的幅角Um计算公式如下:

U i

U i

= arcsinsin
sin ,  ,

= arcsinsin
sin ,  .

(5)
m

m

m
m

轨道的升交点赤经和幅角计算公式如下:

i

i

= arcsintan
tan ,  ,

= + +arcsintan
tan ,  .

(6)
m

m

m
m

近地点幅角计算公式为

U= . (7)m m

再入点真近点角计算公式为

= + . (8)m

至此, 月地转移轨道的再入时间和再入点的轨道

六根数初值计算完毕.

2.2 月地转移轨道的修正

上一节的再入点轨道参数是基于二体兰伯特计算

的, 没有考虑月球引力和地球非球形等一系列摄动, 所
以需要进行修正以获得精确的月地转移轨道. 再入点

参数的定义与导航算法有关, 一般在地球固联坐标系

中定义. 下面给出按地固系定义的再入角γ、轨道倾角

计算月地转移轨道的方法, 待求变量为再入航程Ur、

再入速度ve和再入时间修正量∆Te.
根据落点经纬度、再入航程和轨道倾角可以得到

再入点的经纬度. 再入点与落点的关系如下:
落点的经纬度(λL, φL)为已知参数, 图2中UL为目标

图 1 落点与升交点的球面三角关系
Figure 1 The spherical trigonometric relationship between landing
point and ascending node.

图 2 再入点与落点的关系
Figure 2 The relationship of reentry point and landing point.
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落点的幅角, 这里只给出升轨再入的公式, 如下:

U i= arcsinsin
sin , (9)L

L

e

其中ie为地固系倾角. 落点到升交点的经度差∆λL为

U i
U= arctansin cos

cos . (10)L
L

L

e

再入点的幅角为

U U U= . (11)E L r

再入点到升交点的经度差∆λE为

U i
U= arctansin cos

cos . (12)E
E

E

e

再入点的经度为

= + . (13)E L L E

再入点的纬度为

U i= arcsin(sin sin ). (14)E E e

再入点的飞行方位角:

A U= arcsin(sin / sin ). (15)E E

再入点的地固系位置:

x R
y R
z R

= cos cos ,
= sin cos ,
= sin ,

(16)
E E

E E

E

e

e

e

其中, R为再入点地心距, 为已知量. 下面计算再入点

的速度. 定义再入坐标系, Y轴为天顶方向, X轴在轨道

面内垂直于Y轴指向飞行方向, Z轴由右手定则决定,
如图3所示.

再入系到地固系的旋转矩阵为

A A A A
A A A A

A A
L =

sin sin cos sin cos cos cos sin cos + cos sin sin
cos sin sin sin cos sin cos cos cos + sin sin sin

cos cos sin cos sin
. (17)fe

E E E E E E E E

E E E E E E E E

E E E

在再入坐标系的速度为

v v
v v
v

= cos ,
= sin ,
= 0.

(18)
x

y

z

e

e

将再入系速度用式(17)的旋转矩阵转换到地固系,
再根据再入时间将地固系的位置速度转换到J2000惯
性系即得到再入点的轨道参数. 然后逆向积分到近月

点, 计算近月点的B平面参数, B平面参数的计算方法

可以参见文献[4], 需注意的是, 逆向计算B平面参数时

的渐进线矢量要反号. 微分修正再入时刻、再入速度

和再入航程使得B平面参数和月地转移时间偏差满足

精度指标即得到月地转移轨道.
月地转移轨道计算过程如下:
(1) 求解从月球到再入点的兰伯特问题.
(2) 考虑地球和月球质点引力瞄准近月点B平面参

数求解月地转移轨道.
(3) 高精度模型下瞄准近月点B平面参数求解月地

转移轨道.
注意, 这里一直使用的是近月点的B平面参数, 它

与轨道根数精确对应, 因此得到的转移轨道是精确的,
转移轨道的精度取决于逆向轨道积分所采用的动力学

模型和积分器的精度. 该方法适用于所有时段的地月/
月地转移轨道的设计, 而且计算效率很高, 在主频2G
的单CPU计算机上不到10 s的时间即可得到一条高精

度转移轨道, 如果仅考虑日地月和J2摄动则耗时约1 s.
图4是采用该方法计算的2020年11月19日–2038年

11月13日的每天一条共6570条月地转移轨道的半长轴

(月地转移时间设为4 d, 近月点高度为200 km, 倾角

45°, 再入点参数见3.1节).
18年中的每条转移轨道都快速而正确地被计算出

来, 证明算法可适用于不同的地月关系. 其他环月倾

角、转移时间、近月距等参数设置同样可以快速而正

确地计算, 由于篇幅限制这里不再给出.

3 月地入射参数计算方法

在计算出月地转移轨道后, 计算转移轨道与环月

轨道的交点就可得到月地入射参数. 但初始状态航天

器不一定在入射时刻到达交点, 因此需要对月地转移
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轨道进行修正, 如此迭代几次使得月地入射与环月轨

道的拼接点的位置偏差小于给定的范围, 即完成连续

轨迹的拼接. 为描述方便, 后面将月地入射时刻的月

地转移轨道在月心的表示称为月地入射轨道.

3.1 指定倾角的月地入射参数

在相对月球的轨道倾角、转移时间、再入角和落

点给定情况下, 可以计算得到月地入射后的轨道. 求解

该轨道与环月轨道的交线, 并调整月地入射轨道近月

点高度, 使得交线处入射前后轨道的月心距相等, 就

得到了两条轨道的交点, 交点处入射后速度减入射前

速度可以得到脉冲月地入射速度增量. 计算过程如下:
(1) 设置月地入射轨道近月点高度Rp为环月轨道

高度, 倾角为指定值.
(2) 计算月地转移轨道和月地入射后轨道.
(3) 计算月地入射前轨道与月地入射后轨道的交

线, 得到交线处的轨道幅角, 取入射后真近点角小的

幅角计算交线处的入射前月心距R b和入射后月心

距Re.
(4) 等比调整月地入射近月距.

R R R R= / , (19)k kp( +1) p( ) b e

其中下标(k)表示第k次迭代结果, 下同.
(5) 计算当前入射时刻环月轨道到交线处的飞行

时间δtb, 和入射后轨道近月点到交线的飞行时间δte,
据此修正入射时刻Tc(k+1)和月地转移时间∆T.

T T t
T T T t

= + ,
= .

(20)k k

k

c( +1) c( ) b

e c( +1) e

(6) 回到(2), 直到R R <b e .

(7) 用交点处的入射后速度减入射前速度即得到

月地入射速度增量.
不调整轨道倾角的情况下, 入射点不一定在近月

点, 可能存在较大的径向和法向分量, 速度增量较大.
通过对倾角的寻优, 可以得到最优月地入射倾角. 为分

析倾角对入射速度增量的影响, 这里将倾角从1°–90°
遍历计算了月地入射速度增量. 瞄准参数为: 地固系

再入角−5.8°, 再入点地心距6498.140 km, 地固系倾角

45°, 瞄准落点(111.433°E, 42.350°N).
环月轨道参数见表1.
摄动项包括日地第3体摄动, 月球非球形(40×40

阶). 月地入射速度增量与倾角关系如图5所示.
曲线显示, 速度增量与倾角的关系不是单峰函数

关系, 出现两个谷底, 因此用618法和二次插值法等

经典高效的单变量优化算法不便求解. 遍历计算的

结果是倾角为45°时速度增量最小 , 速度增量为

852.669 m/s.

3.2 解析最优的月地入射参数

月地入射最优倾角可以解析求解, 因为有两个先

验信息: (1) 月地入射初始点为近月点时能量最优, 即
月地入射的主脉冲为轨道切向脉冲; (2) 转移参数的调

整对月地入射的逃逸速度矢量影响很小. 在保持升交

点和近月点幅角不变的情况下, 通过求解倾角使得月

地转移轨道的近月点在环月轨道的平面内, 并调整近

月点高度使环月轨道与入射轨道相交, 即可得到月地

入射参数.

图 3 再入坐标系示意图
Figure 3 The sketch map of reentry coordinate system.

图 4 (网络版彩图)月地转移轨道在再入点的半长轴
Figure 4 (Color online) The semi-major axis of Moon-to-Earth
transfer trajectory at reentry point.
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令N为环月轨道的轨道法线矢量, L为月地入射轨

道的近月矢量, 如果L在环月轨道平面内, 则必有

L N = 0. (21)

据此即可求解出月地入射轨道倾角, 从而求解月

地入射参数. 计算过程如下.
(1) 取初始环月轨道的轨道倾角和月心距作为月

地转移轨道的近月点目标参数的初值, 并给定入射时

刻Tc(0)和再入时刻Te(0)初值.

(2) 计算月地转移时间T T T=t k ke( ) c( ).

(3) 逆向计算月地转移轨道得到近月点轨道参数

和再入时刻Te(k+1)及相应的再入点轨道. 新的再入时刻

将作为下一次迭代计算的初值.
(4) 计算逆向求得的月地转移轨道的近月矢量L.

i
i

i
L =

cos cos sin sin cos
cos sin + sin cos cos

sin sin
. (22)

(5) 以求得的月地转移轨道升节点为转轴, 保持月

地转移近月点幅角ω不变, 使得近月点矢量在入射前

轨道平面内, 如图6所示.

将式(21)展开可得求解入射轨道倾角i的公式:

( )

A N N
B N
C N N

B A

C A B

i
i i

i i

= sin cos sin sin ,
= sin ,
= cos cos cos sin ,
= arctan( / ),

= arccos / + ,

=
, + >

+ , +
,

(23)

y x

z

x y

k
k k

k k

2 2

+1

其中Nx, Ny, Nz为矢量N的分量, ik是上一步的月地转移

目标倾角, i(k+1)是新的月地转移目标倾角, 其余为中间

变量.
(6) 用ik替换当前求得的月地入射轨道的倾角, 计

算两个轨道面的交线, 选择距离入射轨道近月点最近

的点作为交线, 得到相应入射轨道真近点角θe和环月

轨道的交点处真近地角 ( , )b , 并计算该处的入

射前轨道的月心距Rb、入射后轨道的月心距Re和当前

入射时刻环月轨道到交点处的飞行时间 t P P( , )b ,
P为环月轨道周期.

表 1 月地入射前环月轨道参数

Table 1 The orbit before TEI

历元(北京时) 坐标系 半长轴 (km) 偏心率 倾角 (°) 升交点赤经 (°) 近月点幅角 (°) 平近点角 (°)

2020-11-14T00:38:42.485
J2000坐标系 1947.767 0.00630358 34.054 94.903 83.952 215.528

主轴系 1947.767 0.00630358 43.274 91.601 49.28 215.528

图 5 (网络版彩图)月地入射倾角与速度增量的关系
Figure 5 (Color online) The relation between TEI inclination and
velocity incensement.

图 6 月地入射控制前后轨道关系
Figure 6 Orbit relationship before and after TEI control.
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(7) 根据δtb修正入射时刻和入射前环月轨道.

T T t= + . (24)k kc( +1) c( ) b

(8) 用式(19)计算月地转移轨道目标近月距.
因为环月轨道不一定是圆轨道, 月地入射点就不

一定在环月轨道和入射轨道的近月点, 而是在环月轨

道和入射轨道的交点, 因此这里按交点处的入射前后

月心距来等比例修正入射轨道近月距.
(9)回到(2)继续迭代计算,直到入射前后的位置偏

差小于给定的精度指标.
将交点处的入射轨道和环月轨道参数转换成位置

速度, 其速度差即为入射脉冲速度大小∆vc.
在3.1相同输入条件下, 解析求解得到的月地入射

轨道倾角为44.810°, 速度增量为850.108 m/s, 与遍历

搜索的结果一致, 由此证明了算法的正确性.

4 有限推力模型下的月地入射参数求解

在工程实施上, 轨道控制在有限的推力作用下实

现. 有限推力控制过程开关机点通常跨越近月点, 必

然造成重力损失. 因此用脉冲解去实施轨道控制, 将

偏离目标甚至可能造成探测器不能再入, 需要进一步

迭代计算有限推力控制参数. 在有限推力模式下控制

变量为: 开机时刻Ton、开机时长∆t、偏航角ψ和俯仰

角θ; 目标量为: 再入时刻偏差∆Te、再入时刻地固系

再入角γ和轨道倾角ie. 其中的落点偏差可以通过迭代

目标再入时刻进行快速调整. 公式如下:

T T= + , (25)e e
* e* e

e

其中Ωe用式(1)计算, e
*为当前轨道升交点经度, Te

*为

当前算得的再入时刻, e为地球自转角速度.
控制变量比目标量多一个, 可以对俯仰角进行优

化以得到最小燃料解. 假定轨道控制过程探测器推力

方向在惯性空间不变, 依据3.2节计算的惯性系脉冲速

度增量转换到速度坐标系得到∆vo,根据速度增量计算

有限推力模式下的轨控开机时长∆t, 即可得到有限推

力模式下的求解初值.
开机时刻为

T T t= /2. (26)on c

偏航角为

v
v= arctan . (27)oy

ox

俯仰角为

v
v= arcsin . (28)oz

o

惯性定向模式需对速度坐标系下的俯仰角进行

修正:

= + , (29)*

其中, γθ为脉冲开机点的速度倾角, γθ−∆θ沉底开机点的

速度倾角, ∆θ为开机点到脉冲点的幅角差, 用∆t/2计
算. 用该方式计算的俯仰角已非常接近燃料最优解,
可以固定为θ*然后微分改正求解其他参数.

需注意, 月地入射控制的目标变量最好不要用时

间终止点的地固系倾角、再入角, 因为地固系参数与

探测器所在位置密切相关, 如在赤道附近地表地固系

的牵连速度约300 m/s, 如果终止点高度为两倍地球半

径, 则牵连速度翻倍, 这对地固系倾角影响很大, 易造

成迭代发散. 此外, 如果开机时间过长, 将脉冲解作为

有限推力解的初值时可能不会再入, 这时可以先以近

地点参数为目标进行求解, 使得求解结果能够保证

再入.
整个月地入射计算流程如图7所示.
月地入射在近月点加速的速度一般较大, 对于轨

道平面调整量比较小的情况, 在近月点通过一个脉冲

综合控制轨道半长轴和轨道平面可以节省推进剂, 因

为三角形斜边的长度小于两个直角边长度的和. 多脉

冲控制则可通过在距离月球较远的位置减小修正平面

的速度增量, 但在平面偏差较小而本身加速量较大的

情况下综合控制的速度增量更小.
如果发动机推力较小或有其他因素限制开机时

长, 可以基于单脉冲解设计两脉冲控制策略. 第一脉冲

将近圆环月轨道加速控制成为大椭圆轨道, 第二脉冲

为入射控制. 由于调整大椭圆轨道的近月点幅角速度

增量较大, 因此第一脉冲控后轨道的近月点应该与月

地入射轨道的近月点方向相同. 而对于近圆轨道, 加

速控制点决定了近月点的位置, 因此需优化的主要变

量是第一脉冲时刻. 第一脉冲的目标半长轴除了分担

一部分加速控制外, 还起到调相的作用. 两次加速的

偏航角也是需要优化的参数, 但以单脉冲求得的偏航

角作为第一脉冲的偏航角也比较接近最优解, 由于篇
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幅限制这里不再展开讨论.

5 月地入射轨道分析

月地入射后轨道在月球赤道坐标系的升交点的经

度主要受月地转移时间的影响, 而月地入射的日期对

其影响较小. 图8是月地入射日期从2020-11-16到
2020-11-26, 月地转移时间从60 h到144 h, 相对月球的

倾角(主轴系)为43.7°的月地入射轨道的升交点经度.
由图8可看到, 月地转移时间变化24 h, 月球轨道

升交点经度变化约25°, 而入射日期改变1 d, 在同样的

月地转移时间情况下升交点经度变化约1°. 出现这种

情况的原因是, 对于直接月地转移轨道, 入射后轨道

相对地球来说基本处于远地点, 在同样的转移时间情

况下, 入射日期对半长轴影响不大, 因此探测器相对

月球的速度差异不大. 月地转移时间决定转移轨道的

半长轴, 由此带来相对月球的速度不同, 因此升交点

不同. 而且转移时间对再入航程会有较大影响, 因此

月地转移时间的可选择区间比较小, 一般取3–5 d, 可
以通过遍历方法确定. 通过转移时间的设计, 月地入射

轨道的升交点经度可以很快确定下来.
在月地入射轨道升交点经度确定后, 可以按如下

公式简单解析地确定月地入射时间:

T T= + , (30)T
Lc 0

0

其中Ω0为T0时刻环月轨道的主轴系升交点经度, ΩT是

月地入射的主轴系升交点经度, ωL是月球自转角速度.
环月轨道的非球形摄动对轨道升交点影响较小, 在月

球捕获后环月轨道平面基本确定, 因此在月球捕获后

即可粗略计算出月地入射时间. 然后在粗略计算的月

地入射时间前后2–3 d搜索或优化即可得到最优的入

射时间. 准确的月地入射时刻需要考虑测控约束并使

得推进剂消耗最小. 由于测控条件的限制, 基本上一

天一个测控弧段, 搜索间隔也是以天或圈为单位, 搜

索的工作量也很小.
例如, 3 d转移时间的月地入射升交点经度约60°,

表1中的轨道升交点经度约91°, 因此最佳入射时刻大

图 7 (网络版彩图)有限推力月地入射计算流程图
Figure 7 (Color online) Flow chart of finite force calculation of TEI.

图 8 (网络版彩图)月地转移时间与月固系轨道升交点经度
Figure 8 (Color online) The Moon-to-Earth transformation time and
the longitude of ascending node of TEI orbit.
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约在表1历元的2 d后, 即2020年11月16日. 为了清晰地

认识月地入射时间与速度增量的关系, 下面仍以表1的
轨道参数为初值,月地转移时间为3 d,按20 min为间隔

计算了相应的月地入射速度增量和相应的偏航角.
从图9可看出, 最优的月地入射时刻为2020-11-

15T15:40, 与解析计算的入射时刻偏差小于1 d. 图9中
曲线出现间断是因为月地入射点逐级向后推移时, 再

入时刻改变很小, 压缩了月地转移时间, 当压缩到一

定程度时落点修正再入时刻增加了一天. 图10为月地

入射的偏航角与速度增量的关系.
从图10可看出, 速度增量最小的月地入射时刻并

不是偏航角为0°的时刻, 而是略有偏差. 造成这种现

象的原因是, 月地入射的速度增量不仅与入射前后轨

道平面偏差有关, 还与月球所处的位置、再入轨道倾

角等因素有关. 因此可以通过调整地月或月地转移时

间等调整环月轨道平面, 使得月地入射控制速度增量

更小, 但这势必对使命轨道造成影响. 轨道设计是个

整体综合优化的工作, 不能仅关注于一个方面.
基于表1的轨道, 以2020-11-15T16:08:12为控制初

始时间, 发动机推力3000 N, 比冲3000 m/s, 探测器的

质量为1800 kg. 用3.1节方法计算的脉冲月地入射参数

的过程如表2所示.
从上面的计算过程可看出, 迭代过程具有极高的

收敛效率, 3次迭代月地入射控制时刻即从约1 h收敛

到小于1 s, 倾角精度达到0.001°. 近月距则一次迭代精

度即达到5 m以下. 上述脉冲解控制时刻为2020-11-
15T17:06:53, 偏航角6.046°, 速度增量850.108 m/s, 转
换为有限推力控制的俯仰角为−10.391°. 有限推力迭

代最后的解为2020-11-15T17:03:06, 偏航角6.275°, 速

度增量854 .778 m/s , 再入时刻修正为2020-11 -
19T03:14:13. 有限推力解的速度增量比脉冲解多了

4.67 m/s, 重力损失0.55%. 对俯仰角进行数值寻优得

到最优俯仰角为−10.291°, 速度增量为854.777 m/s, 可
见解析求得的俯仰角非常接近数值最优解.

6 结论

月地入射是经典的月球探测轨道设计问题, 但仍

值得进行深入的研究. 月地转移是地月转移的逆过程,
可以使用地月转移轨道的设计方法设计月地转移轨

道. 以B平面参数作为月地入射点目标参数的方法收

敛域宽、收敛速度快、适用范围广, 有很高的实用

价值.
根据速度增量最小条件可以得到月地入射最优倾

角的解析解. 解析解的运用能极大地提高轨道设计效

率和月地入射控制参数的计算效率. 月地入射的速度

图 9 (网络版彩图)月地入射时间与入射速度增量关系
Figure 9 (Color online) The velocity increment and insertion time of
TEI.

图 10 (网络版彩图)月地入射偏航角与入射速度增量关系
Figure 10 (Color online) The yaw angle and velocity increment of
TEI.

表 2 月地入射迭代过程

Table 2 The iterative process of TEI

序号 近月距 (km) 倾角 (°) 入射时刻
修正量 (s)

初值 1935.484 43.281 –

1 1959.931 45.098 3519.337

2 1959.932 44.793 1.967

3 1959.933 44.811 0.308

4 1959.933 44.810 −0.006
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增量不仅与入射前后轨道平面偏差有关, 还与月球所

处的位置、再入轨道倾角等因素有关, 因此速度增量

最小的月地入射时刻偏航角并不一定为0°, 可以通过

调整地月或月地转移时间等调整环月轨道平面, 使得

月地入射控制速度增量更小. 但轨道设计是个整体综

合优化的工作, 不能仅关注于月地入射一个方面, 否

则可能会对使命轨道造成影响, 使其他的性能指标

下降.
本文提出的方法在嫦娥五号工程的月地入射控制

和应急控制策略设计中得到了应用, 取得了很好的效

果. 该方法可以用于月球采样返回轨道设计, 也可以

推广应用到其他行星探测的轨道设计中.
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Trans-Earth insertion method based on the reversed
Earth-to-Moon transformation
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The Moon-to-Earth transformation is the reversed procession of the Earth-to-Moon transformation. Thus, the trans-Earth
insertion method based on reversing the Earth-to-Moon transformation is proposed. The trans-Earth insertion is obtained
by using the intersection of the low lunar orbit and Moon-to-Earth transformation orbit and adjusting the scale for the
height of the low lunar orbit’s perigee. The optimal inclination of the trans-Earth insertion orbit is analytically obtained
by minimizing the velocity increment and is proven by numerical searching. Based on the pulse results, the finite-force
control parameter is also proposed for determining the optimal pitch angle. Finally, the trans-Earth insertion parameter is
calculated by using a low lunar orbit, and the minimized velocity increment is found to not always be present for
instances when the yaw angle is zero.
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