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摘要       本文发展了一种计算方法将3维Ising模型的转化矩阵V1替换为一个秩更小的转化矩阵. 将转化矩阵V1

表示为基矢量的线性叠加,我们发现可以将基矢量分为几组,一个基矢量与V1的矩阵乘积可以被表示为同组基

矢量的线性叠加. 以此为原理,我们建立了一个新的转化矩阵V2来描述一个基矢量和V1的乘积与同组基矢量之

间的关系,而一组包含基矢量的个数就是V2的秩. V2的秩比V1小得多并包含最大特征值. 本文用此方法计算了单

位比热和单位磁矩. 结果显示存在一对温度和磁场的组合使比热取得最大值,当N1N2增加时,比热峰值也增加.
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1   引言

自从Onsager[1]给出2维Ising模型精确解以来, 3维
Ising模型精确解引起了广大研究者的兴趣[2–6]. 3维
Ising模型可以描述晶体的磁性,还可以用来对合金中

的有序-无序转变等现象进行解释,为磁性材料的研究

提供理论基础. 例如, Ising模型中有原子间交换能和

原子磁矩两个参数,如果交换能大,磁矩小,材料磁性

不容易被外部磁场改变, 就是硬磁材料, 如果交换能

小,磁矩大,材料磁性就容易被外部磁场改变,就是软

磁材料. 因此, 3维Ising模型对于软硬磁耦合纳米线材

料的研究具有很重要的理论意义. 现有的几种研究3

维Ising模型精确解的技术有: 重整化群方法[7]、簇变

量方法[8]、线性链近似法[9]、分子长近似法[10]等. 在
另一方面,以Monte Carlo方法为代表的数值模拟计算

方法近年来也取得了很大进展. Liu等人[11]研究了外

磁场条件下各向异性经典磁铁的非线性磁化动力学

机制. Jiang等人[12]使用有效场方法研究了自旋为1的
Ising模型相图并给出了二级相变的表达式. El-Showk
等人[13]使用3维共形场理论的交叉对称条件和幺正性

来研究3维Ising模型,发现3维Ising模型处于参数空间

的边界上因此难以求解. Jin等人[14]使用Monte Carlo方
法模拟计算了Ising模型的一级相变,并研究了热力学

参数的临界条件. Wu等人[15]使用边界传播子算法研
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究有限宽度的Ising模型,发现边界条件会对自由能和

比热的计算结果构成很大影响,计算结果和Onsager模
型的理论值取得了一致. Deviren等人[16]使用有效场理

论研究了时间相关的外磁场中的Ising模型并发现相

变点处于最小耦合点. Heyl等人[17]发现3维Ising模型

在相变点上具有周期非线性特点. Del Campo等人[18]

使用渐进参数法研究了Ising模型在相变点附近的热

力学性质. Ates等人[19]研究了Ising模型相变作为一级

相变的热力学参数变化. Zhang等人[20]使用Ising模型

解释了磁铁矫顽现象. Barnett等人[21]比较了Ising模型

相变点附近的长程交互作用和短程交互作用间的不

同. Schoelz等人[22]利用Ising模型研究了石墨烯在相变

点附近的热力学变化. Dublenych[23]通过计算得到了

Ising模型在外场条件下的基态精确解. Lau等人[24]使

用数值模拟方法计算了Ising模型的相变熵. Langer[25]

计算了临界点附近的相关性长度. Fytas等人[26]通过计

算模拟方法求解Ising模型配分函数并发现比热在相

变点附近指数升高. Wu等人[15]计算了Ising模型的自

由能和比热在相变点附近的级数展开. Corberi等人[27]

认为在相变点附近,热力学参数对数增长. Powalski等
人[28]研究了3角Ising模型并发现了一个二级量子相变

现象. Damski[29]推导出了一个量子Ising模型保真率的

封闭解. Bastidas等人[30]研究了各向异性Ising模型的非

平衡相变. Henry等人[31]使用自旋波理论研究了Ising
模型基态的性质并发现基态保持稳定. 而Jin等人[32]则

研究了Ising模型相变时的稳定性问题并发现临界温

度以下系统保持稳定. Blöte等人[33]使用分布式计算方

法大大提升了Monte Carlo方法计算精度. 目前的主流

计算方法均使用了有效场理论,而Ising模型的核心问

题是精确求解转化矩阵的最大特征值.
本文将研究一个N1×N2×N3的Ising模型特征值求

解问题 , 其中N1和N2均取有限值 . 第二部分建立一

个2 2N N N N1 2 1 2× 的转化矩阵V1,然后建立一个秩更小且

包含V1最大特征值 max的矩阵V2. 第三部分利用 max计

算单位比热Cpa和单位磁化强度Mpa. 第四部分讨论计

算结果.

2   基本模型

3维Ising模型是N1×N2×N3的立方点阵. 每个格点

上的原子自旋为+1或–1. 本文用 1j k l, , = ± 来描述对应

原子的自旋状态. 系统总能量E可表示为
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其中J J J, ,1 2 3是相邻原子间的交换能, µ是自旋磁矩, B
是磁场强度. 边界条件为
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自由能F可由Z推导出来, 比热C和磁化强度M可由F
推导出来:
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为了计算Z,将原子点阵分为N3层. 每层包含N1排

和N2列. 用一个数字 l表示第l层的状态,1 2l
N N1 2.

E可表示为
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配分函数变为

Z e ,
( )

l
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1 E E

kT
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(9)

e
( )E l E l l

kT
1( ) 2 , 1+

是矩阵V1的元素V1, l是行数, l 1+ 是列数.
Z可表示为

VZ Tr( ) ,N N N N
1 1 2 3

3 3 3 3= = + + + (10)

这里 , , ...1 2 3 是V1的特征值. 设最大的特征值为 max,
则当N3无穷大时,
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lim ( ) .
N

N N N N
1 2 3 1

3

3 3 3 3+ + + = (11)

现在只需求出V1的最大特征值 max即可.
本文用一个特例来说明如何求解 max . 当N1=2,

N2=1时, V1可以表示为
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Dj和V1的矩阵乘积可表示为
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D V D V1 1 3 1 可 以 表 示 为D D1 3 的 线 性 组

合 . D V D V4 1 6 1可以表示为D D4 6 的线性组合 .
D V D V7 1 9 1可以表示为D D7 9的线性组合. D V10 1是常

系数乘以D10. 因此可以将D D1 10分为4组: D D1 3,
D D4 6, D D7 9和D10 . D Vj 1可以被表示为同组矩

阵Dk 的线性组合 , 这样可以利用D D1 10的分组计
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利用式(35), (37), (39),我们可以得到a a10 18:
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这里的V N
2

13 可以表示为
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, , 1 2 3是V2的特征值,G是包含3个对应 , , 1 2 3的特

征矢量的3×3矩阵, , , 1 2 3的表达式为
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2
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J
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1 3 3
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将式 (46)–(53)代入式 (45), 就可以得到 VTr( )N
1

3 的表

达式:

( )
V

e e

Tr( )

.

N N N N

N
1 1 2 3

J J J
kT

J J J
kT

3 3 3 3

2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3 3

= + +

+
+ + +

(54)

V1的特征值是 , , , 1 2 3 4. V N
1

3的迹为

VTr( ) .N N N N N
1 1 2 3 4

3 3 3 3 3= + + + (55)

我们可以看到 VTr( )N
1

3 的两种表达式的相似性 .
, , 1 2 3也是V1的特征值 . 下面我们需要研究V2是

否包含V1的最大特征值 . 设J J J B 01 2 3= = = = , 则
式(33)的V2和V1就变成

V
1 1 1
2 2 2
1 1 1

,
J J J B2 01 2 3

=
= = = = (56)

V
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

.
J J J B1 01 2 3

=
= = = =

(57)

显然,V2的特征值是4和0. V2的特征值也是4和0. 对
其他情况的N N,1 2而言,V

J J J B2 01 2 3= = = =
的第一行元素是1,

第二行元素是 f 01 > ,第三行是 f 02 > ,第j行是 f 0j > .
而且 f f f 2 1N N

1 2 3
1 2+ + + = . 因此V

J J J B2 01 2 3= = = =
的

特征值是2 N N1 2和0. V
J J J B1 01 2 3= = = =

的特征值也是2 N N1 2和

0. 当J J J B, , ,1 2 3 变为非零值时, 特征值2 N N1 2和0也会变,
从2 N N1 2演化出来的特征值会比那些从0演化出来的特

征值更大. 例如: N N 11 2= = 时,两个特征值为

( )

e e e

e e e e

1
2

2 4 ,

J J
kT

µB J
kT

µB J
kT

1

J
kT

µB
kT

µB
kT

J
kT

1 2 3 3

2 3 2 2 2 3

= +

+ + +

+ + +

(58)

( )

e e e

e e e e

1
2

2 4 .

J J
kT

µB J
kT

µB J
kT

2

J
kT

µB
kT

µB
kT

J
kT

1 2 3 3

2 3 2 2 2 3

= +

+ +

+ + +

(59)

当J J J B, , ,1 2 3 发生变化时, 1始终是最大特征值. 因
此V2包含V1的最大特征值,且的V2秩明显小于V1.

为 了 进 一 步 说 明 这 个 问 题 , 我 们

将N N2, 11 2= = 时的转化矩阵V1进行对角化计算 .

V1进行对角化之后 , 对角矩阵的4个元素就是4个特

征值 , 其中3个特征值λ1, λ2, λ3如式(47)–(49)所示 , 第
4个特征值λ4是

e e
J J J

kT
J J J

kT
2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3+ + +

.

本文使用的热力学参数为:

J J J1 2 3= = =1 kJ/mol,

μ=9.27400949×10–24 J/T,

k=1.3806488×10–23 J/K,

其中μ是单位原子磁矩, k是波尔兹曼常数.
在B=1 T情况下,本文计算了3个温度下对应的对

角化矩阵的4个元素的模:

T=60 K:│λ1│=1.95×105,

│λ2│=│λ3│=2.75×104,│λ4│=55.1,

T=100 K:│λ1│=1.59×103,

│λ2│=│λ3│=2.22×102,│λ4│=10.9,

T=140 K:│λ1│=2.06×102,

│λ2│=│λ3│=28.1,│λ4│=5.39,

其中λ1和λ4始终是正实数,可以看到,V2包含的特征值

λ1始终是模最大的.
我们可以从上面的例子总结建立一个更小的转

化矩阵V2的步骤, 首先将V1表示为

V De ,
n

p J q J r µB s J
kT n1

n n n n1 2 3
=

+ + +

(60)

p q r s p q r s( , , , ), ( , , , )1 1 1 1 2 2 2 2 ··· 是 不 同 的 整 数 组 合 .
D D D, ,1 2 3···Dw是一系列2 2N N N N1 2 1 2× 矩阵, 元素为0或
1. 挑选任意两个Dj和Dk ,如果矩阵乘积D Dj k能被表示

为D D D, ,1 2 3 ···的线性组合 , 则继续寻找下一对D Dj k .
如果D Dj k不能被表示为D D D, ,1 2 3···的线性组合,则构

造一个新的矩阵:

D D D D Da a ,w j k1 1 1 2 2=+

其中a a,1 2 是D Dj k和D D,1 2 之间的矩阵点积, 这样

构造出来的Dw 1+ 和原来的D D,1 2 之间保持正交关

系,而且补充了Dw 1+ 后,就能将D Dj k表示为D D D, ,1 2 3···
Dw 1+ 的线性叠加了 . 如此往复 , 直到所有D Dj k均能

表示为D D D, ,1 2 3 ···的线性叠加为止 . 我们将这时
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的D D D, ,1 2 3 ···称为完备矩阵序列 . 我们发现 , 可以

将完备矩阵序列分为若干组 , 一组矩阵中的任意一

个元素Dj和完备矩阵序列中的任意一个元素Dk相乘,
D Dj k总是可以表示为和Dj同组的若干个矩阵的线性

叠加. 例如: 其中一组矩阵是只有第一行包含非零元

素,其他各行均为零. 因为Dj只有第一行有非零元素,
所以Dj和Dk相乘后,乘积D Dj k也是只有第一行包含非

零元素, 其他各行均为零. 我们可以利用这一点简化

计算过程,即只计算第一行元素不为零的一组矩阵.
在实际的计算过程中 , 我们要建立一系列矩

阵F F F, , 1 2 3···,保证任意F Vk 1能够表示为F F F, , 1 2 3···的
线性叠加.

F V Fb ,
l

k l k l1 ,= (61)

bk l, 就是转化矩阵V2的元素.
为了计算上的方便, 我们建立的F F F, , 1 2 3···都是

只有第一行包含非零元素的矩阵,我们先用F1作为第

一个矩阵:

F
1 0
0 0 ,1 = (62)

F1的所有元素为0, 但左上角的元素为1.
设现在已经产生了w个矩阵: F F, ,1 2 ···Fw, 如果存

在一对Fk和D l , 使得F Dk l无法表示为F Fw1 的线性叠

加, 则添加一个新矩阵Fw 1+ ,

[ ]F F D
F F D F

F F
( )

,
m

w

1
w k l

m k l m

m m
1 =

=
+ (63)

其中∙是矩阵点积符号, F F F F
p q,

. .m n m p q n p q, ,= .

这样产生出来的Fw 1+ 和原来的F Fw1 保持正交关

系,并且可以将F Dk l表示为F Fw1 1+ 的线性叠加.
接下来寻找另一对不能表示为F Fw1 1+ 的线性叠

加的F Dk l,反复进行这一步,直到所有的F Dk l都能表示

为F F N1 C
的线性叠加. 其中NC是最后的矩阵个数,也

是V2的秩.
除了第一行以外 , F F N1 C

的所有元素均为0.
为了书写简单 , 我们用1 2 N N1 2× 矢量F FN1 C

来替

代F F N1 C
. 为了计算方便, 我们使F FN1 C

的元素

为0或1. 例如, 如果有一对Fj 和Fk 如下:
F [1 9 1 1],j = (64)

F [3 1 3 3] .k = (65)

两个矢量都是在1, 3, 4位置具有相同的元素, 因
此可转化为

F [1 0 1 1],j = (66)

F [0 1 0 0] .k = (67)

我们将2 N N1 2个位置划分为NC个区域,每个矢量只

有一个对应的区域元素为1,其他位置的元素均为0.
V2的每一行元素就是F Vk 1表示为F FN1 C

的线性

叠加后的对应系数:

( )( )
F V F F F

F V F F F

b b b

b

,

/ .
k k k k

k m k m m m

1 , 1 1 ,2 2 , 3 3

, 1
T T

= + +

=
(68)

当N1=N2=1时, V2与V1相同. 当N1=2, N2=1时, V2为

V e

e e e

e e e e

e e e

2 2 .

N N2 2, 1

J
kT

J J µB
kT

J µB
kT

J J µB
kT

J
kT

J J
kT

J J
kT

J
kT

J J µB
kT

J µB
kT

J J µB
kT

1 2

2 2

2 3 2 1 2 2 1 2 2 3 2 1 2

2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 1

2 3 2 1 2 2 1 2 2 3 2 1 2

=

× +

= =

+ +

+ + + + +

(69)

当N1=3, N2=1时, V2为

V e

e e e e

e e

e

e

e
e

e e

e

e

e
e

e e e e

3 2 2 3

3 2 2 3

.

N N2 3, 1

J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

J µB J
kT

1 2

3 2

3 1 3 3 3 3 1 3 3 3 1 3 3 3 1 3 3 3

1 3
1 3

1 3 3

1 3

1 3 3

1 3

1 3
1 3

1 3 3

1 3

1 3 3

1 3

3 1 3 3 3 3 1 3 3 3 1 3 3 3 1 3 3 3

=

×
+ +

+ +

= =

+ +

+

+

+

+
+ +

+

+

+ +

+ +

+ + + + + +

(70)

其他情况下,V2的秩为

N1=3, N2=1: NC=4;
N1=4, N2=1: NC =6;
N1=2, N2=2: NC =7;
N1=5, N2=1: NC =8;
N1=6, N2=1: NC =13;
N1=3, N2=2: NC =13;
N1=7, N2=1: NC =18;



曹斌等 .  中国科学: 物理学 力学 天文学    2017年   第47卷   第6期

060503-8

N1=8, N2=1: NC =30;
N1=4, N2=2: NC =34;
N1=9, N2=1: NC =46;
N1=3, N2=3: NC =36;
N1=10, N2=1: NC =78;
N1=5, N2=2: NC =78;
N1=11, N2=1: NC =126;
N1=12, N2=1: NC =224;
N1=6, N2=2: NC =237;
N1=4, N2=3: NC =158;
N1=13, N2=1: NC =380;
N1=14, N2=1: NC =687;
N1=7, N2=2: NC =687;
N1=15, N2=1: NC =1224;
N1=5, N2=3: NC =707;
N1=16, N2=1: NC =2250;
N1=8, N2=2: NC =2299;
N1=4, N2=4: NC =1459;
N1=17, N2=1: NC =4112;
N1=18, N2=1: NC =7685;
N1=9, N2=2: NC =7685;
N1=6, N2=3: NC =4236;
N1=19, =1: NC =14310.

我们可以看到NC远小于2 N N1 2 .

3   计算

图1显示了单位原子比热C C
N N Npa

1 2 3

= 随温度T和

磁场强度B发生的变化. 当B=0时,Cpa在T=47.966 K时达

到最大值1.94×10–23 J/K.但Cpa的最大值2.142907×10–23

J/K出现在T=49.178 K, B=±4.1715 T.当磁场强度B的值

固定时,存在一个对应的温度TC使Cpa达到最大值. 当
磁场强度B增加时, TC也会变大. 当B=0时, TC取最小值.

本文用TX和BX表示Cpa取最大值时的温度和磁场

强度, T0表示B=0情况下Cpa达到最大值时对应的温度.
下面是几种情况下TX, BX和T0的取值:
N1=17, N2=1: TX =27.795 K,
BX =±1.372 T, T0=27.249 K;
N1=16, N2=1: TX =27.598 K,
BX =±1.135 T, T0=27.245 K;
N1=8, N2=2: TX =44.031 K,

BX =±3.508 T, T0=43.177 K;
N1=4, N2=4: TX =49.080 K,
BX =±4.426 T, T0=48.063 K;
N1=15, N2=1: TX =27.835 K,
BX =±1.603 T, T0=27.232 K;
N1=5, N2=3: TX =48.466 K,
BX =±5.222 T, T0=47.192 K;
N1=7, N2=2: TX =44.048 K,
BX =±4.168 T, T0=43.156 K.

图 2 显 示 了 不 同 温 度 下 单 原 子 磁 化 强

度M M
N N Npa

1 2 3

= 随磁场B变化的曲线. 可以看到Mpa随

温度升高而变小. 如果磁场强度B足够大, 则Mpa增加

的速度变慢, 也就是达到了磁饱和状态.

图 1    不同温度下Cpa随磁场变化的曲线, N1=N2=4
Figure 1          Cpa versus B with different temperatures, N1=N2=4.

图 2    不同温度下Mpa随B发生变化的曲线, N1=N2=4
Figure 2          Mpa versus B with different temperatures, N1=N2=4.
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图 3    B=0情况下Cpa随温度变化的曲线, T ′=T–T0
Figure 3          Cpa in different cases when B=0, T ′=T–T0.

图3显示了B=0时,不同格点数情况下Cpa随温度变

化的曲线. 我们用T'′=T–T0替代普通温度,这是为了能

直接比较不同格点数情况下Cpa的峰值. T0是无磁场情

况下Cpa达到峰值时对应的温度. 可以看到当N1N2增加

时, Cpa的峰值也会增加. 如果N1N2无穷大, Cpa峰值也会

趋向于无穷大. 临界温度TC会随着磁场强度发生变化.

4   结论

本文以2 2N N N N1 2 1 2× 的转化矩阵V1为基础建立了

一个秩更小且包含最大特征值的转化矩阵V2. 然后计

算了单位原子比热Cpa和单位原子磁化强度Mpa. 我们

发现存在着一对特定的温度T和磁场强度B使Cpa取得

最大值. 当N1N2增加时, Cpa的峰值也会增加.
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Simulation of 3-dimensional finite Ising model
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We have developed a method to change the transfer matrix V1 of 3D Ising model into a much smaller transfer matrix. V1

can be written as the linear combination of basic vectors. We discover that these basic vectors can be divided into several
groups. The point product of one basic vector and V1 can be written as the linear combination of basic vectors from the
same group. Based on that, we establish a new transfer matrix V2 to describe the relationship between basic vectors of the
same group. The number of members from the same group is the order of V2. V2 is much smaller than V1 and contains the
largest eigenvalue of V1. We use this method to calculate the specific heat and magnetic momentum per atom. The results
show that there’s a pair of temperature and magnetic field strength that can make the specific heat get to its maximum
value. When N1N2 increases, the maximum value of specific heat increases too.
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