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摘要       本文主要回顾了基于概率描述的不确定性结构全局灵敏度分析的一些常用方法. 根据结构输出响应

的个数,可以将全局灵敏度分析分为单输出全局灵敏度分析和多输出全局灵敏度分析. 单输出全局灵敏度分析

已经发展得比较成熟,根据不确定性度量方式的不同(方差、概率密度函数、累积分布函数等),已经得到了多

种不同的单输出全局灵敏度指标(方差灵敏度分析、矩独立灵敏度分析等). 多输出全局灵敏度分析是在单输

出全局灵敏度分析的基础上发展而来的,它主要是考虑输入变量对多个输出响应整体不确定性的影响. 多输出

全局灵敏度分析需要考虑不同输出之间的相关性,相较于单输出全局灵敏度分析更为复杂. 通过对各种全局灵

敏度分析方法的原理进行比较以及算例分析, 得到了各种方法的特点及不足.
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1  引言

随着工程结构系统的日益复杂化以及数值计算

方法和计算机软硬件的飞速发展,计算模型越来越多

地被用以代替实际的工程结构及物理实验进行模拟

和预测结构系统的实际行为. 在很多情况下, 模型中

的一些输入参数无法完全确定. 例如, 由于对实际结

构系统认知的不全面以及结构本身的一些可变性,使
得无法准确得到结构系统的边界条件、初始条件以

及结构的物理属性等. 不确定性的存在会导致模型输

出响应的不确定性,从而导致无法准确预测结构系统

的实际行为. 不确定性的表征方式包含概率方法及非

概率方法,概率方法主要采用概率密度函数以及各阶

统计矩来描述不确定性,它具有完整的数学理论体系,
已经发展得很成熟, 并且得到了广泛的应用, 常用于

描述随机不确定性(客观存在的不确定性,不可缩减).
非概率方法常用于描述认知不确定性(由于认知水平

的局限而造成的,可缩减),常用的有模糊理论[1,2]、凸

集模型理论[3,4]、证据理论[5,6]等,近些年来也得到了许

多学者的关注与应用[7–11]. 在模糊理论中,使用隶属度

函数描述输入变量的不确定性,适合于描述基于专家

意见得到的不确定性参数[2]. 对于实际中较为复杂的

工程问题, 往往只能获得不确定性变量的上下界限,
凸集模型的建立只需要不确定事件集合的界限,因此
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能够有效地处理这种情况[11,12]. 证据理论是对经典概

率理论的扩展,能够对各种不完全信息、不确定信息

甚至冲突信息进行合理描述和处理,较好地符合了人

的思维习惯[12]. 本文主要针对采用概率方法来描述的

随机不确定性进行分析.
不确定性分析[13,14]可以帮助人们很好地量化模型

输出响应的不确定性,从而可以得到模型预测值的置

信度. 如果能够确定影响模型输出响应不确定性的主

要因素,就可以通过控制这些主要因素以有效地降低

模型输出响应的不确定性,提高模型预测值的置信度,
然而不确定性分析无法实现这一目标. 为了解决这一

问题, 人们提出了灵敏度分析, 其目的是探究模型输

出不确定性向输入不确定性的分配问题[15,16], 即探究

模型输出不确定性的来源. 通过灵敏度分析, 可以根

据模型输入变量对输出响应不确定性的贡献大小,对
输入变量进行重要性排序,从而可以通过减小重要输

入变量的不确定性,以最小的代价减小模型输出响应

的不确定性,提高模型预测的稳健性. 另外,通过给不

重要输入变量设定一个确定值,可以达到降低输入变

量维数的目的,同时还可以在结构系统不确定性优化

过程中减少设计参数的数量,以提高优化效率.
全局灵敏度分析是灵敏度分析中应用最为广泛

的一种,它能够衡量模型输入变量的不确定性在其整

个分布区域内对输出响应的不确定性的影响. 常用

的全局灵敏度分析方法主要有基本效应法[17–22]、导

数法[23–28]、方差灵敏度分析法[29–34]、矩独立灵敏度分

析法[35–40]、基于失效概率的灵敏度分析[41,42]. 基本效

应法通过基本效应(Elementary Effect)遍历输入变量空

间,进而探究模型输入变量在其分布区域变化时对模

型输出响应的平均影响,其中基本效应定义为模型输

出响应相对于输入变量的差商. 基本效应法适用于维

数较高且计算量较大的模型,它的计算量随着输入变

量维数的增加而线性增加[17]. 导数法采用模型输出响

应对输入变量的偏导数的平方的期望来衡量模型输

入变量的相对重要性. 基本效应法中的基本效应可以

看作是近似的偏导数,因此这两种方法的物理意义相

似. 对于非线性程度较低的模型, 导数法的计算效率

较高, 然而对于非线性程度较高的模型, 导数法的计

算代价会过高[25]. 方差灵敏度分析法是应用最为广泛

的一种灵敏度分析方法,采用方差来衡量模型输入变

量和输出响应的不确定性,通过衡量模型输入变量方

差对输出响应方差的贡献程度来衡量输入变量的重

要程度. 相比前两种全局灵敏度分析方法, 方差灵敏

度分析法的计算代价过高. 由于方差只是随机变量的

一个概率统计特征,采用方差来描述模型输入和输出

的不确定性在很多情况下是不充分的,因此研究者又

相继提出了采用概率密度函数、累积分布函数及特

征函数等来完整地描述模型输入及输出的不确定性,
从而得到相应的矩独立灵敏度指标[35,36,39,40]. 矩独立灵

敏度分析法通过衡量模型输入变量的不确定性对输

出响应的概率密度函数(累积分布函数、特征函数)的
平均影响来确定输入变量的相对重要性,相较于方差

灵敏度分析法,矩独立灵敏度分析法不仅能够更全面

地衡量模型输入变量的相对重要性,而且对于模型输

入变量和输出响应的单调变换具有不变性,因此对于

模型输出响应分布区间跨度较大的情况,可通过合理

的单调变换来求得相应的灵敏度指标[37,43].
以上提到的全局灵敏度分析方法主要针对具有

单个输出的模型, 然而在实际的工程应用中, 往往同

时关注模型的多个输出响应,尤其是在多目标优化设

计当中. 针对具有多个输出响应的模型进行灵敏度分

析,最直接的方法是针对每一个输出响应应用上面所

提到的灵敏度分析方法进行一次灵敏度分析. 然而这

种方法仅是对传统的全局灵敏度分析方法的重复,且
忽略了模型各个输出响应之间的相互关系. Campbell
等人[44]指出,仅针对每一个模型输出响应进行单独的

灵敏度分析或是对模型输出响应的特定函数进行灵

敏度分析不够充分. Garcia-Cabrejo和Valocchi[45]指出,
如果各个模型输出响应之间存在强相关性,对每一个

模型输出响应进行单独的灵敏度分析会造成冗余,而
且也很难解释这些灵敏度分析结果. 因此, Lamboni等
人[46]建议应对模型的多个输出响应这一整体进行灵

敏度分析,并且需要发展新的准则和方法. Campbell等
人[44]提出了一种进行多输出灵敏度分析的方法,即用

一组合适的基函数对模型输出响应进行展开,对其中

包含较多原始输出响应信息的成分进行灵敏度分析.
根据这一思想, Lamboni等人[46]采用主成分分析对模

型的多个输出响应进行分解,进而采用方差灵敏度分

析法对包含原始模型输出响应大部分方差的主成分

进行灵敏度分析,得到了针对多个输出响应整体的灵

敏度指标. Gamboa等人[47]对传统的方差灵敏度分析方

法进行扩展,提出了采用协方差分解的方法进行多输
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出灵敏度分析. 这两种方法都采用方差来描述模型输

入和输出的不确定性, 在很多情况下不够充分. 崔利

杰等人[48]针对传统的矩独立灵敏度指标进行扩展,采
用多个输出响应的联合概率密度函数来描述其不确

定性,得到了针对多输出模型的基于联合概率密度函

数的矩独立灵敏度指标. 然而该方法需要求解模型多

个输出响应的联合概率密度函数,求解过程比较困难.
为此, Li等人[49]采用概率积分转换的方法对多个输出

的联合累积分布函数进行转换,得到了针对多输出模

型的基于概率积分转换的矩独立灵敏度指标. 除此之

外,王飞[50]采用基于空间距离的方法来进行多输出模

型的全局灵敏度分析,当所用的空间距离为欧氏距离

时,所得到的灵敏度指标与基于协方差分解[47]的灵敏

度指标一致. 在实际工程中, 还会常遇到输出响应随

时间变化的模型. 对于这类问题, 在实际处理中经常

对时变输出响应进行离散化,进而可以将不同时刻的

输出响应看作一般意义下的多个输出响应,采用以上

所提到的多输出灵敏度分析方法进行灵敏度分析.
以上所提及的单输出全局灵敏度分析方法和多

输出全局灵敏度分析方法在实际的结构设计当中能

够有效地确定各个不确定性因素的相对重要性,可以

为设计人员提供有效的指导意见. 本文主要针对这些

常用的全局灵敏度指标进行回顾,分别从单输出全局

灵敏度分析和多输出全局灵敏度分析这两方面进行

阐述分析, 并对它们进行比较, 分析它们各自的特点

及不足.

2  单输出全局灵敏度分析

假设所分析的结构可以用模型 XY g= ( )表示, 其
中X X X X= ( , , … , )n1 2 为模型的n维不确定性输入变量,
Y 为所关心的输出响应, g为模型输出响应与输入变

量之间的函数关系 (可以是简单的数学表达式 , 或
是复杂的有限元模型 , 还可以是实际的物理试验

等). 输入变量X的联合概率密度函数为 xf ( )X , 当输

入变量相互独立时, X的联合概率密度函数可以表示

为 xf f x( ) = ( )
i

n

=1
X X ii

, 其中 f x( )X ii
为Xi的边缘概率密度

函数. 这里主要考虑输入变量独立的情况.

2.1  基本效应灵敏度分析

基本效应法最初是由Morris[17]提出的, 用于从大

量的影响模型输出响应的基本因素中筛选出重要的

影响因素. 针对复杂的模型, 该方法相对于其他方法

计算代价较低. 第i个输入变量Xi的基本效应定义为

EE
g X X X X X g X X X= ( , , , , + , , ) ( , , , ),

i

i i i n n

i

1 2 1 1 2 (1)

其中, Δi为输入变量沿Xi方向变化的步长, (X1, X2, ···,  Xn)
为输入变量空间内的任一点并且满足(X+eiΔi)(i=1,...,n)
仍然在输入变量空间内 , e i为Xi 方向的单位向量 ,
g X X X( , , , )n1 2 为相应的输出响应值.

式(1)所定义的基本效应EEi仅是一个局部的灵

敏度测度 . 为了得到一个全局的灵敏的测度 , 最初

Morris[17]考虑EEi的分布Fi ,提出了用Fi对应的均值µ i和

标准差 i作为输入变量Xi的灵敏度测度. EEi表示的是

输入变量Xi在某一点处的变化对输出响应Y 的影响,
因此, 均值µ i表示输入变量Xi在其整个分布区间内变

化时对输出响应Y 的平均影响,标准差 i表示Xi与其他

变量变化之间的相互影响对输出的影响是线性的还

是非线性的. 当所考虑的模型具有非单调性时, 计算

所得的一组EEi中可能会同时出现正数和负数, 在这

种情况下计算得到的均值µ i会非常小, 直接用µ i来衡

量Xi的重要性显然不合适. 因此,最初Morris[17]提出同

时考虑均值µ i和标准差 i来衡量输入变量Xi的重要性.
对于上述情况,虽然得到的µ i较小,但 i值却可能较大,
因而可以认为Xi具有较大的重要性. 后来Campolongo
等人[18]提出用基本效应EEi的绝对值的均值µ *

i 来衡量

输入变量Xi的重要性,从而避免了基本效应可能出现

正负抵消的情况. 虽然Morris的方法适用于一般的问

题, 但对于具有多个输出的模型却不适用[18]. 相比较

而言, µ *
i 不仅能够避免基本效应正负抵消的情况, 而

且能适用于具有多个输出的模型, 除此之外, µ *
i 还可

以衡量一组输入变量的重要性. Campolongo等人[18]还

指出当方差总指标的计算代价过高时, µ *
i 可以用来代

替方差总指标以降低计算代价.
给定一组基本效应的值 , µ i, i和µ *

i 的估计值

如式(2)所示:

( )
µ

EE
r

EE µ
r µ

EE
r= , = 1 , = ,i i i

2j

r
i
j

j

r
i
j

i j

r
i

j

=1 = 1

2

=1

(2)

其中, r表示基本效应的个数. 计算以上3个指标的关键
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是产生r个基本效应EEi的样本. 根据式(1)可以看出,计
算一个EEi需要两个样本点,因此直观的来看,需要 r2 个

样本点来计算式(2)中的指标. 对于一个具有n个输入

变量的模型, 一共需要 rn2 个样本点. Morris[17]提出了

一种更有效的抽样策略, 该策略的基本过程如下: 首
先在输入变量的空间内随机选取一个初始点,然后给

该点的一个坐标值增加或减少一个步长 作为第2个
点,进而给第2个点的另一个不同的坐标增加或减少一

个步长 作为第3个点, 以此类推, 直至得到第n + 1个
点, 这n + 1个点组成了一条轨道. 重复该过程可以得

到r个轨道. 更多的细节可以参考文献[17,51]. 每条轨

道上相邻的两个点可以计算每个输入变量的一个基

本效应, r条轨道可以得到每个输入变量的r个基本效

应. 该方法所需的总的样本点数为r n( + 1). 图1展示了

三维输入变量情况下的一条轨道.
上述抽样策略虽然效率有所提高,但其产生的轨

道具有随机性,往往需要大量的轨道数才能很好地覆

盖整个输入变量的空间,特别是对输入变量较多的情

况. 为了解决这一问题, Campolongo等人[18]提出的一

种改进的抽样策略以达到用较少的轨道数来更好地

覆盖输入变量空间. 其基本过程如下: 首先产生M 条

不同的轨道(一般取M=500−1000),然后从中选择覆盖

率最大的r条轨道(如r = 10). 其中,覆盖率与两条轨道

图 1    三维空间中的一条轨道
Figure 1          A trajectory in the space of 3-dimension.

m和l之间的距离d ml有关, d ml的定义式如下:

d X m X l m l
= ( ) ( )

0
  

,
,ml i

n

j

n

z

n
z

i
z

j
=1

+1

=1

+1

=1
( ) ( ) 2

(3)

其中 , n为输入变量的个数 , X m( )z
i( ) 为第m条轨道上

第i个点的第z个坐标. 最终所选择的r条轨道满足它们

之间的总距离最大(即覆盖率最大),该总距离定义为

D d= .
m

r

l m

r

=1 = +1
r ml (4)

Campolongo等人[18]最初采用枚举的方法来选择最

佳的r条轨道,即从M 条轨道中列举出所有可能的r条
轨道的组合, 进而从中选取出总距离最大的一组. 这
种选择最佳的r条轨道的方法效率较低, 特别是对于

输入变量较多的情况.
Ruano等人[52]之后又提出了一种较为高效的方法

来选取最佳的r条轨道. 该方法的一个缺陷是无法保

证所选的轨道达到全局最优, 但至少是局部最优. 该
方法的基本过程如下: 首先从M 条轨道中随机选择一

条轨道,记作r1,然后从其余的轨道中选出与r1距离最远

的一条轨道,记作r2,再从剩余的轨道中选择与r1和r2的

距离最远的一条轨道,记作r3,以此类推,直至得到r条
轨道. 该方法的具体细节参见文献[52].

以上的抽样策略都属于轨道抽样方法 , 除此之

外, Campolongo等人[21]又提出了一种径向抽样方法.
这种方法产生r个区块, 每一个区块包含n + 1个点, 可
以用来计算每一个输入变量的一个基本效应值. 区

块的构建过程如下 : 首先产生一个基点a和一个辅

助点b, 并且将a作为区块的第1个点 ; 然后将a的一

个坐标分量替换为相应的b的坐标分量 , 得到区块

的第2个点, 如( )b a a a, , … , n1 2 3 , a i和bi(i n= 1, … , )分别

为a和b的第i个坐标分量; 接着将a的另一个坐标分

量替换为相应的b的坐标分量, 得到区块的第3个点,
如( )a b a a, , … , n1 2 3 ; 以此类推, 直至a的最后一个坐标

分量被b的相应坐标分量所替换,这样便得到了一个区

块. 在每一个区块中,通过基点a和其余每一个点的组

合可以分别计算出每一个输入变量的一个基本效应

值. 重复以上过程产生r个区块就可以得到每个输入变

量的r个基本效应. 三维情况下的一个区块如图2所示.
为了使所得到的区块能够很好地覆盖输入变量空间,
Campolongo等人[21]采用Sobol’拟随机序列来生成每一
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图 2    三维空间中的一个区块
Figure 2          A block in the space of 3-dimension.

个区块的基点和辅助点. 径向抽样方法计算每一个输

入变量的基本效应时采用的是相同的初始点和不同

的步长,而轨道抽样方法采用的是相同的步长和不同

的初始点.
之后, Xiao等人[22]又对径向设计方法进行了改进,

提出了采用相同的初始点和相同的步长来计算每一

个输入变量的基本效应. 其基本过程如下: 首先产生

基点a和辅助点b, 计算相应的步长为 a b= min
i k1 i i ,

a i和bi (i n= 1, … , )分别为 a和 b的第i 个坐标分量 ;
然 后 分 别 将 a 的 第i (i n= 1, … , ) 个 坐 标 分 量 变

为 ( )a b a+ signi i i , b a
b a
b a

sign( ) = 1,
1,  

> 0,
< 0.i i

i i

i i

 

如此便得到一个区块,图3为三维情况下的示例(等步

图 3    (网络版彩图)三维空间中的一个等步长区块
Figure 3          (Color online) A block with same step size in the space of
3-dimension.

长). 进一步产生r个区块,便可以计算出每个输入变量

的r个基本效应. 与之前相同, 采用Sobol’拟随机序列

生成每一区块的基点和辅助点,以使得所得到的区块

能够很好地覆盖输入变量空间.
文献[21,22]通过比较发现,在相同的轨道数下,径

向抽样方法的准确度在总体上要高于轨道抽样方法,
而且改进的基于相同初始点和相同步长的径向抽样

方法的准确度在总体上要高于原始的径向抽样方法.

2.2  基于导数的灵敏度分析

基于导数的灵敏度分析方法是由 Sobol’和
Kucherenko[23]所提出的, 该方法的定义与基本效应法

类似, 可以看作是基本效应法的扩展, 同时该方法与

方差灵敏度分析的总指标存在联系[23,27]. 假设输入变

量空间为n维单位超立方体H n, 对于输入变量Xi的基

于导数的灵敏度指标vi定义为

X
Xv

g
X

=
( )

d .i
H i

2

n (5)

文献[23]指出式(2)中的µ i 是 X Xg X( ) / d
H

in 的

近似表达. 从而可以看出, µ i 和vi都是用来描述输入变

量Xi的变化所引起的输出响应的平均绝对变化.
Sobol’和Kucherenko[23]不仅提出了式(5), 更重要

的是他们得到了vi与方差总指标STi之间的联系. STi反

映了输入变量Xi的不确定性及其与其他变量的交叉

项的不确定性对输出响应Y 的方差的贡献. STi越小,则
表明Xi越不重要. 方差灵敏度分析方法将在2.3节回

顾. Sobol’和Kucherenko得到的vi和STi之间的不等式关

系如式(6)所示[23]:

S
v
V

,Ti
i

2 (6)

其中,V为模型输出响应Y 的方差. 方差总指标STi广泛

地用于判断输入变量的相对重要性,已经得到许多研

究者的认可, 计算STi需要大量的模型计算次数, 当模

型较为复杂时,计算STi的代价过高. 从式(6)可以看出,
v V/ ( )i

2 为STi的上界, 从而越小的vi预示着越小的STi .
因此, 根据vi的值可以有效地检测出不重要的输入变

量. 当输入变量相互独立且服从正态分布时, vi与STi之

间的关系为[23]
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S
v

V
,Ti

i i
2

(7)

其中, i
2为输入变量XI 的方差. 对于输入变量服从非

均匀及非正态分布的情况,文献[27]给出了vi与STi之间

一般的联系.
文献[24]给出了计算vi的Monte Carlo法. 该过程需

要得到偏导数 xg x( ) / i的N 个样本,进而采用样本均

值来估计vi . 偏导数的计算采用式(8):

( ) ( )

Xg
X
g X X X X X Y X X

( )

, , , + , , , ,
.

i

i i i n n1 1 +1 1

(8)

类似于基本效应法的计算过程 , 该法过程中总

的模型计算次数为N n( + 1). 除了Monte Carlo法之外,
Sudret和Mai[26]又提出采用混沌多项式展开来计算vi ,
该方法通过对近似原始模型 XY g= ( )的混沌多项式进

行后处理,能够以较低的代价计算出vi. 具体的细节参

见文献[26].
基于导数的灵敏度指标vi能够有效地检测出不重

要的输入变量,并且计算代价相比于方差总指标要低.
然而对于高度非线性的模型, 采用vi对输入变量进行

排序可能得到错误的结论.

2.3  方差灵敏度分析

方差灵敏度分析方法,是应用最为广泛的一类灵

敏度分析方法,最初是由Sobol’所提出的[29,30]. 方差灵

敏度分析方法主要采用方差来描述模型输入变量以

及输出响应的不确定性,它可以将模型输出响应的方

差归因于各个输入变量以及各个输入变量之间的交

叉效应. 通过高维模型展开, XY g= ( )可以表示为

XY g g g X g X X

g X X X

= ( ) = + ( ) + ( , )

+ + ( , , … , ) .
i

n

i j n=1 1 <
i i ij i j

d d

0

12…, 1 2 (9)

Sobol’[29] 指出 , 如果函数g 平方可积、输入

变量相互独立且展开式中每一项均值为 0, 那

么展开式中所有项两两相互正交 , 并且每一

项可以唯一确定 , 即g E Y= ( )0 , g E Y X g= ( )i i 0,
g E Y X X g g g= ( | , )ij i j i j 0 . 进而给式(9)两边同时取

方差可以得到

V Y V V V( ) = + + + ,
i

n

i j n=1 1 <
i ij d12…, (10)

其中 , Vi=V(gi)=V(E(Y|Xi)), Vij=V(gij)=V(E(Y|Xi, Xj))‒Vi‒
Vj.

根据全方差公式可得, V(E(Y|Xi))=V(Y)‒E(V(Y|Xi)),
其中, E(V(Y|Xi))表示当Xi可以被确定时, 输出响应的

方差V(Y)的平均剩余量,因此, V(E(Y|Xi))表示Xi确定时

V(Y)的平均减小量. 因此,一阶偏方差Vi衡量了输入变

量Xi对输出响应方差V(Y)的独立贡献, Vi越大,表示当

Xi的不确定性(方差)减小时,输出响应的方差减小得越

多. 二阶偏方差Vij表示了输入变量Xi和Xj之间交叉作用

对输出响应方差的贡献. 另一个常用的测度为总偏方

差VTi[30], VTi为式(10)中下标含有i的所有项之和, VTi既包

含了输入变量Xi对输出响应方差的独立贡献,又包含

了Xi与其他变量X X X X X= ( , … , , , … , )~i i i n1 1 +1 的交叉作

用对输出响应方差的贡献. VTi还可以通过总方差减去

X~i对应的一阶偏方差得到,即 ( ( ))XV V Y V E Y= ( ) ~Ti i .
通过对Vi和VTi进行标准化(除以总方差V(Y))便得

到了主效应指标Si和总效应指标STi如式(11)所示:

( ( ))

( ) ( ( )) ( ( ))
S

V E Y X
V Y

S
V Y V E Y X

V Y
E V Y X

V Y

= ( ) ,

= ( ) = ( ) .

i

Ti
~ ~

i

i i

(11)

根据上式可以得到 S S0 < < 1i Ti . STi与Si之间的

差值表示了Xi与其他输入变量之间的交叉作用对输

出响应的方差的贡献. 如果对于所有的输入变量都满

足S S=Ti i ,那么各个输入变量之间没有交叉作用.
计算式(11)中的两个指标的方法主要有3类: 蒙特

卡罗模拟法[32–34,53]、傅里叶幅值灵敏度检验(Fourier
Amplitude Sensitivity Test, FAST)[54–59] 以及代理模

型法[60–66]. 蒙特卡罗模拟法通用性强, 得到了许多学

者的研究,下面给出一种比较经典的蒙特卡罗法[33,51].
首先根据输入变量的联合概率密度函数分别产

生两组输入变量X的样本矩阵A和B:

A

x x x x
x x x x

x x x x

=

… …
… …

… …

,

i n

i n

N N Ni Nn

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2
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B

x x x x

x x x x

x x x x

=

… …

… …

… …

,

i n

i n

N N Ni Nn

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

(12)

A和B的每一行表示输入变量的一个样本. 然后通过

将A中的第i列替换为B的第i列得到矩阵Ci ,即

C

x x x x

x x x x

x x x x

=

… …

… …

… …

.i

i n

i n

N N Ni Nn

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

(13)

进而分别计算矩阵A, B和Ci所对应的模型输出响

应值, 即

y g A y g B y g C= ( ),     = ( ),     = ( ) .A B C ii (14)

从而可以采用式(15)计算Si和STi :

( )

( )

S
N y y g

N y g

S
N y y g

N y g

=
(1 / )

(1 / )
,   

= 1
(1 / )

(1 / )
.

i
j

N

j

N

Ti
j

N

j

N

=1

=1

=1

=1

A
j

C i

j

A
j

B
j

C i

j

A
j

0
2

2

0
2

0
2

2

0
2

(15)

以上过程需要计算矩阵A, B所对应的输出响应以

及n个Ci (i n= 1, … , )对应的输出响应, 因此, 模型总的

调用次数为N n( + 2). 可以看出,该方法的计算代价会

随着输入变量维数的增加而线性增加,并且一般情况

需要足够多的样本(N 足够大)才能得到收敛的估计值,
因此蒙特卡罗模拟法的计算代价较高.

传统的FAST方法是由Cukier等人[54,55]提出的,该方

法的提出要早于方差灵敏度指标. 后来Saltelli等人[57]指

出, FAST方法所求得的统计量与主效应指标是一致的,
并且将传统的FAST方法进行扩展,使其也能计算总效

应指标. FAST方法首先在输入空间的每一维构造一

条曲线,并在该曲线上选取N个点,以不同的频率探索

每一维空间,最后计算模型输出在每一频率及其高阶

谐波上的傅里叶幅值,由这些幅值即可求得方差灵敏

度指标. 传统的傅里叶幅值灵敏度检验法通过一种较

为复杂的算法为每一维输入变量分配一特定频率,以

使得这些频率的高阶谐波不产生干涉,同时它对样本

点数N有一个最低要求,且随着输入变量维数的增加,
样本数也急剧增加. 为了克服这些缺点,文献[58]中提

出了一种随机平衡设计(Random Balance Design),该方

法采用频率1探索每一维空间, 避免了为每一维输入

变量分配特定的频率,并且计算代价得到了降低.
代理模型法的基本思想是构造显式的表达形式

简单的数学函数(代理模型)逼近原始的模型, 然后基

于代理模型计算方差灵敏度指标. 常用的代理模型法

有多项式混沌展开[60–62]、贝叶斯方法[63]、态相关参数

法[64]、神经网络法[65]、稀疏网格插值法[66]以及低秩

张量逼近[67]等方法. 代理模型方法能够有效地降低方

差灵敏度指标的计算代价,因此常被用于模型计算代

价较高的情况. 一般情况下,在构造出代理模型后,常
采用蒙特卡罗法来估计方差灵敏度指标. 多项式混沌

展开法与此不同,它通过对构造的混沌多项式进行后

处理来计算方差灵敏度指标,可以根据构造的混沌多

项式得到方差灵敏度的显式表达式,因此其计算效率

相比于其他代理模型方法更高. 代理模型法估计方差

灵敏度指标的前提是所构造的代理模型能够准确地

逼近原始的模型, 当模型较为复杂时, 可能无法得到

能够精确逼近原始模型的代理模型,此时将无法得到

准确地方差灵敏度估计值.

2.4  矩独立灵敏度分析

矩独立灵敏度分析方法的提出是考虑到用方差来

描述模型输入变量和输出响应的不确定性不够充分.
Borgonovo[36]首先考虑通过输入变量的不确定性对输

出响应的概率密度函数的影响来度量输入变量的重

要性. 设输出响应Y 的概率密度函数为 f y( )Y , 当固定

某一输入变量Xi时, Y 的条件概率密度函数为 f y( )Y Xi
.

f y( )Y 与 f y( )Y Xi
之间的差异可以通过式(16)来度量:

s X f y f y y( ) =  ( ) ( ) d ,i Y Y X i
(16)

s X( )i 仅为输入变量Xi的函数,因此对其求期望可得

[ ]E s X f y f y y f x x( ) =  ( ) ( ) d  ( )d .X i Y Y X X i ii i i
(17)

上式反映了输入变量Xi在其分布区域内随机取值

时对输出响应的概率密度函数的平均影响. Borgonovo
定义的输入变量Xi对输出响应Y的矩独立灵敏度指标为
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[ ]E s X=
1
2

( ) .i X ii
(18)

式(18)中的系数
1
2
是为了保证 [ ]0, 1i . 采用 i来

度量输入变量的重要性并不依赖于某一特定的矩,因
此称之为矩独立灵敏度指标. Plischke等人[37]指出 i可

以写成如下形式:

f y x f y f x y x=
1
2

( , ) ( ) ( ) d d ,i Y X i Y X i i, i i
(19)

其中, f y x( , )Y X i, i
为输出响应Y 与输入变量Xi的联合概

率密度函数. 根据式(19)可以看出 i可以用来表示输

出响应Y 与输入变量Xi之间的相关性. Borgonovo在文

献[36]给出了 i的一些性质如下:

0 1;i

= 0i , 当且仅当Y 与Xi相互独立;
= 1n1, 2,…, ,即所有输入变量对输出响应Y 的重要度为1;

=ij i ,当且仅当Y 与Xi相关,与Xj相互独立;
+i ij i j i, 其中

E f y f y y= 1
2

( ) ( ) d .j i X X Y X Y X Xi j i i j

后来, Liu和Homma[39]提出了一种基于累积分布

函数的矩独立灵敏度指标,该指标通过输入变量对输

出响应的累积分布函数的影响来衡量输入变量的相

对重要性. 该指标定义为

( )E F y F y y

E Y
=

( ) ( ) d

( )
,i

X Y Y X
CDF i i (20)

其中, F y( )Y 为输出响应Y 的累积分布函数, F y( )Y Xi
为输

出响应Y 相对于Xi的条件累积分布函数. 式(20)中的分

母E Y( ) 是为了将该指标进行标准化. Liu和Homma[39]

指出 , 相比较于 i , i
CDF所包含的信息量更多 . 要准

确地估计概率密度函数是比较困难的 , 主要是由于

求解给定点处的密度函数值的收敛速度是很慢的[68],
并且密度函数的估计问题本身是一个不适定的计算

问题[40,69]. 然而累积分布函数的估计要优于密度函数

的估计, 这是 i
CDF相对于δi的另一个优势, 然而Liu和

Homma最初并没有意识到这一点. 后来许鑫[40]意识到

了这一点,提出了基于特征函数以及矩母函数的矩独

立灵敏度指标,相比较于概率密度函数,特征函数和矩

母函数的估计是适定的. 更多关于基于特征函数以及

矩母函数的矩独立灵敏度指标内容可以参见文献[40].
在很多情况下,人们会更关心结构的失效问题,因

此有必要衡量输入变量对结构失效概率的影响,因而

Cui等人[41]提出了基于失效概率的灵敏度指标. 考虑

结构的功能函数为Z G X X X= ( , , … , )n1 2 ,结构的失效概

率可以表示为 XP P G f y y= ( ( ) 0) = ( )df
F

Y , F表示失

效域. 当固定某一输入变量Xi时, 结构的条件失效概

率为 XP P G f y y= ( ( ) 0) = ( )df X
F

Y Xi i
. Pf 与Pf Xi

之间的

差异可以表示固定Xi对结构失效概率的影响. Cui等
人[41]采用式(21)来描述Xi取不同值时对结构失效概率

的平均影响.

( )E P P P P f x x=
1
2

=
1
2

( )d .i
P

X f f X f f X X i ii i i i
(21)

式(21)即为输入变量对结构失效概率的灵敏度指

标. 后来, Li等人[42]对式(21)进行修改, 用平方运算代

替绝对值运算, 得到如式(22)所示的基于失效概率的

灵敏度指标.

( ) ( )E P P P P f x x= = ( )d .i
P

X f f X f f X X i i

2 2

i i i i
(22)

式(22)的优势在于它可以变换为方差灵敏度指标

的形式, 从而能够更方便地计算.
结构的失效概率还可以表示为

XP P G

f x x x x

I f x x x x

E I

= ( ( ) 0)

= ( , … , )d d

= ( , … , )d d

= ( ),

f

F
X n n

R
F X n n

F

1 1

1 1n

(23)

其中,
X
X

I
G
G

= 1
0   

( ) 0,
( ) > 0.F 表示失效域指示函数, Rn表

示n维输入变量空间. 类似于式(23), 条件失效概率可

以表示为

P E I X= ( ),f F i (24)

其中,
X

X
I X

G

G
=

1   ( ) 0,

0   ( ) > 0.F i

X

X

i

i

表示当Xi取特定值时的条

件失效域指示函数. 将式(23)和(24)代入式(22)可得

E E I E I X V E I X= ( ( ) ( )) = ( ( )) .i
P

X F F i F i
2

i
(25)

从而将基于失效概率的灵敏度指标 i
P
表示为方

差灵敏度指标的形式,进而可以采用计算方差灵敏度

指标的方法较为高效的计算 i
P .
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与方差灵敏度分析方法相比,矩独立灵敏度分析

方法所考虑的信息更多,能够更加全面地衡量输入变

量的重要性. 然而矩独立灵敏度指标的计算相对比较

困难, 在实际的应用中, 方差灵敏度分析方法要比矩

独立灵敏度分析方法更加方便.

2.5  算例分析

Ishigami函数常用于比较不同的灵敏度分析

方法[30,35,36], 它的数学表达式为

Y g X X a X bX X= ( ) = sin( ) + sin ( ) + sin( ),1
2

2 3
4

1 (26)

其中,输入变量Xi , X2和X3相互独立且均服从[ , ]上
的均匀分布. 常数a和b的取值分别为5和0.1. 表1列出

了不同的全局灵敏度分析方法所得到的结果.
从表1可以看出 , X2和X3所对应的µ i值很小 , 然

而相应的 i却较大, 说明X2和X3对输出响应仍然存在

较大的影响 , 这也可以从X2和X3所对应的µ *
i 的值看

出来. 根据µ *
i 可以得到输入变量的相对重要性排序

为X X X> >2 3 1. 根据vi所得到的输入变量的相对重要性

排序与根据µ *
i 得到的排序相同,这是由于µ *

i 与vi所表示

的物理意义相似. 比较Si和STi可以发现, X1对输出响应

的方差既存在独立贡献,又存在交叉贡献, X2对输出响

应的方差仅存在独立贡献,而X3对输出响应的方差仅存

在交叉贡献,这与响应函数的形式是一致的. 根据STi可

以得到输入变量的相对重要性排序为X X X> >1 3 2. 根
据 i和 i

CDF所得到的输入变量的相对重要性排序分别

为X X X> >2 1 3和X X X> >1 2 3,虽然 i与 i
CDF均为矩独立

的全局灵敏度指标,然而它们所包含的信息量是不同

的( i
CDF包含了更多信息),这也是导致它们所得到的输

入变量重要性排序不同的主要原因.
总的来看,不同的全局灵敏度指标所得到的输入

变量的重要性排序是有差异的,这主要是它们采用不

同的方式来描述输入变量以及输出响应的不确定性.
相对而言,矩独立灵敏度指标所包含的不确定性信息

最为全面, 但是其计算比较困难; 基于方差的灵敏度

指标能够反映出响应函数的构成形式,并且计算较为

方便, 已经得到了许多学者的认可; 基于导数的灵敏

度指标所表达的物理意义更明确,并且能够得到方差

指标的上界, 常用来判读不重要的输入变量. 基本效

应灵敏度指标是基于导数的灵敏度指标的近似表达,
其计算效率最高,常用来对输入变量的相对重要性进

行初步估计.

3  多输出全局灵敏度分析

在实际的工程结构当中 , 往往存在多个输出响

应. 此时仅针对每个输出响应进行灵敏度分析是不充

分的[44],需要对多个输出响应这一整体进行灵敏度分

析. 假设所分析的结构可以用模型Y g X= ( )表示, 其
中Y Y Y Y= ( , , … , )m1 2 为模型的m维输出响应, 其他与上

一节相同.

3.1  方差灵敏度分析

针对具有多个输出响应的模型, Campbell等人[44]

提出了一种基于输出分解的灵敏度分析的策略,首先

将模型的多个输出响应用一组基函数表示,然后针对

展开式中每一项的系数进行灵敏度分析. 基函数的选

择是多种多样的,如多项式基函数、三角基函数、小

波基函数等. 但这种方法仍然只是针对展开式中的各

项逐一进行灵敏度分析,而非针对多个输出响应这一

整体. 后来Lamboni等人[46]采用主成分分析对多个输

出响应进行展开,并在这种策略的基础上进行了扩展,
提出了一种广义的灵敏度指标来衡量输入变量对多

个输出响应这一整体的相对重要度. 下面先介绍主成

表 1    Ishigami函数的灵敏度分析结果
Table 1   Sensitivity analysis results for Ishigami function

基本效应法 导数法 方差灵敏度分析 矩独立灵敏度分析

输入变量
μi σi µi

* vi Si STi δi i
CDF

X1 0.148 2.560 1.682 7.725 0.314 0.558 0.33 0.81

X2 0.033 3.362 3.104 12.49 0.442 0.442 0.39 0.67

X3 0.030 2.928 1.786 11.02 0.000 0.243 0.28 0.43



肖思男等 .  中国科学: 物理学 力学 天文学    2018年   第48卷   第1期

014601-10

分分析. 将输出响应Y 进行中心化(减去均值),得到

Y Y µ= ,Y
c (27)

其中, μY为Y的均值向量, Yc表示中心化后的输出响应.
然后对输出响应Y的协方差矩阵ΣY进行特征值分

解, 即

= ,Y
T (28)

其中, ( )= diag , , … , m1 2 为特征值组成的对角矩阵

( m1 2 为特征值), = ( , , … , )m1 2 为特征

向量矩阵( i(i m= 1, 2, … , )表示与 i相对应的相互标准

正交的特征向量). 此时中心化后的输出响应Yc可以转

换为不相关的变量H, 即

H Y= ,c (29)

其中 , H H H H= ( , , … , )m1 2 为主成分矩阵 , 各个主

成分之间相互正交 . Hk(k m= 1, 2, … , )均值为 0,
方差为 i , 即 ( ) ( )V H E H= =k k k

2 . 同时还可以得

到 ( )= trace Yk

m
k=1

. 根据式(29), Yc可以用H来表示,
即

Y H= ,c (30)

其中, 为Γ的逆矩阵. 此时原始的输出响应可以表

示为

Y µ H= + .Y (31)

通常选取包含原始输出响应Y大部分方差的前K
个主成分来近似表示Y, 即

Y µ H= + ,Y K K (32)

其中, HK包含H中前K个主成分, ΓK包含Γ中前K个特

征向量.
Lamboni等人[46]首先采用方差灵敏度分析的方法

针对输出响应Y的每一个主成分进行分析, 定义了输

入变量Xi对于输出响应Y的第k个主成分的主效应指

标和总效应指标分别为

S
V
V

S
V

V

= ,

= ,

i k

Ti k

,

,

i k

k

i i

k

,

(33)

其中,Vi k, 是第k个主成分Hk的一阶偏方差,V =k k是Hk的

方差, i包含了方差分解式(10)中下标含有i的所有项.
式(33)所定义的灵敏度指标只能衡量各输入变量对输

出响应Y的各个主成分的相对重要性. 为了衡量输入

变量对输出响应Y整体的影响, Lamboni等人[46]进一步

定义了广义的主效应指标和总效应指标,即

GS S

GS GS

= ,

= ,

k

K

=1
i

k

l

m
l

i k

Ti

=1

,

i i

(34)

其中, k为第k个特征值(第k个主成分的方差).
根据式(34)可以看出, GSi是对Si k, (k K= 1, … , )的

加权平均,加权系数与相应的特征值成正比. 广义的主

效应指标GSi可以衡量输入变量Xi对输出响应Y前K 个

主成分所组成的整体的独立方差贡献,而广义的总效

应指标可以衡量输入变量Xi对输出响应Y前K 个主成

分所组成的整体的独立方差贡献以及与其他变量的

交叉方差贡献. 由于GSi和GSTi的定义与单输出情况下

的方差灵敏度指标类似,因此计算GSi和GSTi的方法也

和前面计算单输出情况下的方差灵敏度指标类似.
后来, Gamboa等人[47]提出了基于协方差分解的多

输出灵敏度分析方法. 首先对多个输出响应分别进行

高维模型展开(式(9)), 即

( )
( )

Y g g X r g X X r

g X X X r r m

= + ( , ) + , ,

+ … + , , … , , ,     = 1, … , ,
i

n

i j n=1 1 <
r r i i ij i j

n n

0,

12 … 1 2 (35)

其中, r表示第r个输出响应.

( )
g E Y

g X r E Y X g

g X X r E Y X X g X r g X r g

= ( ),

( , ) = ,

( , , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ,

r r

i i r i r

ij i j r i j i i j j r

0,

0,

0,

(36)

通过对式(35)两端分别取协方差可以得到

( )
( )

C C

C

C

Y Y Y Y

Y Y

Y Y

, … , = ( , … , )

+ , … ,

+ + , … , .

i

n

i j n

=1

1 <

m i m

i j m

n m

1 1

, 1

1,2, …, 1 (37)

对于单个输出响应的情况,式(37)将退化为式(10).
由于式(37)中每一项均为矩阵, 无法像式(11)那样定

义灵敏度指标, 如果能将矩阵转化为标量, 那么就可

以像式(11)那样定义出多个输出响应情况下的灵敏度

指标. Gamboa等人[47]指出可以将协方差矩阵C与另一
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个矩阵M相乘,然后再取迹,从而得到一个标量,他们

还指出将M取为单位矩阵是一个很好的选择,从而得

到式(38):

[ ] [ ]C C

C

C

Y Y Y Y

Y Y

Y Y

Tr ( , … , ) = Tr ( , … , )

+ Tr ( , … , )

+ + Tr ( , … , ) ,

i

n

i j n

=1

1 <

m i m

i j m

n m

1 1

, 1

1,2,…, 1 (38)

其中, Tr[ ]表示取迹. 这样,多个输出响应情况下输入

变量Xi的主效应指标和总效应指标可以定义为

C
C

C

C

S

S S

=
Tr[ ]
Tr[ ] ,

=
Tr

Tr[ ] = ,

i
M

Ti
M M

i

i i

i i

(39)

其中, i包含式(38)中所有下标含有i的项.
CTr[ ]等于所有输出响应Yr(r m= 1, … , )的方差之

和,即总的输出方差. CTr[ ]i 等于所有输出响应的一阶

偏方差之和, 从而Si
M可以表示为

S
V E Y X

V Y
V Y

V Y
S=

( ( ))

( )
=

( )
( )

,
r

m

=1
i
M r

m
r i

r

m
r

r

j

m
j

i r
=1

=1 =1

, (40)

其中,
( )( )

S
V E Y X

V Y= ( )i r,

r i

r

为输入变量Xi对于输出响应Yr的

主效应指标. 从而可以看出, Si
M是对Si r, (r m= 1, … , )加

权平均, 加权系数与每一个输出响应的方差成正比.
Si

M可以衡量输入变量Xi对输出响应Y整体的独立方

差贡献, STi
M可以衡量输入变量Xi对输出响应Y整体的

独立方差贡献以及与其他变量的交叉方差贡献. 计

算Si
M与STi

M的方法与前面计算单输出情况下方差灵敏

度指标类似. Garcia-Cabrejo和Valocchi[45]指出,当主成

分分解得到的前K个主成分包含输出响应Y的全部方

差时, 式(34)与(39)是等价的.

3.2  矩独立灵敏度分析

同样考虑到用方差来描述模型输入变量和输出响

应的不确定性在有些情况下不够充分,崔利杰等人[48]通

过输入变量对多个输出响应的联合概率密度函数的

影响来度量输入变量的相对重要性. 设输出响应Y的
联合概率密度函数为 yf ( )Y ,当固定某一输入变量Xi时,
Y的条件概率密度函数为 yf ( )Y Xi

. 类似于单个输出的

情况, yf ( )Y 与 yf ( )Y Xi
之间的差异可以通过以下方式来

度量:

y ys X f f y( ) = ( ) ( ) d ,i Y Y Xi
(41)

其中, y y y yd = d d d m1 2 . s X( )i 仅为Xi的函数, Xi对输出

响应Y 的联合概率密度函数的平均影响可以由s X( )i 的
数学期望来描述, 即

[ ]E s X s X f x x( ) = ( ) ( )d .X i i X i ii i
(42)

为 了 保 证 所 得 到 的 灵 敏 度 指 标 值 在 0–1,
取式(43)作为输入变量Xi对输出响应Y整体的矩独立

灵敏度指标:

[ ]E s X=
1
2

( ) .i
M

X ii
(43)

式(43)所定义的多个输出情况下的矩独立灵敏度

指标可以看作是对单个输出情况下的矩独立灵敏度

指标式(18)的推广, 因此具有相同的性质.
由于累积分布函数相比于概率密度函数更加容

易计算, Li等人[49]采用联合累积分布函数来描述输入

变量和输出响应的不确定性,进而通过多维概率积分

转换的方法得到了新的矩独立灵敏度指标. 下面先介

绍概率积分转换的基本内容.
单变量情况下的概率积分转换已经发展

得比较完善 . 给定一个随机变量 Y, 其相应的

累积分布函数为F y( )Y , Y的概率积分转换为一

个标准均匀分布变量V F y= ( )Y , V U~ (0, 1). 对

于 多 维 随 机 向 量Y Y Y= ( , … , )m1 , 其 对 应 的 联 合

累积分布函数为F Y Y( , … , )Y m1 , Y的m 维概率积分

转 换 为V F Y Y= ( , … , )Y m1 . 随 机 变 量V 的 累 积 分

布函数K v( )V 称为Y的概率积分转换分布 , 因此 ,
( ( ))K v P V F Y Y( ) = , ,V Y m1 且分布于区间[0, 1]. 与单

变量情况不同, 此时K v( )V 一般不再是一个标准均匀

分布 , 这是由于随机向量Y各个分量之间的相关性

造成的 , 仅当Y的任意分量两两之间的相关系数为

−1或1时, K v( )V 才是一个标准均匀分布[70]. 可以看出,
K v( )V 包含了随机向量Y 各个分量之间的相关性信息.

设 ( ( ))K v P V F Y Y( ) = , ,V Y m1 为 输 出 响

应Y 的概率积分转换分布 , 当固定某一输入变

量Xi 时 , 输出响应 Y的条件概率积分转换分布

为K v P V F Y Y( ) = ( ( , , ))V X Y X m1i i
. K v( )V 与K v( )V X i

之

间的差异可以采用式(44)来描述:
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s X K v K v v( ) = ( ) ( ) d .i V V X
0

1

i
(44)

s X( )i 仅为Xi的函数, Xi对输出响应Y的概率积分转

化分布的平均影响可以由s X( )i 的数学期望来描述,即

E s X s X f x x( ) = ( ) ( )d .X i i X i ii i
(45)

同样为了保证所得到的灵敏度指标值在0–1, 定
义下面的灵敏度指标:

E s X=
1
2

( ) .i X ii
(46)

i与 i
M有类似的性质,具体参见文献[49]. 与 i

M相

比, i更容易计算.
与单个输出的情况类似,多个输出情况下的矩独

立灵敏度分析方法所考虑的信息更多,能够更加全面

地衡量输入变量的重要性,然而矩独立灵敏度指标的

计算相对比较困难,在实际的应用中,多输出的方差灵

敏度分析方法要比矩独立灵敏度分析方法更加方便.

3.3  基于空间距离的灵敏度分析

多个输出响应可以构成一个多维的输出空间,采用

多维空间中的距离度量,可以很好地描述某一输入变量

固定前后输出响应某一特征的差异. 输出响应的均值

E(Y)可以描述输出响应的平均水平. 在多维输出空间

中,当固定某一输入变量Xi时,输出响应的条件均值为

E(Y|Xi). E(Y)与E(Y|Xi)之间的距离d2(E(Y),E(Y|Xi))可以

衡量输入变量Xi对输出响应Y的均值向量的影响. 进一

步,当输入变量Xi按照其密度函数取不同值时, d2(E(Y),
E(Y|Xi))的平均值就可以衡量输入变量Xi对输出响应Y
的均值向量的平均影响, 即 E Y E YE d X( ( ( ), ( )))X i

2

i
, 对

其进行标准化,可以得到基于空间距离的全局灵敏度

主指标为

E Y E Y

Y E Y
S

E d X

E d
=

( ( ( ), ( )))

( ( , ( )))
,i

D X i
2

2
i (47)

其中, Y E YE d( ( , ( )))2 表示多维输出空间中某一点Y=
Y Y Y( , , … , )m1 2 偏 离 输 出 响 应 Y 的 均 值

点E Y E Y E Y( ) = ( ( ), … , ( ))m1 的平均距离. Si
D越大, 表示

当Xi的不确定性减小时 , 输出响应的均值点偏离原

始均值点越远.
首先选择欧氏距离作为空间的距离度量,则有

E Y E Y E Y E Yd X X( ( ), ( )) = ( ( ) ( ))i i
2

E Y E Y

Y E Y Y Y E Y

X

d Y E

( ( ) ( )) ,

( , ( )) = ( ( ))( ( )) .
i

T

2 T (48)

将式(48)代入式(47)可得:

( )( )( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )

E Y E Y E Y E Y

Y E Y Y E YS
E X X

E

E E Y E Y X

E Y E Y

V E Y X

V Y

=
(( ( ))( ( )) )

=

= .

i
D

X i i i

j

m
X i j i

j

m
j j

j

m
j i

j

m
j

T

T

= 1

2

= 1

2

= 1

= 1

(49)

根据式(49)可以看出多个输出响应情况下基于欧

式距离的全局灵敏度指标与Gamboa等人[47]提出的基

于协方差分解的主效应指标一致. 这说明式(49)从多

维空间中欧氏距离的角度解释了Gamboa等人所提出

的多个输出响应情况下全局灵敏度指标的合理性. 根
据式(49)还可以得到

Y E Y Y E YE V Y(( ( ))( ( )) ) = ( ),
j

m
j

T

=1 (50)

即 Y E Y Y E YE(( ( ))( ( )) )T 可以看作是多个输出响应

整体的不确定性描述. 同样还可以定义基于空间距离

的全局灵敏度总指标:

Y E Y E Y E Y X
Y E Y

E Y E Y X
Y E Y

S
E d E d

E d
E d

E d

=
( ( , ( ))) ( ( ( ), ( )))

( ( , ( )))

= 1
( ( ( ), ( )))

( ( , ( )))
,

Ti
D ~

~

X

X

i i

i i

2

~

2

2

~

2

2
(51)

其中, STi
D表示输入变量Xi之外的其他变量X ~i的不确

定性消除后输出整体不确定性的剩余比例,它既包含

输入变量Xi的不确定性对输出响应整体不确定性的

独立影响,还包含输入变量Xi与其他变量的交叉作用

的不确定性对输出响应整体不确定性的影响.
然而欧式距离有以下3个不足之处: (1)欧氏距离

的值与各个输出响应的量纲有关; (2) 欧氏距离没有

考虑各个输出响应的相对重要性程度; (3) 欧氏距离

没有考虑各个输出响应间存在的相关性. 这使相应的

全局灵敏度指标也存在这些不足. 在实际工程应用中,
可以通过先对各个输出数据进行标准化来消除不同

输出响应的量纲对欧式距离的影响. 为了表现各个输

出响应不确定性的相对重要性程度,则可以按实际问
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题的具体需要引入具体的权重矩阵来加以解决. 后来

王飞[50]采用加权马氏距离作为空间距离的度量,进而

得到相应的全局灵敏度指标. 当采用马氏距离时, 可
以得到

Y E Y Y E Y
Y Y E Y

d ( , ( )) = ( ( ))
×(cov( )) × ( ( )) ,

M
2

1 T
(52)

其中, cov(Y)表示输出响应Y的协方差矩阵. 在多维空

间中,马氏距离可以看作是对于欧氏距离的一种加权,
相当于对每一个输出响应按照本身的方差以及与其

他输出响应的相关程度, 即协方差矩阵, 进行加权处

理, 同时, (cov(Y))−1也标准化了多维输出响应的样本

数据. 所以马氏距离同时考虑到了多维输出响应之间

相关性和各个输出响应之间不同量纲对于最终距离

度量的影响. 但是马氏距离依然没能区分出各个输出

响应离散程度的相对重要性,即使用马氏距离造成了

每个输出响应的方差归一化,忽视了每个输出模式不

确定性的相对重要性程度. 为此可以考虑将权重因

素引入到马氏距离, 构建新的加权马氏距离. 采用文

献[71]中所提出的利用主成分分析的方法得到的一种

权重矩阵, 即

W R Y R R= (cov( )) / Tr ( ),0
1 2 (53)

其中, R表示输出响应R的相关系数矩阵, Tr(R)表示R
的迹. 为了使权重矩阵W0中每个权重系数属于区间

[0,1],对其进行如下归一化处理得到新的权重矩阵W:

W W W= / sum( ),0 0 (54)

其中, sum(|W0|)表示对W0中所有元素的绝对值求和.
从而得到了如下的加权马氏距离:

Y E Y Y E Y W Y E Yd ( , ( )) = ( ( )) ( ( )) .WM
2 T (55)

将式(55)代入式(47)可以得到基于加权马氏距离

的多输出响应情况下的全局灵敏度主指标:

E Y E Y W E Y E Y

Y E Y W Y E Y
S

E X X

E
=

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

[( ( )) ( ( )) ]
.i

DWM X i i
T

T
i (56)

类似地可以定义多个输出响应情况下基于加权

马氏距离的全局灵敏度总指标为

E Y X E Y W E Y X E Y
E Y E Y W Y E Y

S

E
= 1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
[( ( )) ( ( )) ]

.

Ti
DWM

X i i i~

T

T (57)

在特殊情况下,基于加权马氏距离的多输出全局

灵敏度指标具有如下性质: (1)在m = 1,即只有一个输

出响应时,基于加权马氏距离的全局灵敏度指标退化

为单个输出响应情况下的基于方差的全局灵敏度指

标; (2)在各个输出响应相互独立的情况下,基于加权

马氏距离多个输出响应情况下的全局灵敏度指标退

化为基于欧氏距离多个输出响应情况下的全局灵敏

度指标.

3.4  算例分析

考虑如下具有3个输出响应的函数[49]:

Y X X
X X X X

Y X X X X
Y X X X X

= 0.03 2
3.81 + 1.13 ,

= 1.185 ,
= 0.75 ,

1

2 5 3 1 2

3 6 4 1 2

1 2
2

3 7 4 8

(58)

其中,输入变量均服从正态分布,其分布参数列于表2中.
表3是不同的全局灵敏度分析方法所得到的结果.

本文中基于输出分解和基于协方差分解的多输出

全局灵敏度指标基本上是等价的,并且基于协方差分

解的多输出全局灵敏度指标计算更为方便,因而这里

只列出了基于协方差分解的多输出全局灵敏度指标

所得到的结果. 基于欧式距离的全局灵敏度指标与基

于协方差分解的全局灵敏度指标也是等价的,故而也

未列出. 基于协方差分解的全局灵敏度指标所得到的

输入变量的重要性排序为X5>X3>X6>X1>X4>X2>X8>X7,

表 2    输入变量的分布参数
Table 2   Distribution parameters for the input variables

输入变量 均值 标准差

X1 20000 1400

X2 12 0.12

X3 0.04 0.0048

X4 9.82×10−4 5.892×10−5

X5 1.34×107 2.412×106

X6 3.35×108 4.02×107

X7 2×1010 1.2×109

X8 1×1011 6×109
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表 3    式(58)的灵敏度分析结果
Table 3   Sensitivity analysis results for eq. (58)

方差灵敏度分析 矩独立灵敏度分析 基于马氏距离的灵敏度分析
输入变量

GSi GSTi i
M ηi Si

DWM STi
DWM

X1 0.035 0.035 0.508 0.018 0.069 0.071

X2 0.001 0.001 0.465 0.003 0.001 0.003

X3 0.257 0.265 0.497 0.010 0.235 0.245

X4 0.024 0.025 0.482 0.008 0.031 0.033

X5 0.578 0.587 0.589 0.023 0.528 0.537

X6 0.097 0.097 0.639 0.039 0.126 0.127

X7 0 0 0.463 0.002 0 0.001

X8 0 0 0.473 0.006 0 0.001

两种矩独立灵敏度指标所得到的输入变量的重要性

排序相同, 均为X6>X5>X1>X3>X4>X8>X2>X7. 可以看出,
矩独立灵敏度指标得到的输入变量的重要性排序与

基于协方差分解的全局灵敏度指标得到的输入变量

的重要性排序并不一致,这是由于两者用来描述不确

定性的方式不同所引起的. 虽然矩独立灵敏度指标所

包含的不确定性信息更全面, 但其计算代价更高, 基
于协方差分解的全局灵敏度指标是由单输出情况下

的方差分解式推广而来,表达直观,计算更为方便. 基
于马氏距离的全局灵敏度指标得到的输入变量的排

序与基于协方差分解的全局灵敏度指标得到的排序

结果一致,但是各个输入变量的相对重要性有所变化.

4  结论

实际的工程结构中存在大量的不确定性,虽然越

来越多的计算模型被用来代替实际的工程结构,然而

由于对实际结构系统认知的不全面以及结构本身的

一些可变性,使得所得到的计算模型仍然含有大量不

确定性. 全局灵敏度分析能够很好地侦测出模型输出

不确定性的来源,从而可以指导设计人员有效降低模

型输出不确定性. 针对结构输出响应的个数, 可以将

全局灵敏度分析分为单输出全局灵敏度分析和多输

出全局灵敏度分析. 单输出全局灵敏度分析已经发展

得比较成熟,常用的单输出全局灵敏度分析方法有基

本效应分析法、导数法、方差灵敏度分析法及矩独

立灵敏度分析. 矩独立灵敏度分析方法所描述的结构

不确定性最为全面, 然而其计算代价却是最高的. 方
差灵敏度分析方法是基于响应函数的高维模型展开

得到的, 能够反映响应函数的组成结构, 已经得到了

许多学者的研究, 得到了许多高效的计算方法, 因而

应用更为广泛. 导数法具有很直观的物理意义, 并且

能够得到方差灵敏度指标的上界,可以用来很好地检

测对输出响应影响较小的变量. 基本效应法所对应的

全局灵敏度指标是导数法所对应的全局灵敏度指标

的一种近似表示, 其计算代价非常低, 能够适用于高

维问题, 常用以初步判断各输入变量的相对重要性.
对于实际的工程问题,可以根据对输出响应不确定性

描述的要求来选择灵敏度分析方法. 如果需要描述输

出响应的完整不确定性,则可以选择矩独立灵敏度分

析方法; 如果只需要考虑输出响应的方差, 那么可以

选择方差灵敏度分析方法. 实际的工程问题更多地会

考虑计算代价的问题,因此也可以根据实际问题所能

承受的计算代价来选择相应的灵敏度分析方法.
多输出全局灵敏度分析主要是同时考虑多个输

出响应,现有的多输出全局灵敏度分析方法多数是从

单输出全局灵敏度分析推广而来的,因而拥有类似的

特征. 多输出全局灵敏度分析除了能够处理具有多个

输出响应的模型,还能处理输出响应随时间变化的模

型. 对于输出响应随时间变化的模型, 常需要衡量输

入变量的不确定性对一段时间内输出响应整体特征

的影响. 由于输出响应一般是随时间连续变化的, 在
实际处理当中经常会对时变输出响应进行离散化,进
而将离散后各时间点的输出响应作为多个输出响应,
再进行多输出灵敏度分析. 然而对时变输出响应离散

化,会带来输出响应的维数灾难问题,因此,在处理时

变输出响应问题的时候,还需要解决输出响应的维数
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灾难问题. 已有的主成分分析、核主成分分析等方法

能够有效地降低输出响应的维数,可以应用于时变输

出响应的灵敏度分析之中. 然而在采用各种方法降低

输出响应的维数时,需要对相应的降维方法的适用范

围进行分析,以有效达到降低输出响应维数的目的.
本文所考虑的不确定性都是采用概率理论进行

表征的,然而,除此之外,还可以采用非概率的方法对

不确定性进行描述,如模糊理论、凸集模型理论、证

据理论等. 非概率方法在近些年来得到了许多学者的

关注,已经被应用于不确定性定量分析与可靠性分析

之中, 然而在灵敏度分析中应用的相对较少. 灵敏度

分析是为了探究模型输出不确定性向输入不确定性

的分配问题, 对于描述不确定性的方法并没有限制,
因此也可以采用非概率方法进行灵敏度分析. 相比较

于概率方法,非概率方法在信息量较少的情况下具有

更强的适用性和实用性. 因此基于非概率方法的灵敏

度分析也是值得探索的.
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A review of global sensitivity analysis for uncertainty structure

XIAO SiNan, LV ZhenZhou* & WANG Wei
School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China

This paper mainly reviews some widely used global sensitivity analysis methods for uncertainty structure, in which
the uncertainty is described by probability theory. Global sensitivity analysis can be divided into single output global
sensitivity analysis and multivariate global sensitivity analysis based on the number of output response of the structure.
The single output global sensitivity analysis has been studied by many researchers and obtains widely development. Due
to the different ways of representing uncertainty in probability theory (variance, probability density function, cumulative
distribution function, etc.), different global sensitivity analysis methods (variance based method, moment-independent
method, etc.) have been proposed. For example, the variance based global sensitivity analysis method can reflect the
structure of the model itself and has been widely studied and applied in engineering; while the moment independent
global sensitivity analysis method has a more comprehensive description of the uncertainty and reflects more uncertainty
information. The multivariate output global sensitivity analysis is developed based on the single output global sensitivity
analysis and it mainly focuses on the effects of input variables on the uncertainty of the whole multivariate output. For
the models with multivariate outputs, the correlation between different outputs exists and it should be considered when
performing the global sensitivity analysis. Comparing to the single output global sensitivity analysis, the multivariate
output global sensitivity analysis ismuchmore complicated and computational demanding since there aremore uncertainty
information for the multivariate outputs. The basic theories of different global sensitivity analysis methods are described
in detail in order to have better understanding of these methods. Numerical examples are also used to compare these
different methods. Through the comparison, the advantages and shortage of different global sensitivity analysis methods
are obtained.
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