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摘要       近年来,大量轻质柔性结构成功应用于航空航天、智能机器人以及3D打印等领域,使得这些机械系统

呈现出典型的刚柔耦合动力学特性. 已有研究表明, 基于小变形、小转动假设的传统柔性多体系统建模方法,
如浮动坐标系方法,已无法精确描述上述大变形柔性构件的动力学特性. 本文在等几何分析体系下,采用非均

匀有理B样条(Non-Uniform Rational B-Splines, NURBS)插值函数离散平面柔性结构位移场, 基于连续介质力学

大变形理论,建立了能够精确描述大转动与大变形耦合的平面板单元. 为了提高大变形柔性多体系统仿真效率,
本文首先采用不变矩阵法,推导了大变形柔性体的非线性弹性力与切向刚度矩阵的高效计算公式. 其次,基于

有限元撕裂对接(Finite Element Tearing and Interconnecting, FETI)区域分解技术,提出了一种大变形柔性多体系

统动力学方程高效求解算法. 该算法中,首先通过空间离散与时间离散将多体系统动力学方程转化为一组非线

性代数方程,然后采用含预条件的共轭梯度(Preconditioned Conjugate Gradients, PCG)迭代算法并行求解线性化

后的线性方程组. 较以往多体系统常用的并行直接算法,能够显著地提高计算效率. 最后,通过若干数值算例验

证了所提出并行算法的有效性, 并分析了该算法的复杂度, 加速比以及可扩展性.
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1  引言

随着航空航天、智能机器人、武器、车辆等机

械系统向着轻质化、复杂化以及高精度方向发展,促
使了柔性多体系统动力学学科的蓬勃发展. 以航天科

技为例, 现代航天器迫切需求在轨运行服役的大型/
巨型可展开空间结构,包括通信侦察卫星所需要的大

型桁架式索网天线、空间站所需要的大型太阳能电

池列阵等. 此类可展开空间结构通常由杆、梁、薄壳

以及薄膜等柔性构件通过铰链连接方式组成,是一个

典型的柔性多体系统. 由于存在大量轻质柔性结构,
上述机械系统在展开过程中会呈现出大转动、大变

形刚柔耦合的动力学特性. 这种耦合动力学特性可

能引起柔性构件或整个系统的振动,降低可展开空间

结构的型面精度或给航天器本体姿态控制带来困难,
甚至可能导致航天器的失稳. 因此, 为了精确预测并
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改善此类大型空间结构的展开动力学特性,需要建立

高维非线性模型来精确刻画其动力学响应,这给大变

形柔性多体系统建模方法与求解算法带来了严重的

挑战.
早期研究柔性多体系统通常采用浮动坐标系方

法, 但该方法仅局限于分析小变形系统, 不能精确地

描述柔性构件的几何非线性特性. 近年来, 绝对节点

坐标(Absolute Nodal Coordinate, ANC)[1]与等几何分析

(IGA)[2]两类非线性有限元方法受到了多体动力学领

域众多学者的关注. 这两类建模方法均不区分柔性

体的刚体转动与弹性变形,摒弃了柔性体的小变形假

设,采用连续介质力学理论在全局坐标系下统一描述

柔性体运动. 已有研究表明, 对于Euler-Bernoulli梁与

Kirchhoff-Love板/壳,等几何中的单变量三阶Bezier样
条、张量积形式Bezier样条插值函数与绝对节点坐标

方法缩减梁、板/壳单元插值函数是完全等价的[3],均
未采用节点转角作为广义坐标,避免了有限转动参数

化与插值[4]的难题. 值得指出的是,绝对节点坐标方法

插值函数形式较为单一,大部分由三阶Hermite插值函

数演化而来. 而等几何分析可直接采用计算机辅助设

计(Computer Aided Design, CAD)中丰富的插值函数,
使得该方法在对复杂几何构型建模、hp自适应有限

元分析等方面具有不可比拟的优势[5]. 同时,等几何分

析还搭建了CAD与计算机辅助工程(Computer Aided
Engineering, CAE)间的桥梁, 可进一步促进CAD建模

与CAE数值分析的融合.
基于连续介质力学理论,平面柔性多体系统可抽

象为一类受约束的二阶偏微分方程. 针对此类问题,
通常可采用有限元方法与差分方法分别在空间与时

间域内进行离散,在每个时间步长内得到一组非线性

代数方程,再采用牛顿-拉普森迭代算法求解系统未知

数. 在大规模柔性多体系统仿真过程中, 最耗时的任

务主要集中于计算大变形柔性体的切线刚度与求解牛

顿迭代中的稀疏矩阵线性方程组. 针对绝对节点坐标

方法, García-Vallejo等人[6]提出不变矩阵法计算ANCF
全参数单元弹性力及切向刚度矩阵,该方法将弹性力

分解为若干不变矩阵与系统广义坐标向量的乘积. 然
而, 该方法需消耗较多内存存储不变矩阵, 单元弹性

力以及切向刚度矩阵的计算效率仍较低. 在上述研究

基础上,刘铖等人[7]基于张量分量表示方法,推导出单

元弹性力与切向刚度阵的高效计算公式,其计算效率

较以往方法计算效率能够提高一个数量级. 值得指出

的是,该计算弹性力与切线刚度矩阵算法能够直接用

于等几何分析方法中.
除计算单元弹性力与切线刚度外,求解大规模稀

疏线性代数方程组也是制约柔性多体系统动力学方

程计算效率的关键因素. 随着计算机技术的发展, 并
行计算策略成为有限元仿真领域提高稀疏线性代数

方程组计算效率的最有效的手段之一. 基于并行稀疏

线性方程组求解器PARDISO, 任革学课题组[8]开发的

软件THUSolver实现了柔性多体系统动力学的并行计

算. 上述求解器中并行算法属于线性代数方程组的直

接解法,具有算法稳定性好、精度高等特点. 然而,随
着线性方程组阶数与机群线程数的增加,直接解法所

需计算机内存急剧增加,同时并行计算效率也将下降.
基于静力缩聚与多层区域分解算法, Li等人[9]将柔性

多体系统有限元网格分解为若干层自由度逐渐减少的

粗网格, 通过凝聚每层网格的内部自由度与Lagrange
乘子得到规模较小的界面问题,从而实现了大规模柔

性多体系统的递归并行算法.
但该算法粗网格的生成需要进行大量数据通信,

得到的界面问题带宽性较差 , 也难以并行求解 , 导
致算法加速比未达到理想数值 , 可扩展性较差 . 解

决该问题的一个有效途径是利用稀疏线性方程组的

迭代算法求解界面问题. 针对结构线性静力学问题,
Farhat等人[10]提出了有限元撕裂对接(Finite Element
Tearing and Interconnecting, FETI)方法 , 依次开发了

FETI-1, FETI-2与FETI-DP算法以解决子区域刚度矩

阵奇异的问题,并同时给出了界面问题的集中预条件

算子和分布预条件算子. 上述前期研究工作将为大规

模柔性多体系统动力学的并行求解提供一定的借鉴

作用.
本文在等几何分析体系下, 采用非均匀有理B样

条(Non-Uniform Rational B-Splines, NURBS)基函数离

散大变形柔性体位移场 , 在全局坐标下统一描述柔

性体的大转动与大变形的刚柔耦合非线性力学行为,
建立大变形柔性多体系统精确的动力学模型. 为了

进一步提高计算效率 , 在前期的研究基础上采用区

域分解算法将柔性多体系统分解为若干子区域 , 将
FETI算法引入柔性多体系统,基于MPI提出一种适用

于求解大规模柔性多体系统动力学方程的高效并行

算法.
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2  大转动、、、大变形柔性多体系统精确建模

方法

2.1   NURBS样条函数

由于能够描述复杂形状和具有局部特性,非均匀

有理B样条(NURBS)被广泛应用于计算机辅助几何设

计(Computer Aided Geometric Design, CAGD)中, 其插

值基函数由B样条基函数构成. 基于deBoor算法,一个

p阶B样条基函数可由以下递推公式得到:

<
=+N p( )

1, if ,
0, otherwise,
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其中, 节点向量Ξ={ξ1, ξ2,…, ξn+p+1}是一组非递减的实

数序列,称为参数空间. Rk 代表第k个节点, n表示

B样条基函数个数. N ( )i p, 的双下标中第一个下标i表
示基函数序号,第二个下标k表示基函数阶数. 当节点

向量满足ξ1=ξ2=, …, =ξp+1与ξn+1=ξn+2=, …, =ξn+p+1时, B样
条可称为开放(Open) B样条, 此时首尾基函数将满足

插值性.
在B样条插值函数基础上, 引入权因子与分母可

演化出NURBS样条插值函数,该函数除具备B样条强

大功能外, 还能够精确描述各类二次曲线与曲面. 一
个p阶NURBS样条基函数可表示为

=

R
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其中 , wi是第i个基函数的权因子 , Ni p, 为B样条插值

函数.
当参数域推广至二维情况,可得到双变量张量积

形式的NURBS曲面基函数表达式

= =
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其中, wi,j表示权因子, Ni,p(ξ)与Mj,q(η)分别表示p阶与q
阶B样条插值函数. 此时, NURBS曲面中任一点的位

置坐标向量可表示为

= =
r dR( , ) ( , ) ,

i

n

j

m

1 1
i j
p q

i j0 ,
,

, (5)

其中,{ }d i j, , =i n1, 2, , , =j m1, 2, , 表示曲面控制

点 , = … + +{ }, , , n p1 2 1 与 = … + +{ }, , , m q1 2 1 分

别表示 与 方向的节点向量 . 一般来说 , NURBS基
函数不具备插值性,为了便于后续在曲面上进行数值

积分,将参数空间的一段节点向量 ×+ +[ , ] [ , ]i i j j1 1 视

为一个有限元单元,则一个NURBS曲面片由若干单元

拼接而成. 图1给出了一个三次NURBS曲面片, 其中

红色节点表示控制点,黑色网格则表示为一个NURBS
单元.

2.2  大转动、、、大变形平面板单元

为了精确描述大转动、大变形平面板结构,基于

等参元有限元方法, 同时采用NURBS插值函数描述

弹性体初始构型与当前构型,并通过连续介质力学大

变形理论描述弹性体的变形,从而建立大变形柔性多

体系统精确的动力学模型. 考虑任一平面板结构, 其
初始几何构型通过NURBS曲面描述,如式(5)所示. 以
NURBS曲面片中一个单元[ξi, ξi+1]×[ηi, ηi+1]为研究对

象, 在发生大转动、大变形后其上任一点P的位置坐

标可表示为

= + =r r u S et t t( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( ),0 (6)

其中, u(ξ, η, t)表示P点的位移, S(ξ, η)为NURBS基函数

在定义域[ξi, ξi+1]×[ηi, ηi+1]内的非零元素, e(t)为NURBS
单元控制点, 也可称为单元广义坐标. 为了进一步提

高计算效率,对式(6)中单元广义坐标进行重排, P点位

置坐标可重新描述为

图 1    (网络版彩图)一个三阶NURBS曲面片(黑色网格为真

实物理域网格, 蓝色网格为控制点网格)
Figure 1          (Color online) A NURBS surface (p=3) represented by the
physical mesh in black color and the control point mesh in blue color.
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基于连续介质力学理论,平面板单元的变形梯度

矩阵F可表示为[11]
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其中ξ=[ξ, η], =H S r 1
0 为大小为[(p+1)×(q+1)]×2

的常数矩阵. 根据Green-Lagrange应变张量E的定义,
Green应变以及Green应变对广义坐标的一次偏导数的

分量可分别表示为
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其中, i=1,2,…,2×[(p+1)×(q+1)], m=1,2, a=1,2, n=1,2. 单
元弹性力可表示为应变能对广义坐标的一次偏导数,

=f
e

E D
E
e

W
V: : d ,e

V

int (11)

其中, D为四阶弹性张量. 将式(10)代入式(11),弹性力

的分量可进一步表示为

=( ) ( )f e e e e e D H H H H V
1
2

d ,    e i mt df dv df dv
V

anbc ta kn fb vc
int 0 0 (12)

其中 , i=(k–1)×2+m, D H H H H Vd
V

anbc ta kn fb vc 为常数矩

阵 , t=1,2,…,[(p+1)×(q+1)], k=1,2,…, [(p+1)×(q+1)],
f=1,2,…, [(p+1)×(q+1)], v=1,2,…, [(p+1)×(q+1)].
由式(12)可知, 通过将随时间变化的广义坐标提出至

积分号外, 弹性力可分解为两部分的乘积, 其中第一

部分是与广义坐标相关的量 , 第二部分为一常数矩

阵, 仅与弹性张量D以及形函数相关.
将单元弹性力对广义坐标e再求一次偏导数, 单

元切线刚度矩阵可表示为

= +
( )

( )K
f

K K
e

( ) ,e ij

e i

j
e e ij

int

1 2 (13)

在上式中

( ) ( )K e e e e D H H H H V
1
2

d ,e ij df dv df dv
V

anbc ta kn fb vc
1 0 0 (14)

其中j=(t−1)×2+m;

( )K e e D H H H H Vd ,e ij mt dv
V

anbc ta kn fb vc
2 (15)

其中j=(f−1)×2+d.
进一步研究发现,单元弹性力可直接由矩阵Ke

1与

广义坐标矢量e相乘得到

=f K e,e e
int 1 (16)

其中, Ke
1也通常被称为非线性刚度矩阵. 因此,在前处

理中提前计算并存储常数矩阵,通过式(13)与(16)可先

后快速地计算单元切线刚度矩阵与弹性力.

3  多体系统动力学方程并行求解算法

3.1  基于区域分解的多体系统动力学方程

对于一个受约束的柔性多体系统,采用区域分解

算法将其分解为s个非重叠的子区域,并引入Lagrange
乘子向量保证各个相邻的子区域间位移场的连续性.
基于广义变分原理,该系统整体能量可表示为

+ +
= =

q q M q qW P( , ) 1
2

( ) ,
k

s

j

m

1 1
k k k k k j j

T
1

T
(17)

其中, qk是第k个子区域的广义坐标, Φ与λ分别是系统

约束方程以及其对应的Lagrange乘子, P1表示比例因

子. Mk为第k个子区域的质量矩阵,采用上节建模方法

得到的系统质量矩阵为一常数矩阵,可在前处理中计

算并存储,W(qk)表示第k个子区域的应变能. 通过变分

原理可建立一组微分代数方程组,也就是柔性多体系

统动力学方程

+ + =

=

Mq f q f q q
q

P
t 0

( ) ( , ),
( , ) ,

¨
q

int
1 ,

T ext

(18)
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其中 , M=diag(Mk)为系统整体质量阵 , fint=[(f1int)T

(f2int)T,…,(fsint)T]T为系统整体弹性力矢量, fext为系统主

动力的广义力向量, q, 为系统约束方程及其对广义

坐标的Jacobi矩阵.
本文采用广义-α隐式时间积分方法[12]求解上述

柔性多体系统动力学方程. 在时域内进行离散并通过

Newton-Rapson迭代算法线性化后,需要求解如下形式

的高维稀疏线性代数方程组:

=
qP

P P0,
,q

q

1 ,
T

1 1
(19)

其中, q和 是当前时刻系统广义坐标向量和拉格

朗日乘子向量的增量 . 由于采用了区域分解技术 ,
式(19)中系数矩阵右上角块与右端项上部分均可通过

各个子区域的变量独立表示为

+ = +

+ +

( )

( )

M K f M K f

M q F fP

diag ,

 , ..., , 

,¨

qq k k k

s

k k k k q k k

,
ext

,
ext

1
T

2
T T T

int
1 ,

T ext

k

(20)

其中, ( )q k,
T 表示广义约束力向量中与第k个子区域对

应的部分, 为广义-α算法参数.

3.2  基于FETI并行计算方法

为了便于进行并行计算,首先通过舒尔补矩阵建

立区域分解的界面问题, 也就是关于Lagrange乘子增

量项的线性方程组

= =S b P( ),q1
1 (21)

其中,界面问题系数矩阵
=

( ) ( )S P
k

s

1
q k k q k1 ,

1
,

T
与右

端项 =
=

( )P P
k

s

1
q q k k k1

1
1

1 均可由子区域计算组装

而成. 其次,在求解Lagrange乘子增量后,代入式(19)可
得到每个子区域广义坐标的增量为

= =( )( )q P k s,   1, 2, ..., .k k k q k

1
1

T (22)

如何高效并行求解Lagrange乘子增量项(式(21))是
上述算法的核心问题. 基于有限元撕裂对接(FETI)方法,
本文采用含预条件的共轭梯度(PCG)迭代算法[13]求解

该界面问题. 考虑CG迭代中的第r步, 需要计算如下

矩阵-向量乘法, =p Spr r( ) ( ),其中, p r( )与p r( )分别表示

界面问题对应的力与位移. 上述计算过程可转化到各

子区域中独立计算, 而后进行组装

= =
=

( ) ( )p Sp pP ,
k

s

1

r r
q k k q k

r( ) ( )
1 ,

1
,

T ( ) (23)

即,在每个子区域中求解 = ( )p p
T

k
r

k q k k
r( ) 1

,
( ). 为了表

示简洁,以下公式中省略描述迭代次数的上标r. 将子

区域自由度根据约束条件分为边界自由度与内部自

由度, 式(23)可进一步表示为

= =( )p
p

p
p
0

,
ii ib

bi bb
k

i

b

k

q k k b

k

,
T

(24)

其中, 上标i, b分别代表子区域的内部与边界自由度.
由此,可将CG算法中每一次迭代计算视为一次“静力”
加载, 在子区域边界施加一组外力, 求得相应的位移

场. 与此相对应的逆问题即为已知一组位移场, 求解

子区域边界外力. 那么,可通过构造如下恒等式,设计

界面问题(式(21))的一个有效预条件算子:

=

= ( )

0
( )

0 0
0

,

ii ib

bi bb
k

i

b
k

bb bi ii ib b

k

bb bi ii ib
k

q k

1

1 ,

T

(25)

其中, =i ii ib b1 . 将式(25)进行组装即可得到

FETI的Dirchlet预条件算子

=
=

( ) ( )S 0 0
0

.
k

s

1

D

q k bb bi ii ib
k

q k, 1 ,
T

1

(26)

考虑到Dirchlet预处理算子需要进行 ii逆矩阵计

算,为了进一步提高计算效率,可将 e
bi

e
ii

e
bi T

1
省略,

得到FETI算法的集中预条件算子

=
=

( ) ( )S 0 0
0

.
k

s

1

L

q k bb
k

q k, ,
T

1

(27)

相关研究表明,虽然集中预条件算子收敛速度略

低于Dirchlet预条件算子收敛速度,但由于预条件算子

构造时间较短, 而具有更高的计算效率. 需要指出的

是, 上述两类预条件算子仅适用于点点约束问题, 难
以直接推广至含复杂运动副的多体问题,尤其是含非

线性约束的多体系统.
在上述PCG迭代求解过程中,计算量与通信量主

要集中于如下两个矩阵-向量乘法:
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= =

=

=

=

+ ( ) ( )

( ) ( )

p Sp p

S r r

P ,

,           

k

s

k

s
1

1

r r
q k k q k

r

r
q k k q k

r

( 1) ( )
1 ,

1
,

T ( )

1 ( )
, ,

T ( )
(28)

其中,在计算过程中并不需要S与S
1
的显式表达

式,可按照矩阵-向量乘法从右向左逐步进行计算. 通
过式(28)可看出, PCG迭代算法中通信数据主要来源

于该公式中组装求和部分,整体通信量较少.

4  算例

4.1  算例一 四边简支平面板结构

本节采用四边简支平面板静力学算例验证2.2
节提出的板单元的正确性, 同时通过该算例研究3.2
节提出的基于FETI并行算法的收敛特性 . 如图2所
示, 正方形板ABCD边长为1.0 m, 板的杨氏模量设为

1.0×109 Pa, 泊松比为0. 正方板结构四边受简支约束,
重力加速度取为g=9.81 m/s2, 方向沿Y轴负方向, 考察

该系统在100倍重力作用下的位移场.
基于区域分解算法, 将板结构划分为2×2个子区

域,通过施加区域边界约束方程保证位移场的C0连续

性. 为了验证单元的正确性, 采用商业软件ABAQUS
对该模型进行了静力学分析. 以简支板结构中心点E
的Y方向位移为参考值,基于 NURBS平面板单元仿真

图 2    (网络版彩图)基于区域分解的四边简支平面板结构

示意图
Figure 2          (Color online) A planar rectangular plate with four edges sim-
ply supported based on domain decomposition method.

结果与ABAQUS仿真结果相吻合, 均为–0.16 mm. 数
值结果验证了基于NURBS平板单元的正确性.

为了进一步研究单元尺寸对并行算法收敛特性的

影响, 将每个子区域划分别划分为5×5, 10×10, 15×15,
20×20, 25×25, 30×30以及35×35个板单元. 图3分别给

出了原系统刚度矩阵与预条件算子处理后界面问题

系数矩阵的条件数随自由度的变化规律. 原系统刚度

矩阵条件数的增长与自由度成正比关系(O(N)), 而采

用FETI的集中预处理算子后,界面问题系数矩阵条件

数仅呈对数增长(O(logN)).同时,采用PCG算法求解界

面问题的迭代次数也与自由度呈对数关系, 如图4所
示. 上述数据表明, 基于FETI的并行算法能够有效地

改善界面问题的条件数,系数矩阵条件数与界面问题

迭代步数的增长与自由度均呈对数关系,因此该算法

可适用于大规模系统方程的求解.

4.2  算例二 平面曲柄滑块机构

为了分析3.2节提出的并行算法的计算效率,本节

对一个典型的多体系统——曲柄滑块机构进行动力

学仿真. 如图5所示,平面曲柄滑块机构由两块矩阵板

与一个滑块组成,板I一端中点与地面采用旋转铰相连

接,另一端中点与板II一端中点也通过旋转铰连接,板
II末端中点与一个仅能在X轴上运动的刚体滑块铰接.

图 3    (网络版彩图)系统刚度矩阵与界面问题系数矩阵的

条件数与系统自由度的关系图. 红色的空心圆线表示初始

系统刚度矩阵,黑色的空心圆线表示界面问题系数矩阵
Figure 3          (Color online) The condition numbers of the stiffness matrix
of the original system indicated by the red solid line and coefficient matrix
of the interface problem indicated by the black dot line with different
mesh size.
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图 4    (网络版彩图)求解界面问题线性方程组的迭代次数

与系统自由度的关系图
Figure 4          (Color online) The number of iteration steps for solving the
linear equation of the interface problem for different mesh size.

图 5    (网络版彩图)基于区域分解的平面曲柄滑块结构示

意图
Figure 5          (Color online) A planar slider crank mechanism based on do-
main decomposition method.

板I与板II长度分别为0.5和0.87 m, 宽度与高度均为

0.1 m,材料参数设为: ρ=1600 kg/m3, E=5.0×106 Pa, μ=0,
不考虑末端滑块质量. 系统初始静止放置于XY水平面

内,板I与X轴夹角为60°,在板I下边界中点A受到垂直

于板方向的外力f作用,该力大小与时间成正比,持续

时间为1 s,最大值为400 N.仿真时间为1.5 s,时间步长

设为1.0×10–4 s, 广义-α算法参数取为0.8.
本算例在一台具有12个主频为3.33 GHz核心的服

务器上采用Fortran语言进行仿真, 其中采用MPI进行

线程间的通信. 基于区域分解算法, 将每块板划分为

6个子区域,其中沿着长度与宽度方向分别进行3等分

与2等分. 首先,统计了界面问题线性方程组迭代次数

与系统自由度的关系, 与静力学仿真结果一致, 迭代

次数随着自由度同样呈对数增长.
其次,图6(a)给出了当采用12个线程时,一个牛顿

迭代步中主要计算任务的耗时情况. 由图可知, 求解

界面问题开销略大于计算单元弹性力及切线刚度矩

阵(以下简称计算单元矩阵)开销, 二者共占据牛顿迭

代步中95%以上的计算时间. 由于单元数目与自由度

成正比,单元矩阵的计算时间也随自由度的增长呈线

性关系, 算法复杂度记为O(N). 进一步, 图6(b)给出了

界面问题求解各个部分时间占比情况,包括子区域刚

度矩阵LU分解时间、子区域刚度矩阵回代时间、预

条件算子计算时间以及通信时间4个部分. 其中,子区

域刚度矩阵LU分解与回代过程均采用稀疏线性方程

组求解器PARDISO完成. 由式(27)与(28)可知,预条件

算子计算时间与通信时间随自由度呈线性增长(复杂

度O(N)),且开销占比较小. 此外,子区域刚度矩阵一次

LU分解与回代算法复杂度分别可近似认为O(N1.5)与
O(N).考虑到每次牛顿迭代步中LU分解过程仅需进行

一次,而回代过程计算次数则与线性方程组迭代次数

一致. 因此, 界面问题求解过程算法复杂度可近似认

为O(N1.5). 由图6还可看出,当系统广义坐标个数增长

至百万量级时, FETI并行算法仍具有良好的可扩展性.
接下来,以总自由度N=1020528为例,通过不同线

程数下计算时间的对比,研究本文提出并行算法的加

速比. 表1分别给出了2, 4, 6以及12个线程条件下, 一
次牛顿迭代步中各任务的计算时间,小括号中数值表

示加速比. 由表可得, 计算单元矩阵与子区域刚度矩

阵LU分解基本达到理想加速比;受到求解器PARDISO
的影响,子区域刚度回代过程加速比略低于理想加速

比. 由于预处理计算涉及各线程间的通信, 其加速比

也受到一定的影响. 从一次牛顿迭代步总时间来看,
相对于2个线程、12线程加速比可达到4.2. 因此, 基
于FETI算法的并行算法具有通信量小与计算加速比

较好的特性.
最后,图7中给出了曲柄滑块机构在运动过程中不

同时刻的构型图. 从图中可明显地观察到板结构发生

了大转动、大变形的刚柔耦合运动,这进一步说明了

本文所提出的建模方法以及并行计算方法可以精确

和高效地处理此类大规模柔性多体系统动力学问题.

4.3  算例三 重力作用下的柔性索网系统

为了与以往多体系统并行算法进行对比研究,本
节以Serban等人[14]提出的柔性索网系统为研究对象,
模拟其在重力作用下的动力学响应. 如图8所示,该索
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网系统规模为j(横向)×k(横向), 共包括2×j×k+j+k根索

段, 其中每根索段由一个4节点的3阶B样条单元来描

述,可证明该单元与文献中的ANCF缩减梁单元是完全

等价的. 柔性索网的4个端点Q1, Q2, Q3, Q4与地面均

通过球铰相连,其内部相邻索段也通过球铰相互连接.

每根索段的长度均为1 m,材料密度为2200 kg/m3,材料

杨氏模量为2.0×107 Pa, 索段圆截面半径为0.02 m. 索
网系统受到沿着Z轴负方向的重力作用,重力加速度为

9.81 m/s2. 仿真时间为1 s, 时间步长设为1.0×10–3 s, 广
义-α算法参数取为0.8.

图 6    (网络版彩图) (a)一次牛顿迭代步中各计算部分耗时与系统自由度的关系图; (b)求解一次界面问题中各部分计算耗

时与系统自由度的关系图
Figure 6          (Color online) (a) The CPU time for computational tasks for different mesh size during a Newton iteration step; (b) the CPU time for com-
putational tasks during solving the interface problem for different mesh size.

表 1    不同线程数下牛顿迭代步中各部分计算耗时(s)以及加速比
Table 1   The CPU time for computational tasks for different number of thread during a Newton iteration step and the corresponding speedup ratio

线程数 单元矩阵计算 刚度矩阵LU分解 刚度矩阵回代 计算预条件算子 牛顿迭代时间

2 47.88(1.0) 21.05(1.0) 25.21(1.0) 2.18(1.0) 98.78(1.0)

4 23.91(2.0) 10.60(2.0) 13.41(1.9) 1.20(1.8) 51.55(1.9)

6 17.60(2.7) 7.46(2.8) 10.09(2.5) 0.91(2.4) 37.44(2.6)

12 9.59(5.0) 4.31(4.9) 6.35(4.0) 0.60(3.6) 23.56(4.2)

图 7    (网络版彩图)曲柄滑块机构运动过程中6个典型构型
Figure 7          (Color online) Six typical dynamic configurations of the slider crank mechanism.
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图 8    (网络版彩图)基于区域分解的柔性索网示意图
Figure 8          (Color online) A spatial net system based on domain decom-
position method.

本算例在一台具有16个主频为2.9 GHz核心的服

务器上采用Fortran语言进行仿真, 其中采用MPI进行

线程间的通信. 为了与Serban等人[14]提出的算法进行

对比,分别对24 m×24 m, 36 m×36 m, 48 m×48 m, 60 m
×60 m, 72 m×72 m以及96 m×96 m 6种不同大小的索网

系统进行动力学模拟. 基于区域分解算法, 将索网划

分为4×4个子区域,每个子区域含有相同数目的索段.
图9分别给出了Serban等人[14]提出的SPIKE算法、Li
等人[9]提出的多层区域分解算法以及本文提出的并行

算法对该索网系统仿真的计算时间, 其中Serban等人

提出的SPIKE算法在NVIDIA的Tesla K20x GPU平台上

采用CUDA语言运行,多层区域分解算法在24个主频

为2.67 GHz的并行平台上采用Fortran语言运行. 由图

中可明显看出,本文提出的并行算法能够显著地提高

索网系统的计算效率, 比SPIKE算法计算效率提高了

200倍左右,较多层区域分解算法计算效率提高了4–5
倍. 值得注意的是, 由于本算例单元网格尺寸与系统

规模无关,采用迭代算法求解此类问题的迭代次数将

保持不变. 因此, Serban等人算法具有O(N)线性的复杂

度,而对于本文提出的算法而言,一个牛顿迭代步中子

区域刚度矩阵的LU分解将占据主导地位. 也就是说,
对于此类单元尺寸为常数的柔性多体系统,本文算法

复杂度仍为O(N1.5). 通过最小二乘拟合,图9同时给出

了上述3种算法CPU计算时间与系统自由度间的比例

关系.

图 9    (网络版彩图)不同索网规模和求解算法仿真1 s的CPU
计算时间
Figure 9          (Color online) The CPU time of 1 s long simulation for dif-
ferent sizes of net system and solver type.

图 10    (网络版彩图)空间索网系统运动过程中6个典型构型
Figure 10          (Color online) Six typical dynamic configurations of the spatial net system.
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最后,以大小为9 m×9 m的空间索网为例,图10中
给出该系统运动过程中不同时刻的构型图. 当仿真时

间达到1 s时, 索网系统发生了明显的大变形, 验证了

本文提出的并行算法能够有效地预测大变形索网系

统的动力学响应. 值得指出的是, 此类空间索网系统

被广泛应用于大型可展开空间结构,如环形桁架索网

天线、构架式索网天线等[15]. 下一步, 将本文所提出

的建模方法与并行求解算法应用于模拟此类大型索

网天线的展开动力学行为,为大型可展开空间结构的

设计与控制提供理论依据.

5  结论

本文在等几何分析体系下, 采用非均匀有理B样
条(NURBS)基函数离散大变形柔性体位移场,通过变

形梯度张量与Green应变统一描述柔性体的大转动与

大变形的刚柔耦合动力学行为,推导了单元弹性力与

切线刚度矩阵的高效计算公式,建立了大变形柔性多

体系统的精确动力学模型. 基于区域分解技术, 提出

了一种求解大规模柔性多体系统动力学方程的高效

并行算法. 其中, 采用FETI集中预条件算子改善界面

问题的条件数, 基于MPI平行平台设计了界面问题的

PCG迭代求解算法. 理论分析与数值算例结果表明,
PCG算法迭代次数与有限元网格尺寸相关,本文提出

的并行算法复杂度近似为O(N1.5). 当系统广义坐标个

数增长至百万量级时,该算法仍具有良好的可扩展性.
同时, 随着有效线程数的增加, 该算法具有通信量小

以及加速比明显的特点,能够适用于分析大型复杂柔

性多体系统.
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An efficient parallel algorithm for flexible multibody systems
based on domain decomposition method
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Department of Engineering Mechanics, School of Aerospace Engineering, Beijing Institute of Technology, Beijing 100081, China

Recently, a large number of lightweight flexible structures are successfully used in the field of aerospace industry,
intelligent robot and 3D printing. Because of the increasing flexibility of elastic components, some large scale mechanical
systems will perform typical rigid-flexible coupled dynamic characteristic. Previous studies have indicated that the
traditional modeling methods of the flexible multibody system based on the assumptions of small rotations and small
deformation, such as the floating frame of reference method, can not lead to correct results for the dynamic response of
those large deformation structures. Under the framework of Isogeometric analysis, the basis functions of the NURBS
are employed to discretize the displacement field of elastic components with large deformation. Based on the large
deformation theory of the continuum mechanics, the geometrical nonlinearity of planar structures undergoing the overall
motion and large deformation is accurately taken into account. In order to improve the computational efficiency, some
efficient formulations to calculate the elastic force and the tangent stiffness matrix are proposed via the invariant matrix
method. Furthermore, based on the finite element tearing and interconnecting (FETI) method, an efficient parallel
algorithm is presented to deal with the dynamic equations of motion for flexible multibody systems. First, the governing
partial differential equations of multibody systems are transformed into a set of nonlinear algebraic equations after
spatial and time discretization. Then, the preconditioned conjugate gradient method is exploited to solve the linearization
equation in parallel. Compared with the existing parallel direct methods for flexible multibody systems, the proposed
method can improve the computational efficiency significantly. Finally, several numerical examples are given to validate
the effectiveness of the proposed parallel algorithm, including the complexity, the speed-up ratio and the scalability.
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