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摘要    提出了一种用常数边界条件建立的瞬态热传导问题的特征正交分解(POD)降阶模态, 对时变边

界条件进行瞬态热传导降阶分析的方法, 可对未知时刻的温度场进行内插和外插预测分析. 首先, 对常

数边界瞬态热传导问题, 在实验、经验或有限单元法等数值方法结果的基础上, 取一些时刻的解构成瞬

像矩阵, 并对该矩阵进行特征正交分解以求得 POD 模态; 其次, 通过特征值误差分析, 确定降阶分析模

态, 并用其对随时间变化的边界条件进行瞬态热传导计算分析. 本文的特点是, 当边界条件时变时, 不

需要重新计算 POD 模态, 而且可以用很少的模态捕捉全阶模型高达 99%的能量. 实例表明, 本文所述方

法正确有效, 同样的 POD 模态能准确预测和拟合求解域不变但边界条件以各种不同方式光滑时变时的

瞬态传热问题, 在气动热力学等需实时控制或快速计算的问题中具有很好的发展前景. 
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在气动热力学等需实时控制或快速计算的领域

中, 以及与工业应用有关的热工程中都需要对复杂

热传导问题进行快速准确的预测[1]. 目前, 一些常见

的数值求解方法, 如有限单元法、有限体积法, 有限

差分法, 边界单元法等在求解给定初边值的复杂偏

微分方程组时, 因离散格式中自由度太大产生计算

时间长 [2,3]及存储空间大的问题 [4], 不能满足实时控

制和快速预测的要求. 基于特征正交分解(POD)方法

的降维数值解法是实现这一目标的方法之一[5–10].  

POD 方法旨在从一组庞大的实验或仿真数据中

获得一组低维最优基, 而这组低维最优基能够表示

原复杂系统的降阶模型. 换言之, POD 是一种降维方

法, 在最小二乘意义下对给定的数据进行最优的低

维逼近, 从而用较小的自由度将原物理模型的特征

表达出来[6]. 近年来, POD 技术被广泛地应用于解决

实际问题数值模拟过程中的降维问题中, 如流体力

学[5,7,11–13], 空气动力学[9,10], 最优控制[14–17], 结构动

力学[18–21], 热传导分析[22–26]. POD 方法的降维原理分 
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为连续形式和离散形式[6]. 在与传热相关的文献中, 

文献[22,23]将 POD 方法的离散形式应用于线性和非

线性瞬态热传导的降维模型中. 文献[24,25]利用现

有的有限单元法程序数据库, 基于伽辽金弱形式和

POD 方法的连续形式, 得到瞬态热传导问题的降阶

模型. 文献[26]得到瞬态热传导问题的基于 POD 方

法和有限元系统的降阶模型, 并对降阶模型进行解

耦求解. 尽管这些文献都给出了基于 POD 降阶模型

的瞬态传热问题的求解方法. 但大多只局限于常数

边界情况的降阶, 并没有发现同样的求解域问题, 常

数边界的 POD 模态对时变边界的信息贡献. 本文在

前人工作的基础上, 提出一种可以用常数边界瞬态

热传导问题的 POD 模态精确地预测和拟合时变边界

瞬态热传导问题的解的方法. 对于一般光滑时变边

界条件, 只要问题求解域不变, 都能够用一次计算的

常数边界情况的解的 POD 模态来准确预测和拟合新

的时变边界情况问题的解, 这在实时控制和快速计

算中具有很重要的意义和价值.  

1  瞬态热传导方程的有限元离散格式和瞬

像的生成 

1.1  瞬态热传导方程的有限元离散格式 

瞬态热传导问题的微分方程[20]:  

        0

, ,
,  ,  .

i i

T t T t
c k Q t t

t x x


  
        

x x
x x x

(1) 
边界条件:  

 

 

   

     

1

2

3

, ,  ( )

,
,  ( )

,
, ( )

i
i

i a
i

T t T

T t
k n q

x

T t
k n h T T

x

 


 




  



x

x
x

x
x

在 边界上

在 边界上

在 边界上

  (2) 

初始条件:  

   0,0 .T Tx   (3) 

式中, 是材料密度(kg/m3); c 是材料比热容(J/(kg K)); 

t 是时间(s); k(x)是材料导热系数(W/(m K)); Q(x)是物

体内部的热源强度(W/m3);  ( 1,2,3)in i  是边界外法

线的方向余弦; 1 为温度给定的边界,  ,T T t  是

在 1 上给定的温度值 ; 2 为热流给定的边界 , 

 ,q q t  是在 2 上给定的热流密度( 2W/m ); 3 为

对流换热边界 , h 是对流换热系数 ( 2W/m K ), 

 ,a aT T t  是在 3 上给定的环境温度或绝热壁温度. 

当  ,T t ,  ,q t 不随时间变化时, 称为定常边界条

件; 否则, 称为时变边界条件.  

瞬态热传导问题的有限元离散格式为[27] 

 . CT KT F   (4) 

其中, C 为热容矩阵, K 为热传导矩阵, F 为温度载荷

列阵, T 为节点温度列阵, T 为节点温度对时间的导

数列阵. 矩阵 K, C, 和 F 的元素由单元的相应的矩阵

元素集成, 即 
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当方程(4)的维数很高时, 对其求解需要很大的

存储资源和计算时间.  

1.2  瞬像矩阵的生成 

瞬像(Snapshots), 也称快照, 由 Sirovich 提出[28], 

是指物理场的数值解在不同时刻的空间分布值. 对于

瞬态热传导问题式(4)中的温度场 T, 取瞬像矩阵为 

       1 2, , , .Lt t t A T T T   (7) 

式中, L 为瞬像时刻数或快照数. 假设式(4)中有限元

离散后的自由度为 M, 则 M LR A , A 的每一列表示
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一个快照, A 的列数表示快照的数量. 瞬像矩阵一般

由实验、经验、有限单元法等数值求解方法的结果获

得, 通常 M L .  

2  降阶模型的构建与分析技术  

2.1  POD 模态的获取 

POD 模态, 又称 POD 基. POD 方法的目的是寻

找一组最优的 POD 基 1 2, ,..., r   (其中 i 为列向量), 

使得结构模型任意节点上任意时刻的温度可以表示

为 POD 基的线性组合[6,9], 即 

        1 1 2 2 ... .r rt t t t        T   (8) 

其中,   , 1, 2, ,i t i r   表示 POD 基的系数. 为了寻

求满足式(8)的最优 POD 基, 采用式(7)的瞬像矩阵 A. 

定义相关矩阵 R 如下 

 T .R A A   (9) 

则 L LR R , 求相关矩阵 R 的非零特征值及特征向

量:  
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最优 POD 基可以表示如下[6,9] 
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可以证明j, 1, 2, ,j l  , 是一组标准正交基, 即 
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只选取前 r 阶模态进行分析, 1 2, , , r   , 选取

规则如下 
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一般取  =99.99.  

2.2  降阶模型分析微分方程 

瞬态热传导问题中, 任意节点上任意时刻的温

度可以表示为 POD 基的线性组合, 如式(8)所示, 记

1 2[ ]r     , 则 M rR   , M r , 称  为

POD 模态矩阵. 记 T
1 2[ ]r     , 则式(8)又

可表示如下 
 . T   (14) 

将式(14)带入式(4), 得  

 .    C K F   (15) 

上式左右两边同乘以 T , 得  

 T T T .      C K F   (16) 

综上, 将自由度为 M 的全阶模型式(4)降阶为自

由度为 r 的降阶模型式(16). 将式(14)带入式(3), 得

降阶模型的初始条件:  

   T
00 .T     (17) 

求解方程组式(16), 可得到各个所需时刻的系数

 值, 然后将其带回到式(14)则可得温度场结果.  

2.3  降阶模型误差评估 

POD 模态表示捕获物理场的主要特征, 截断后

的前 r 阶 POD 模态较全阶模态所捕获的能量用式(13)

表示. 故定义相对截断误差如下  

 1
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3 用常数边界问题的 POD 模态对时变边界

问题的分析方法 

用常数边界瞬态热传导问题的 POD 模态拟合时

变边界瞬态热传导问题的解的过程如图 1 所示. 对于

相同的求解域瞬态传热问题, 可以分为常数边界和

时变边界两种情况, 在气动热力学等需实时控制或

快速计算的领域中, 以时变边界情况为主. 为了满足

实时控制和快速计算的要求, 先将时变边界条件简

化为常数边界条件(一般取时变边界的均值), 按前节

所述方法求出常数边界条件下问题的瞬像矩阵 A 及

POD 模态矩阵, 对于时变边界条件问题, 用 T=
进行降阶模型分析.  
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图 1  常数边界 POD 模态对时变边界问题的拟合过程 
Figure 1  Prediction process of the reduced-order POD modes from 
constant boundary conditions to the results under time-varying boun- 
dary conditions. 

分析步骤可总结如下:  

(1) 求解常数边界条件下的瞬像矩阵 A, 如式(7)

所示.  

(2) 将A代入式(9)–(11), 计算 POD模态向量 j , 

1, 2, ,j l  .  

(3) 按照式(12), (13)选取前 r 阶模态, 构成 POD

模态矩阵 .  

(4) 用  T 降阶分析各种时变边界条件 iB 下

的温度场模型. 具体步骤为:  

1) 求 iB 边界条件下问题的有限元离散格式, 如

式(4)所示; 2) 将 T=代入式(4), 得降阶模型, 如式

(16)所示; 3) 求解一阶常微分方程组(16), (17), 得 ; 

4) 将 代入 T=, 得该 iB 边界条件下的温度场 T.  

需要注意的是, 对于一般光滑时变边界条件, 该

方法能够用一种常数边界条件下一次计算的 POD 模

态来准确预测和拟合新的时变边界条件问题的解 . 

下节将通过二维和三维瞬态热传导实例来验证该方

法的有效性和准确性.  

4  算例分析 

算例 1 含圆孔的长方形平板的瞬态传热问题 
本分析算例的几何参数及常数边界条件如图 2

所示. 板的长度为 15 cm, 宽度为 5 cm, 其中间有一

个半径为 1 cm 的圆孔. 板的密度=5×103 kg/m3, 比

热 c=200 J/(kg °C), 导热系数 kx=ky=100 W/(m °C). 板

的初始温度为 20°C, 将板的左端置于 500°C 的温度

场中, 右端固定温度为 20°C, 板的上下边及圆孔边

缘绝热. 

 

图 2  板的几何尺寸及常数边界条件 
Figure 2  Geometry and constant boundary conditions of the rectang- 
ular plate with a hole. 

图 3 给出了板的有限元计算模型. 该模型包含

2175 个节点, 2063 个四边形单元. 用有限元法计算出

该常数边界条件下, 时间 t=5, 10, 15, ∙∙∙, 100 s (总计

20 个)时刻板内各节点的温度, 作为 20 个快照向量, 

构成瞬像矩阵 A, 代入式(9)–(11)中, 计算 POD 模态

向量 j , j=1, 2, ∙∙∙, 20.  

图 4 给出了板的各阶模态所对应的特征值比重. 

第 i 个特征值对应的比重定义为 

1 2 201,  2,  ,  0,   0.2 ,i

k
k

i


  


  


  

由图 4 可以看出, 从第 6 阶模态开始, 其特征值所占

比重就已经非常小, 大约为 9.9776×1012.  

图 5给出各阶模态所对应的相对截断误差, 由式

(18)计算, 前 i 阶模态所对应的相对截断误差为 

 

20

1
k

k i
i

j
j





 



, i=1, 2, ∙∙∙, 19.  

由图 5 可以看出, 前 5 阶模态捕捉了全阶模型高

达 99.99999999%的能量. 故由图 4 和 5 可知, 取前 5

阶模态的降阶模型足以准确表达全阶模型.  

取POD模态矩阵=[1 2 ··· 5]. 用T=分别降

阶分析下列情况, 并计算相应温度场(取图 2 中的 A, B, 

C 点作为参考点, 左边界所施加温度边界条件见图 6).  
 

 

图 3  (网络版彩图)板的有限元计算模型 
Figure 3  (Color online) FEM model of the rectangular plate with a hole. 
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图 4  (网络版彩图)特征值比重与模态个数的关系图  
Figure 4  (Color online) Proportion of each eigenvalue to the sum of 
all eigenvalues. 

 

 

图 5  (网络版彩图)求解误差与模态个数的关系 
Figure 5  (Color online) Relative truncation error versus the number 
of POD modes. 

 

(1) t=1, 2, 3, ∙∙∙, 100 s 的温度值(内插值问题), 结

果如图 7 所示;  

(2) t=1, 2, 3, ∙∙∙, 200 s 的温度值(外插值问题), 结

果如图 8 所示;  

(3) 左边温度为周期变化 T=500(1sint)°C, 其

中=/24 时, t=1, 2, 3, ∙∙∙, 100 s 的温度值(时变内插值

问题), 结果如图 9 所示;  

(4) 左边温度为周期变化 T=500(1sint)°C, 其

中=/24 时, t=1, 2, 3, ∙∙∙, 200 s 的温度值(时变外插值

问题), 结果如图 10 所示;   

(5) 左边温度 

2

10000 ,  [0,30] s,

800000 40000 ,  [0,30] s,

10000 500,  (70,100] s,

y t

T y y t

y t


   
  

 

    

图 6  板的左边界所施加温度情况示意图 
Figure 6  Temperature on the left side of the plate (case 5). 
 
其中 [0,0.05]y , 左边两个端点的纵坐标分别为 0和

0.05), 即左边温度局部集中且集中位置随时间变化, 

左边界所施加温度边界条件示意图如图 6 所示. 求

t=1, 2, 3, ∙∙∙, 200 s 的温度值(非均匀时变内插值问题), 

结果如图 11 所示.  

从图 7 可以看出, 由常数边界条件下, t=5, 10, 15, 

∙∙∙, 100 s 时刻的温度场结果作为瞬像矩阵 A, 获得的

前 5 阶 POD 模态矩阵, 降阶模型所得结果与 ANSYS

软件分析结果吻合得非常好. 从图 8 可以看出, 降阶

模型也能很好地预测未来时间(100 s 以后)的结果. 

从图 9 可以看出, 由常数边界 POD 模态降阶求解周

期时变问题, 所得结果与 ANSYS 软件分析结果吻合

得非常好. 从图 10可以看出, 图 9中所得降阶模型的

结果, 也能很好地预测未来时间(100 秒以后)的温度

场. 从图 11 可以看出, 由常数边界 POD 模态降阶求

解边界温度局部集中且集中位置随时间变化的同一

求解域问题时, 所得结果与 ANSYS 软件分析结果吻

合得非常好.  

算例 2 机翼瞬态传热问题 
第二个分析算例是关于机翼的传热问题, 其几

何参数、物性参数及常数边界条件如下: 机翼翼根弦

长 b0=1000 mm, 翼尖弦长 b1=800 mm, 翼型的最大

厚度为 120 mm, 翼展 l=1600 mm, 机翼材料的密度

为=2.8×103 kg/m3, 比热 c=960 J/(kg °C), 导热系数
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kx=ky=kz=173 W/(m °C). 翼根和翼梢所在的面为绝热

边界条件, 迎风面温度设为 500 K, 背风面温度为

230 K, 初始温度 T(x, y, z, 0)=230 K. 图 12 给出了机

翼传热分析的有限元模型, 该模型由5400个节点、4048
个六面体单元组成.  

用有限元法计算出该常数边界条件下, 时间 t=5, 

10, 15, ∙∙∙, 100 s (总计 20 个)时刻的节点温度作为 20

个快照向量, 构成瞬像矩阵 A, 代入式(9)–(11), 计算

POD 模态向量 j , j=1, 2, ∙∙∙, 20. 

图 13 给出了机翼的各阶模态所对应的特征值比

重. 第 i 个特征值对应的比重定义为 
 

 

图 7  (网络版彩图)常数边界条件 5阶降阶模型与精确解比

较(内插结果) 
Figure 7  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under constant boundary condition 
(interpolation results). 

 

 

图 8  (网络版彩图)常数边界条件 5 阶降阶模型与精确解比

较(外插结果) 
Figure 8  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under constant boundary condition 
(extrapolation results). 

 

图 9  (网络版彩图)时变边界条件(左边温度均匀周期变化)5
阶降阶模型与精确解比较(内插结果) 
Figure 9  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under time-varying boundary 
condition 3 (interpolation results). 

 

 
图 10  (网络版彩图)时变边界条件(左边温度均匀周期变

化)5 阶降阶模型与精确解比较(外插结果) 
Figure 10  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under time-varying boundary 
condition 4 (extrapolation results). 

 

1 2 201,  2,  ,  0,   0.2 ,i

k
k

i


  


  


  

由图 13 可以看出, 第 6 阶模态所占的特征值比重约

为 5.677×109, 第 9 阶模态所占的特征值比重约为

2.7267×1013, 已经足够小. 

图 14 给出各阶模态所对应的相对截断误差, 如

式(18)所示, 前 i 阶模态所对应的相对截断误差为 
20

1 ,  1,  2,   ,  19.
k

k i
i

j
j

i





  



  

由图 14 可以看出, 前 5 阶模态捕捉了全阶模型高达
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99.9999994%的能量. 前 8 阶模态捕捉了全阶模型高

达 99.99999999997%的能量. 下面分别取前 5 阶模态

5=[1 2 ··· 5]和前 8 阶模态8=[1 2 ··· 8]进行降阶

分析, 取机翼中心点(坐标为(450, 0, 400) mm)作为参

考点.  

(1) t=1, 2, 3, ∙∙∙, 100 s 的温度值(内插值问题), 结

果如图 15 所示;  

(2) 左边温度为周期变化 

(500(1 cos ) 230) KT t    

(其中=/18)时, t=1, 2, 3, ∙∙∙, 100 s 的温度值(一边界

时变插值问题), 结果如图 16 所示;  

(3) 左边温度为周期变化: 

(500(1 cos ) 230) K,T t    

其中=/18, 右边温度为周期变化: 

(100(1 cos ) 230)K,T t    

t=1, 2, 3, ∙∙∙, 100 s 的温度值(双边界时变插值问题), 

结果如图 17 所示. 
 

 

图 11  (网络版彩图)时变边界条件(左边温度局部集中且集中

位置随时间变化)5 阶降阶模型与精确解比较(内插结果) 
Figure 11  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under time-varying boundary 
condition 5 (interpolation results). 

 

 

图 12  (网络版彩图)机翼有限元计算模型 
Figure 12  (Color online) FEM model of the wing. 

从图 15 可以看出, 由常数边界条件下, t=5, 10, 

15, ∙∙∙, 100 s时刻的温度场作为瞬像矩阵A, 获得的前

5阶 POD模态矩阵 5 , 降阶模型分析结果与ANSYS

软件计算结果吻合得非常好. 从图 16 可以看出, 当

机翼迎风面温度周期变化时, 由 8 降阶模型所得的

结果 , 比由 5 降阶模型所得的结果更逼近于用

ANSYS 软件计算的结果. 从图 17 可以看出, 当机翼

迎风面温度和背风面温度都周期变化时, 由 8 降阶

模型所得的结果, 比由 5 降阶模型所得的结果, 更

明显地逼近于 ANSYS 结果.  

图 18 给出了求解降阶模型(式(16), (17))及最后

的温度结果(式(14))所花费计算时间与模态个数的关

系. 计算是在主频为 3 GHz、内存为 4 Gb 的 PC 机上

进行的, 运行文件采用 Matlab 程序编写. 从图 18 可

以看出, 虽然局部上相邻模态个数所对应的降阶模 
 

 

图 13   (网络版彩图)特征值比重与模态个数的关系 
Figure 13  (Color online) Proportion of each eigenvalue to the sum 
of all eigenvalues. 

 

  

图 14  (网络版彩图)求解误差与模态个数的关系 
Figure 14  (Color online) Relative truncation error versus the number 
of POD modes. 
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型的求解时间会因各自矩阵特点出现波动, 但总体

趋势上, 采用的模态个数越多, 求解相应的降阶模型

所消耗的时间也越多. 这是由于采用的模态个数越

多, 待求解的微分方程组也越大, 故相应地计算时间

也越多. 

算例 3 钢板瞬态传热问题 

第 3个分析算例是关于钢板的传热问题, 其几何

参数、物性参数及常数边界条件如下: 钢板长 50 cm, 

宽 50 cm. 板的密度=7.85×103 kg/m3, 比热 c=460 

J/(kg °C), 导热系数 kx=ky=50 W/(m °C). 内含热源项, 

空间分布为 S=2x+y+40 W/m3. 板的初始温度为 20°C, 

 

 

图 15  (网络版彩图)机翼常数边界条件 5 阶降阶模型与精

确解比较 
Figure 15  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5 order reduced model under constant boundary condition 
for the wing. 

 

 

图 16  (网络版彩图)机翼迎风面温度周期变化时 5 阶、8
阶降阶模型与精确解比较 
Figure 16  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5, 8 order reduced models under time-varying boundary 
condition 2 for the wing. 

 

 

图 17  (网络版彩图)机翼迎风面与背风面温度都周期变化

时 5 阶、8 阶降阶模型与精确解比较  
Figure 17  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 5, 8 order reduced models under time-varying boundary  
condition 3 for the wing. 

 

 

图 18  (网络版彩图)计算时间与模态个数的关系 
(a) 机翼迎风面温度周期变化时; (b) 机翼迎风面与背风面温度都

周期变化时 
Figure 18  (Color online) Computational time versus the number of 
POD modes. (a) under time-varying boundary condition 2 for the wing;  
(b) under time-varying boundary condition 3 for the wing. 
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将板的左边界置于 500°C 的温度场中, 右端置于温度

为 1120°C 的加热炉 , 其表面传热系数为 h=125 

W/(m2 °C), 下端有 q=30000 W/(m2)的热流密度流出, 

上端绝热. 图 19 给出了钢板热分析的常数边界条件, 

图 20 给出其有限元模型, 该模型由 441 个节点、400

个四边形单元组成.  

用有限元法计算出该常数边界条件下 , 时间

t=500, 1000, 1500, ∙∙∙, 20000 s (总计 40 个)时刻的节

点温度作为 40 个快照向量, 构成瞬像矩阵 A, 代入

(9)–(11)式, 计算 POD 模态向量 j , j=1, 2, ∙∙∙, 40.  

图 21 给出了钢板的各阶模态所对应的特征值比

重. 图 22 给出各阶模态所对应的相对截断误差. 由图

21 可以看出, 从第 7 阶模态开始, 其特征值所占比重

就已经非常小, 大约为 9.1548×1012. 由图 22 可以看 

 

 

图 19  钢板常数边界条件 
Figure 19  Constant boundary conditions of the steel plate. 

 

 

图 20  (网络版彩图)钢板有限元计算模型 
Figure 20  (Color online) FEM model of the steel plate. 

出, 前 6 阶模态捕捉了全阶模型高达 99.999999997%
的能量. 故取前 6 阶模态的降阶模型足以准确表达全

阶模型.  
取 POD 模态矩阵=[1 2 ··· 6]. 用  T 分

别降阶分析下列情况, 并计算相应温度场(取图 20 中

的 A, B, C, D, E 点作为参考点).  
(1) t=100, 200, 300, ∙∙∙, 20000 s 的温度值(内插值

问题), 结果如图 23 所示;  
(2) 左边温度为周期变化 500(1 cos ) CT t   , 

下边热流密度周期变化 
230000(1 cos ) W/ m ,q t    

其中=/4000 时, t=100, 200, 300, ∙∙∙, 20000 s 的温度

值(时变内插值问题), 结果如图 24 所示;  
(3) 左边温度为周期变化 

500(1 cos ) CT t   , 

其中=/4000, 下边热流密度局部集中, 且集中位置 
 

  

图 21  (网络版彩图)特征值比重与模态个数的关系  
Figure 21  (Color online) Proportion of each eigenvalue to the sum 
of all eigenvalues. 

 

 
图 22  (网络版彩图)求解误差与模态个数的关系 
Figure 22  (Color online) Relative truncation error versus the number 
of POD modes. 
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随时间变化, 如图 25 所示, 即将 0.5 m 长的下边界 5
等份 , 当 t[0, 4000] s 时 , 仅在 x[0, 0.1]处有

q=40000 的热流密度流出, 在 x[0, 0.1]的其他位置

绝热; 当 t(4000, 8000] s 时, 仅在 x[0.1, 0.2]处有

q=12000000x2+3600000x240000 的热流密度流出 , 
在 x[0.1, 0.2]的其他位置绝热; 依次类推. 求 t=100, 
200, 300, ∙∙∙, 20000 s 的温度值(非均匀时变内插值问

题), 结果如图 26 所示.  
从图 23 可以看出, 由常数边界条件下, t=500, 

1000, 1500, ∙∙∙, 20000 s 时刻的温度场作为瞬像矩阵

A, 获得的前 6 阶降阶模型分析结果与 ANSYS 软件

计算结果吻合得非常好. 从图 24 可以看出, 当钢板 

 

 

图 23  (网络版彩图)钢板常数边界条件 6 阶降阶模型与精

确解比较 
Figure 23  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 6 order reduced model under constant boundary condition 
for the steel plate. 

 

 

图 24  (网络版彩图)钢板时变边界(温度和热流密度都均

匀周期变化时)6 阶降阶模型与精确解比较 
Figure 24  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 6 order reduced model under time-varying boundary 
condition 2 for the steel plate. 

左边温度和下边热流密度都均匀周期变化时, 由常

数边界前 6 阶模态矩阵降阶分析均匀周期时变问题, 

所得结果与 ANSYS 软件分析结果吻合得很好. 从图

26 可以看出, 当钢板左边温度均匀周期变化, 下边热

流密度局部集中且集中位置随时间变化时, 由常数边

界前 6 阶模态矩阵降阶分析该问题, 所得内部节点

(如节点 B)及光滑热流边界处 (如节点 A)的结果 

 

图 25  (网络版彩图)钢板下边界所施加热流密度示意图 
Figure 25  (Color online) Heat flux at the bottom of the steel plate 
(case 3). 
 

 

图 26  (网络版彩图)钢板时变边界(温度均匀周期变化、热

流密度局部集中且集中位置随时间变化时)6 阶降阶模型与

精确解比较 
Figure 26  (Color online) Temperature versus time at different points 
from the first 6 order reduced model under time-varying boundary 
condition 3 for the steel plate. 
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与 ANSYS 软件分析结果吻合得很好, 然而, 对于热

流出现集中且集中位置随时间变化的边界点(如节点

C, E)及对流边界(如节点 D), 结果误差较大. 需要重

新选取解构成瞬像矩阵的基态时间点. 

5  结论 

本文提出了一种用常数边界条件建立的瞬态热

传导问题的特征正交分解(POD)降阶模态, 对时变边

界条件瞬态热传导问题进行降阶分析的方法. 相同

求解域常数边界条件下建立的 POD 模态矩阵, 通过

降阶处理, 不仅可对同一边界条件下的未知时刻的

温度场进行预测分析, 也可对光滑时变边界条件下

的温度场进行模拟分析. 采用的模态个数越多, 求解 

精度越高. 该方法一方面可将数千个自由度的问题

降阶为几个自由度的问题进行分析, 另一方面, 用于

降阶 POD 模态矩阵只计算一次, 可节省大量的计算

时间和存储空间, 这在气动热力学等需实时控制和

快速计算的领域中具有很重要发展前景.  

本文方法仅适用于一般光滑时变边界条件情况, 

对于某一时段在某处有热流量集中, 在另一时段另

一处出现热流量集中的时变边界情况, 常数边界条

件下建立的基本模态矩阵可以比较精确地预测和拟

合内部节点, 但对于边界节点, 求解误差较大, 需要

重新选取解构成瞬像矩阵的基态时间点, 如何选取

有待于进一步研究.
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Reduced order model analysis method via proper orthogonal 
decomposition for transient heat conduction  

HU JinXiu1, ZHENG BaoJing1,2 & GAO XiaoWei1,2* 
1 School of Aeronautics and Astronautics, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China; 

2 State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China 

This paper presents a reduced order analysis method for transient heat conduction problems with time-varying 
boundary conditions by using the proper orthogonal decomposition (POD) modes obtained from the results of using 
constant boundary conditions. This method can perform interpolation and extrapolation analysis for temperature field 
at unknown times. First, POD modes are developed by calculating eigenvectors of an autocorrelation matrix 
composed of snapshots which are clustered by the given results obtained from experiments, finite element method 
(FEM) or other numerical methods for transient heat transfer problem with constant boundary conditions. Then, the 
reduced order modeling (ROM) for problems with time-varying boundary condition is obtained by projecting the 
finite element discrete format on reduced POD modes determined by eigen-value error analysis of the original POD 
modes. One feature is that the POD modes need not to be reformed when the boundary conditions are time-varying, 
and one can use a few modes to capture as much as 99% of energy of the whole order model. Examples show that the 
method developed in this paper is correct and effective. The same POD modes can accurately analyze transient heat 
conduction problems with the same geometric domain but variety of smooth and time-varying boundary conditions. 
The method has a good prospect in aero-thermodynamics analysis that needs real-time control or fast calculation.  
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