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摘要       本文利用改进的相间滑移矩方法,数值研究了兰金涡在加入微液滴颗粒后的演变,注重考察相间滑移

效应的影响. 相间滑移矩方法分别考虑气相与液滴弥散相的运动过程,通过颗粒分布函数各阶矩方程的源项来

表达相间质量、动量与能量的传递,从而实现气液两相间的速度滑移效应的模拟. 研究结果表明,当向兰金涡

中注入液滴微粒后,兰金涡的结构会在液滴滑移效应的扰动下发生一系列的演化,注入微粒的半径不同,演化

过程也不相同. 当注入微粒的半径较小时,滑移效应较小,微粒会在滑移效应下做离心运动,最终在涡核外呈圆

环状分布;当注入微粒的半径足够大时,滑移效应增强导致流动失稳,涡核内产生负涡量,在其作用下颗粒呈现

“旋臂”结构而快速向外迁移. 最后,本文考察了微液滴颗粒由于凝结增长对旋涡演化和滑移效应的影响,发现

微液滴的凝结增长导致更多的气相动量转移到液滴相,使得微液滴与气相的滑移驰豫过程变短,微液滴的跟随

性增强, 从而使得微液滴与气相的平均滑移速度递减更快.
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1  引言

旋涡流动是流体中最普遍存在的一种运动形式,
关于旋涡运动的研究也是流体力学中非常重要的一部

分. 在研究旋涡运动时, 学者们采取了很多不同的介

质和形式, 例如, Mougel等人[1,2]以水为介质对自由表

面旋转流动开展了一系列的实验与数值模拟研究. 在
大气科学领域,台风是一种典型的旋涡运动,由于其强

度高、范围广、破坏力强、结构多变,一直是此领域

的研究重点,如Hendricks等人[3]和Martinez等人[4]对台

风的生命周期内的结构演化进行了详尽的数值研究,
为台风的预报与防治工作提出了理论指导. 在工业应

用中,无论是汽轮机[5]还是天然气的旋流分离[6],都存

在着旋涡流动. 因此, 研究不同条件下旋涡流动的结

构演化具有十分重要的科学意义和应用价值.
旋涡流动中,涡量较大的区域一般也是低温低压

区域,若存在水蒸气则常伴随凝结现象(同质或异质),
由此产生的微纳尺度颗粒又会影响流动,含有微液滴

的旋涡流动是个多尺度、多介质的复杂问题. 在考

虑液滴微粒与气体相互作用的研究方面, Skillings和
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Jackson[7]在1987年首先采用拉格朗日法描述液滴微粒

的运动, 之后经过White和Young[8]以及Mundinger[9]、
Prast[10]的发展,此方法逐渐完善. 采用拉格朗日方法一

般需要巨大的计算量,相比之下采用欧拉方法来描述

微粒运动所需计算量就要小很多. Wu等人[11]和Dykas
等人[12]对汽轮机叶片附近的湿蒸气流动的研究,以及

Dykas等人[13]和Abadi等人[14]对跨音速和超音速喷管中

的湿蒸气流动研究都采用了欧拉方法,即把液滴微粒

当作分布于承载气体中的弥散相,考虑微粒的对流扩

散. Hulburt等人[15]于1964年从经典力学角度引入了矩

方法,并用此方法讨论湿蒸气中液滴的凝结增长问题.
经过Hill[16]、McGraw[17]与Marchisio等人[18]的发展,最
终形成了基于矩方法的两相流模型,用于研究伴随液

滴微粒生成与增长的湿蒸气流动. 曹赟[19]在此基础上

建立了一套考虑了两相间质量、动量和能量交换的

带相间滑移的矩方法. 本文针对旋涡流动中的凝结问

题,建立相对简单的模型以单独考察微小颗粒与气体

间的相间滑移效应,以曹赟的带相间滑移的矩方法为

基础推导控制方程,数值研究在相间滑移效应影响下

微颗粒的迁移和旋涡流动的演化规律.

2  数值方法

2.1  改进的带滑移矩方法

当气体中含有大量的微米以下量级的微粒时,微
粒会在气体中悬浮形成气溶胶. 引入微液滴尺寸分布

函数 xf r t( , , )来描述微粒的大小、数量及其时空演化.
这里假设微粒为球形,其半径为r; x, t分别是位置矢量

和时间. 微液滴尺寸分布函数 xf r t( , , )表示t时刻在空

间点x的邻域内半径为r的微液滴数目, 即

=x xn t f r t r( , ) ( , , )d ,
0

(1)

这里 xn t( , )为微液滴数密度. 进一步假设,微粒间

没有碰并, 微粒的体积相对于气体忽略不计, 则微粒

分布函数满足通用动力学方程

+ + =u
f
t r

rf
x

f r J( ) ( ) ( ) ,
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其中r是液滴半径增长率, udj是微粒弥散相的速度, J是
气溶胶中粒子的增加速率. 本文为简化问题, 不考虑

凝结成核过程, 而以直接向流动中注入粒子代替, 因

此J也是注入粒子的速率,这里取常数3.4×1020 kg–1 s–1.
对上式两侧同乘以r k (k为非负整数), 并对r在整个尺

寸空间积分得到
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注意到半径为零及无穷大的粒子,物理上都是不

存在的,对应的分布函数为零;同时,根据Gyarmathy[20]

的液滴增长模型, 引入液滴平均增长率r 代替r , 且平

均增长率与半径无关, 上式可改写为
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定义液滴尺寸分布函数对内部坐标r的k阶矩

=M r f rd ,k
k

0
(5)

则由(4)式可得矩方程

+ = +
t

M
x

u M r J r kM r( ) ,k
j

dj k
k

k 1 (6)

各阶矩都具有直观的物理含义: 零阶矩M0表示单位体

积内的微粒个数,一阶矩M1表示单位体积内微粒半径

之和,二阶矩M2、三阶矩M3分别与单位体积内微粒总

表面积、总体积相关.
加入微液滴将直接增加微粒相总质量,假设液滴

不可压缩, 其增量可表示为

=S J r4
3

,m p1
3 (7)

其中 p是微液滴密度. 而微液滴因为水蒸气凝结而增

长则导致气相质量向微粒相迁移,交换率为

=S M r4 .m p2 2 (8)

动量、能量交换率则与质量交换率、两相间速

度滑移相关, 下文再详述.

2.2  控制方程

与经典矩方法将气体、微粒当作混合物不同,要
考虑相间滑移的影响, 控制方程则应包含三个部分:
气相控制方程、微粒弥散相控制方程及矩方程. 这些

控制方程耦合在一起,两相间的相互作用通过源项实
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现. 在二维无黏流动情况下,忽略重力影响,气相控制

方程为
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微粒弥散相控制方程为
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矩方程为
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其中下标“g”和“d”分别表示气相(gas)和液滴微粒弥散

相(droplet). 表示密度, u表示x方向速度, v表示y方向

速度, p表示压强, E表示总能量, 表示气相中水蒸气

的质量分数, S1–S12表示各方程的源项.
S1, S12均代表气体的质量源项,本文不考虑凝结成

核,而仅考虑液滴增长过程, = =S S Sm1 12 2.
颗粒相源项S5包含注入微液滴及液滴增长带来的

质量增量

= +S S S .m m5 1 2 (21)

动量源项S 2 , S 3, S6, S 7包含相间滑移导致的黏性

力和水蒸气相变带来的相间动量交换

= =S S f S u ,x m2 6 2 d (22)

= =S S f S v ,y m3 7 2 d (23)

其中 f x和 f y表示两相间由速度滑移带来的动量交换,
其表达式如下:

=f
u u C Re

24
,x d

g
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Dd d
(24)

=f
v v C Re

24
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v

D
d

g d d
(25)

其中Red是微粒的平均相对雷诺数, 根据微粒的平均

半径和两相的相对速度求得. CD是液滴微粒的平均阻

力系数,在此使用了Crowe[21]给出的公式. v是微粒的

平均动响应时间,根据液滴微粒弥散相密度 d,微粒平

均半径r和气相黏性µ求得[22]

=
r
µ

2
9

.v
d

2

(26)

能量源项S4 , S 8为相间滑移带来的能量交换、相

间温度差带来的热传导

=S f u f v q S E ,x y m c4 d d 2 (27)

= + + + +S f u f v q S C T S E ,x y m m c8 d d 1 l d 2 (28)

其中C l是液态水的比热, Td是液滴微粒的温度, q是气

相与液滴微粒弥散相间的热量交换

=q C
T T N

2
,

T

u
d l

g d
(29)

其中Nu是努塞尔数, T是根据液滴平均半径和气相热

传导系数kg求得的传热响应时间[22]

=
C r

k3
.T

p d
2

g

(30)

Ec和Ec 为液滴增长过程中由于凝结带来的能量

变化, 其表达式如下:

= + +E C T L T u v( )
1
2

( ),c pv w w d
2

d
2 (31)



解虎跃等 .  中国科学: 物理学 力学 天文学    2017年   第47卷   第12期

124702-4

= + +E C T u v
1
2

( ),c l w d
2

d
2 (32)

其中Tw为液滴的湿球温度[23],是液滴表面新形成液膜

的温度. L T( )w 为在此温度下凝结释放的潜热.
矩方程源项S 9, S10, S11可由矩方程(17)–(19)式得到

= +S J r M r2 ,9
2

1 (33)

= +S J r M r ,10 0 (34)

=S J .11 (35)

联立求解(9)式–(20)式 , 数值求解基于Sun[24]的
VAS2D程序实现.

3  数值结果与讨论

本文采用兰金涡模型模拟旋涡流动,初始一段时

间内在涡核注入粒子. 兰金涡是一种数值计算中常用

的二维简化离散涡模型,可以看作涡核和二维位势涡

的组合. 在旋涡中心,速度为0,在涡核内,速度线性增

长. 这一特点与黏性流体涡核相同, 但兰金涡在本质

上仍是无黏旋涡模型, 并未涉及黏性效应. 兰金涡中

周向速度

=
>

v
r r a
a

r r a

, ,

, ,
2 (36)

流体为氮气, 涡核半径a为4 cm, 转动角速度 设置为

6000 s–1.
计算域为一个半径100 cm的圆 , 涡核位于计算

域中心. 计算网格如图1所示, 涡核内部为四边形非

结构网格, 外部为四边形结构网格, 最小网格边长为

0.1 mm. 计算域半径远大于涡核半径, 所以边界条件

的影响可以忽略. 远场压强和温度分别设为100 kPa和
298 K, 旋涡中流体密度、压强和温度根据参照Bagai
和Leishman[25]的方法由速度分布计算得到. 计算时首

先赋值一个稳定的旋涡流场,而后在涡核区域加入一

定半径(分别为20, 100或200 nm)的液滴微粒(粒子注

入速率为 ×3.4 10  kg  s20 1 1), 持续1 ms, 并观察流场的

演变.

3.1  液滴微粒分布

为了表征液滴微粒的分布特征 , 引入平均分布

半径

=R
n r r

n r r

d

d
,

L

Lave
0

d
2

0
d

(37)

其中 =n Md 0是微液滴的数密度, 也可以通过颗粒相

密度 d计算得到. 图2给出了不同尺度微液滴的平均

分布半径随时间的变化关系,作为对照,  微液滴在涡

图 1    兰金涡算例网格示意图
Figure 1          The initial mesh for the computation of the Rankine vortex.

图 2    (网络版彩图)不同半径的微液滴平均分布半径随时

间的变化
Figure 2          (Color online) The variation of the average distribution radius
of the liquid phase with time.
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核内均匀分布时的平均分布半径 =R a2 / 3ave,uni 也在图

中给出. 从图中可以看到, 微液滴的迁移过程可以大

致分为三个阶段.
(1) 添加粒子阶段(t 1 ms): 也是粒子起动的阶

段. 新添加的粒子处于静止状态, 会直接降低之前加

入的已经起动的粒子的运动速度,这种扰动导致平均

分布半径存在振荡,且半径越大的粒子产生的振荡越

明显.
(2) 涡核区发展阶段: 停止添加粒子之后的一段

时间之内, 平均分布半径几乎不变, 且大致与均匀分

布情形相当, 这表明粒子主要位于涡核区域内. 半径

较小的粒子将会一直处于这一阶段,平均分布半径仅

略有增加;而较大的粒子则在很短的时间内( <t 3 ms)
进入下一阶段.

(3) 向外扩散阶段: 半径较大的微液滴快速向外

扩散,且液滴微粒半径越大,扩散的范围也越大. 最终,
微液滴向外迁移的趋势变得平缓. 同时, 也可以看到

其平均分布半径已经显著大于初始分布半径,表明大

部分微液滴已经逸出涡核.
平均分布半径能反映微液滴分布的整体特征,为

了观察其细节特征,考察了加入微液滴后典型时刻的

微液滴数密度nd (图3). 在t=1 ms即停止添加微液滴时,
微液滴均分布于涡核区域, 且半径越大其密度越大.
这是由于加入微液滴后,微液滴与气体之间的相互作

用导致兰金涡逐渐耗散,使得涡核内涡量变小、密度

升高. 微液滴半径越大, 兰金涡耗散越快, 涡核内气

体密度越高(1 ms时涡核内最小密度依次是0.68, 0.76,
0.89 kg/m3),导致更多的微液滴添加到流场中(液滴注

入速率是单位质量的气体单位时间内注入涡核的颗

粒数), 进一步使涡核耗散更快. 这一正反馈使得3种
情形下1 ms时涡核中心区域的数密度分别为每立方

米1.13×1017, 1.27×1017和1.55×1017.
进一步发展时,如前所述,半径较小的微液滴始终

位于涡核区域. 同时, 微液滴在离心作用下逐渐向外

运动,集聚于涡核外缘,涡核内部数密度逐步变小. 在
整个过程中, 微液滴在圆周方向始终均匀分布. 但对

于半径较大的颗粒,尽管在第二阶段仍然处于涡核区

域, 其分布在圆周方向却不再均匀, 微液滴不再集聚

于涡核外缘,而是在局部集中形成四“旋臂”结构. “旋
臂”在旋转过程中,将微液滴逐渐甩离旋涡;这种结构

存在的时间正对应于微液滴快速向外扩散的阶段. 液
滴半径越大, “旋臂”结构维持的时间就越长, 液滴向

外扩散的范围也越广. 随着旋臂结构的消失, 微液滴

扩散变得平缓, 其分布逐渐呈现出圆环状分布, 在圆

周方向恢复均匀性.

3.2  液滴微粒的平均滑移速度

微液滴的迁移并不完全跟随气体运动,表现出明

显的滑移效应. 为了更加直观地分析液滴微粒与气相

之间的滑移效应, 引入平均滑移速度

=
( )u u

V
n r r

n r r

d

d
,

L

L
0

d g d

0
d

(38)

这里只考虑速度大小. 图4为加入液滴微粒后不同半

径液滴微粒的平均滑移速度随时间的变化图,虚线为

停止添加微粒的时刻. 从图中可以看出,  在添加微液

图 3    (网络版彩图)加入液滴微粒后不同时刻旋涡流场的液滴微粒数密度分布图
Figure 3          (Color online) The number density distribution of the liquid droplets at different times after the injection of particles.
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图 4    (网络版彩图)微液滴半径不同时平均滑移速度随时

间的变化
Figure 4          (Color online) Comparison of the mean slip velocity with dif-
ferent droplet radii.

滴阶段, 新加入的粒子为静止状态, 这导致了极大的

滑移速度,且粒子半径越大引起的滑移速度也越大(大
粒子的弛豫需要更长时间). 随着粒子加速,滑移速度

迅速下降. 停止添加粒子后,粒子半径较小的情形,滑
移速度继续单调地下降到较小的幅度并保持稳定;而
粒子半径较大的情形,平均滑移速度并不单调降低,而
是在第二阶段出现极小值, 之后微液滴分布出现“旋
臂”结构, 相应地, 平均滑移速度变大, 这表明涡核内

的流动也发生了较大的变化,以致较大的颗粒难以继

续跟随. 随着旋臂结构的消失, 粒子迁移进入第三阶

段,滑移速度略有下降,大致保持稳定. 从最终稳定状

态看,微液滴半径越大,对流动的扰动就越强,跟随性

越差, 平均滑移速度也越大.

3.3  液滴微粒分布与流场结构演化的关系

尺度不同的颗粒迁移呈现出不同的特征,相间滑

移本身是一方面,相间滑移效应导致流动结构发生本

质改变,进而进一步影响颗粒分布,则是另一方面. 相
间滑移对流动来说也是一类扰动,含颗粒的兰金涡在

涡核边缘附近涡量有极值, 根据Rayleigh拐点定理可

知[26],流场是可能失稳的. 如图5所示,当微液滴半径较

小时(20 nm),相间滑移效应相对较弱,流动是稳定的,
微液滴在周向保持均匀分布,在径向由于滑移效应有

一定程度的集聚; 当液滴半径增大后, 液滴分布出现

“旋臂”结构之前,如 =t 2 ms时,受滑移效应的影响流

动已经开始失稳,涡量在周向局部集中,   进而出现了

图 5    (网络版彩图)加入液滴微粒后不同时刻的涡量云图.
(a) 2 ms; (b) 3 ms
Figure 5          (Color online) The vorticity distribution of the gas phase at
different time after the injection of particles. (a) 2 ms; (b) 3 ms.

负涡量. 正负涡量相间分布, 在其诱导下微液滴局部

集中,形成“旋臂”结构,将液滴快速迁移到涡核之外.

3.4  液滴微粒增长过程及其对滑移效应的影响

前述讨论中微液滴大小不变,液滴凝结增长时与

流动的相互作用也可以应用本文的矩方法加以分析.
下面以向旋涡中注入半径为20 nm的微液滴情况为例

做详细说明. 图6所示为不同时刻流场中微液滴平均

半径 =R M M/p 1 0在径向的分布曲线. 可以看出,微液

滴在向外运动的同时, 半径也在不断地增长, 并且外

围的微液滴半径增长远大于内部的微液滴,在40 ms后
最大半径可达650 nm. 这是因为涡核内部水蒸气含量

有限, 只有初始加入的微液滴才会增长, 这部分液滴

因为尺寸变大而被甩离涡核区域;随后注入的微液滴

因水蒸气饱和度降低而不再增长,故而涡核内部的微

液滴半径几乎不变;而涡核外围的微液滴在向外运动

的过程中,一直能够获得外围充足的水蒸气维持其增

长, 所以微液滴半径增长十分明显.
微液滴凝结增长受到注入时间、液滴迁移、局

部饱和度等多种因素影响, 其半径不再是均匀分布.
因此除了平均半径以外,微液滴半径散布程度也是液

滴分布的重要信息,借由本文方法得到的各阶矩可以

对此进行分析. 引入液滴半径分布离散度 来表征微

液滴半径分布的范围

=
M M

M
log .2 0

1
2 (39)
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图 6    (网络版彩图)不同时刻微液滴平均半径沿径向的分布
Figure 6          (Color online) Comparison of the mean radii radial distribu-
tion at different time.

微液滴半径完全均匀时 = 0, 半径分布范围越

广 越大. 图7给出了不同时刻 的分布云图. 从图中

可以看出涡核区域 = 0, 表明涡核内的水蒸气因为

初始阶段的凝结而很快消耗完毕,后续注入的微液滴

不再增长,仍然维持均匀分布;而且,该区域随时间越

来越大. 在涡核边缘,微液滴凝结增长,同时又包含从

涡核区域迁移而来的液滴,故而其半径分布离散度较

大; 随着增长变大的微液滴向外迁移, 以及外围液滴

持续凝结增长,微液滴半径呈不均匀分布的范围也在

扩大. 这种微液滴半径分布不均匀的现象, 使得其迁

移过程变得更加复杂.
图8为向旋涡中注入半径为20 nm的微液滴后考

虑液滴增长和不考虑液滴增长的情况下,微液滴颗粒

的平均滑移速度随时间变化的曲线. 从图中可以看出,
当考虑微液滴的凝结增长以后,微液滴与气相的平均

滑移速度递减更快. 这是因为气态的水蒸气在微液滴

表面凝结变成液态水,同时伴随着动量从气相到微液

滴的转移过程. 这一过程使得微液滴与气相的滑移驰

豫过程变短, 增强了微液滴的跟随性.
需要指出的是,本文是在二维情形下进行的模拟.

在真实三维流动如台风中,涡核区域内的水蒸气有可

能得到补充, 则微液滴将会持续增长, 进而迁移到涡

核之外. 这个过程中,流体动量、动能随之向外扩散,
同时涡核漩涡强度也会随之减弱,这种特征在实际生

活中有其应用价值.

图 7    (网络版彩图)不同时刻微液滴半径分布离散度 的分

布云图
Figure 7          (Color online) The dispersion of the size distribution of
droplets at different times.

图 8    (网络版彩图)液滴增长对平均滑移速度随时间变化

的影响
Figure 8          (Color online) Comparison of the mean slip velocity
with/without considering the growth of droplets.

4  结论

本文利用带相间滑移的矩方法对含有液滴颗粒

的旋涡流动进行了研究,获得了在不同半径的液滴微

粒作用下旋涡流动的演变过程,并对其原因进行了分

析. 研究结果表明,当含有的液滴微粒半径较小时,液
滴微粒滑移效应较小,旋涡流动不会发生明显的结构

变化, 液滴颗粒在周向均匀分布, 在径向向涡核边缘

集聚. 当含有的液滴微粒半径较大时, 液滴微粒滑移

效应较大, 在流场中诱导产生了负涡量, 正负涡量的

相互作用使得旋涡流动发生了比较明显的结构变化,
最终正负涡量相互融合,流场逐渐恢复与初始流场相

似的结构. 与此同时, 液滴颗粒也并没有在一开始直

接被甩离旋涡, 而是逐渐向涡量分布平滑, 流场比较
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稳定的涡核中心区域聚集, 并形成“旋臂”结构, 最后

在涡量融合的过程中逐渐被甩离旋涡. 此外, 注入的

液滴颗粒半径越大,旋涡从扰动发生到结构回复稳定

所需的驰豫时间越长,液滴微粒的平均分布半径和平

均滑移速度也越大.
值得指出的是本文发展的矩方法可以模拟可压

缩流动中由于水蒸气凝结产生的液滴运动,不仅可以

考虑强烈非定常或剪切流动下的相间滑移效应,而且

可以给出液滴的演变特征,包括液滴尺寸分布、微液

滴增长对平均滑移速度的影响等. 初步结果表明, 当
考虑微液滴的凝结增长以后,凝结导致的额外动量转

移使得微液滴与气相的滑移驰豫过程变短,增强了微

液滴的跟随性,使得微液滴与气相的平均滑移速度递

减更快.
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The slip effect of micro-droplets in Rankine vortex

XIE HuYue, CAO Yun, QIN FengHua* & LUO XiSheng
Advanced Propulsion Laboratory, Department of Modern Mechanics, University of Science and

Technology of China, Hefei 230026, China

The method of moments with interphase slip is simplified to numerically study the interaction between nanoscale droplets
and gas flow in a Rankine vortex. In the method, the flow of gas phase and the moments of the droplets size distribution
are calculated respectively and the transfers of momentum and heat between the gas and the droplets which are expressed
by the moments are introduced into the governing equations as the source terms. In this way, the velocity slip between
the gas phase and the droplet phase is captured by the present method. Then, the method is used to simulate the flow of
Rankine vortex where the water droplets with constant radius are injected into the vortex core. The results show that the
vortex is disturbed and the droplets move outward due to the effect of the velocity slip between the phases. The larger
the droplet radius, the stronger the velocity slip effect. When the radius of the injected droplets is small, the vortex keeps
stable and the droplets aggregate as a ring outside the core of the vortex. When the droplets radii are large enough, the
vortex is not stable any more due to the strong slip effect and negative vorticity is induced in the core of the vortex. The
droplets form a swing arm and spiral out of the vortex. At last, the effects of the growth of droplets on the vortex evolution
and interphase slip are also investigated. The grown droplets spiral out and the position of maximum mean radius also
moves outward with time. In the vortex core, condensation stops after a short time because no more vapor is supplied.
With the growing process, more momentum is transferred from the gas phase to the droplets and the slip velocity between
droplets and gas vanishes more quickly.

interphase slip, Rankine vortex, structure of vortex, water droplet

PACS: 47.20.Cq, 47.32.cd, 47.55.Ca
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